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RESUMO

O estudo da estabilidade do ponto lagragiano L4 para o problema
fotogravitacional € realizado. Primeiramente um método analitico-numérico
para normalizacdo de sistemas hamiltonianos com 2 e 3 graus de liberdade &
apresentado. Em seguida escrevemos as equacdes do movimento na forma
canbnica generalizada que depois sera colocada na forma normal usando o
método de Lie-Hori. A andlise da estabilidade do sistema serd feita pelo
teorema de Kovalev e Savechenko e aplicado ao estudo de estabilidade do
ponto lagrangiano L4 no problema fotogravitacional circular restrito dos trés

COrpos.






NORMAL FORM IN STABILITY ANALYSIS OF THE L4 POINT OF
PHOTOGRAVITATIONAL PROBLEM

ABSTRACT

The study of the stability of L4 point of in the photogravitational problem is
accomplished. Firstly a normalization algorithm for 2 and 3 degree freedom is
accomplished. The equations of motion are written in an extended canonical
and then, using the Hori-Lie, method put in a normal form. The stability of the
system is analyzed by the theorem of Kovalev and Savechenko be applied to
the photogravitational restricted three body problem.






SUMARIO

Pag.
LISTA DE FIGURAS

LISTA DE TABELAS

1 INTRODUGAO. ... et 21
A O o= 110 SRR 22
I |V o 117 (o T OSSR 22
1.3 ReViSAO0 DIDIOGIAfICA .....cciiieiiiiiiiiiiiiiiee e 24
1.3.1 Estabilidade do movimento e forma normal ..............cccccuvvviiiinninnnnnnnns .25
1.3.2 Problema fotogravitacional.................ceeiiiiiiiiiiiiic e 29
2 SISTEMAS HAMILTONIANOS E FORMA NORMAL.......ccocoiiiiiiii, 33
2.1 INTOAUGAOD ... 33
2.2 Sistema hamiltoniano ... 33
2.3 Pontos de equilibrio e estabilidade linear.............c..cccoooviiiiiiiiiiie e, 36
2.4 FOrma NOMMAL ... e 39
2.4.1Forma normal quadréatica de um sistema hamiltoniano estavel.. ............. 39
2.4.2Forma Normal pelo Método de Séries de Li€.......cccceeviiiiiiiiiieiieeeniiinnes 42

3 SISTEMAS HAMILTONIANOS E FORMA NORMAL: CONSTRUCAO DE

UMA FORMA NORMAL ANALITICA E ESTABILIDADE NAO-LINEAR.......... 47
% A [ 11 £ o |8 o= T PPN 47
3.2 Forma normal para 2 graus de liberdade ..............ccoeeeeeiii 48
3.2.1 Critério de estabilidade ndo-linear para 2 graus de liberdade............... 52

3.3 Forma normal para 3 graus de liberdade ............ccoooooviiiiiiiiiiicc e, 54



3.4 Aplicagdo: Estudo da estabilidade Linear de um ponto estacionario......... 58

3.4.1 Hamiltoniana nas vizinhangas do ponto de equilibrio .............cccccccoo.. 60
3.4.2 Estabilidade IN€ar..........cooooeeiiii i 62
3.4.3 FOrma NOrmMal ... 64

4 ESTUDO DA ESTABILIDADE NO PROBLEMA FOTOGRAVITACIONAL

RESTRISTO DOS TRES CORPOS, CIRCULAR E PLANO...............cevuvn.... 67
4.1 INTRODUGAO .....ocoo ettt ettt ere e o 67
4.2 EquacOes dO MOVIMENTO .......cooeuuiiiiiii e e e e eeeeeeiii s e e e e e e e e e e e e eeeaanann o 69
4.2.1 PONtOS LagrangianOs ........ccceiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee ettt ettt 70
4.2.2 Contribuicdo da Radiacdo: Problema fotogravitacional......................... 71
4.3 Equacgbes do movimento no sistema hamiltoniano ...............cccooeeeeeveennnnnn. 73
cuja hamiltoniana € dada POr .........ccooiviiiiiiiii e 74
4.4 Estabilidade lIN@ar..........coooi i 79
4.5 Resultados: Estabilidade linear...........ccccoooiiii 80
4.6 Existéncia de ressonancia liN ar............cccccceiiiiiiiiiiiiiiiiee e 85
4.7 Resultados: forma normal e estabilidade ndo-linear ..............ccccceeeeeeeennn. 92
4.8 Resultados Numéricos: Estabilidade e Forma normal.............cccocvveen. . 102
5 CONCLUSAD. ...ttt 105

5.1 Perspectivas fUtUraS.........cooeeeiiiiiiiiie e e e eeanns 107
6 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS........iieiieieeeee e, 109

APENDICE A: RESULTADOS NUMERICOS DA ESTABILIDADE LINEAR E
NAO LINEAR DO PROBLEMA FOTOGRAVITACIONAL CIRCULAR RESTRITO
DOS TRES CORPOS ..ottt ettt en et 106

APENDICE B: RESULTADOS ANALITICOS.......coiiieieeeeecee e 117

ANEXO A: TEOREMAS UTILIZADOS.......ciiiiieiee e 136



LISTA DE FIGURAS
Pag.

Figura 1.1-Representacdo geométrica das Orbitas de Liapunov e Poincaré. (A)
Orbita ndo perturbada, (B) 6rbita perturbada, correspondéncia normal e a

correspondéncia iISOCNIONOS. .........ccceieeiiiiie e 26
Figura 2.1-Parametros da estabilidade de Liapunov ............ccccccevveiviieinesecnnnnn, 38
Figura 3.1-Regido de estabilidade linear no plano C2p Coo. «vvvvveveervveeeiviniinieeennn. 63

Figura 4.1- Sistema de coordenadas fixas (x,y) (sideral) e sistema de
coordenadas girante(x*,y*) (sinddico) para m;>m,.O ponto O é centro de
MASSA JO SISTEIMAL. ....eiieiieii ettt ste e reesreenee s 68

Figura 4.2- Curva de velocidade zero e pontos Lagrangianos para o problema

reStrito dOS trES COMPOS ....cviiveeieeie ettt re e 70
Figura 4.3- Regido de estabilidade linear do ponto L4 para Ko=1. .......cccevvrnnnne 81
Figura 4.4- Regido de estabilidade linear do ponto L4 para k1=1. ......ccccceevrnene. 82
Figura 4.5- Regido de estabilidade linear do ponto L4 para «2=0,9........cc.ccceeee 83
Figura 4.6- Regido de estabilidade linear do ponto L, para «2=0,8..................... 83
Figura 4.7-Regi&o de estabilidade linear do ponto L4 para «2=0,4. .........cceveee. 84

Figura 4.8- Ressonéancias quando 0s corpos primarios emitem
simultaneamente radiaCao, Ko=0,1.........ccccccviviiiieiiiieee e 89
Figura 4.9- Ressonancias quando 0s corpos primarios emitem
simultaneamente radiaCao, Ko=0,2.........cccccvivieiieii i 89
Figura 4.10- Ressonancias quando 0s corpos primarios emitem
simultaneamente radiaCao, K2=0,5........ccccerviiiiiieir i 90
Figura 4.11- Ressonancias quando 0s corpos primarios emitem
simultaneamente radiagao, Ka=0,8...........ccceiiiiiiiiiicie e 90
Figura 4.12- Ressonancias quando 0s corpos primarios emitem
simultaneamente radiagao, k2=0,8. .......ccceoiiiiiiiii i 91
Figura 4.13- Dependéncia do determinante D vs pi: analise de estabilidade néo-

[INEAN PArA K1 = K2 TLiiiiiieie e sieeie ettt sttt enna e e sreenee s 95


file:///C:\Users\jkennety\Desktop\jkennety\doutorado\tese\cap�tulos\tesecorrigida\teseFinal0812.docx%23_Toc248039395
file:///C:\Users\jkennety\Desktop\jkennety\doutorado\tese\cap�tulos\tesecorrigida\teseFinal0812.docx%23_Toc248039395
file:///C:\Users\jkennety\Desktop\jkennety\doutorado\tese\cap�tulos\tesecorrigida\teseFinal0812.docx%23_Toc248039395

Figura 4.14- Dependéncia do determinante D vs p: andlise de estabilidade n&o-
linear para K1 = 0,9, KoTL. .o 96
Figura 4.15- Dependéncia do determinante D vs J: analise de estabilidade nao-
lINear para K1 = 0,7 € K2 TL. et 97
Figura 4.16- Dependéncia do determinante D vs J: analise de estabilidade néo-
linear para kK1 =21 € K2 =0,9. oo 98
Figura 4.17- Dependéncia do determinante D vs p: andlise de estabilidade n&o-
linear para kK1 = 1 € K2 =0, 7. ettt 98
Figura 4.18- Dependéncia do determinante D vs p: andlise de estabilidade n&do-
linear para k1 = 0,5 € K2 =0,7. e 100
Figura 4.19- Dependéncia do determinante D vs J: analise de estabilidade néo-
linear para k1 =0,5 € K2 =0,6. oo 100
Figura 4.20- Dependéncia do determinante D vs W: analise de estabilidade néo-
linearpara K1 =0,5€ Ko =0,5. i 101
Figura 4.21- Dependéncia do determinante D vs p: andlise de estabilidade n&o-
linear para K3 =0,88 € K2 =0,74. ....ccoiiiiiiie e 102



LISTA DE TABELAS

Tabela 4.1-Fator de reducao para algumas estrelas binérias.............ccccocvevnenn. 72
Tabela 4.2- Valores de u para diversas ressonancias e fatores de redugéo (m;
e Tol =T a gl aTe [T To L= Vo= T ) USROS 87
Tabela 4.3-Valores de u para diversas ressonancias e fatores de redugcéo (m2
NA0 €MItINAO FAAIAGAD). .....eveviiiiieiiieeee e 87
Tabela 4.4-Valores de u para diversas ressonancias e fatores de reducéo (m; e
M2 €MILINAO FAAIAGEOD). .. .oveiieiciiriere e 88
Tabela 4.5-Valores de u para diversas ressonancias e fatores de reducéo (my e
M2 €MItINAO rAdIACAD). .....ccveiviiieee e e 88
Tabela 4.6- Coeficientes da hamiltoniana para forma normal, teste da

estabilidade e frequéncias para diversas razdes de massa [. .................. 103






1 INTRODUCAO

O desempenho de diversos sistemas dinamicos que descrevem o0
comportamento temporal de fenbmenos naturais ou aqueles associados, por
exemplo, a dispositivos mecanicos, elétricos, etc, pode ser descrito por
equacgOes diferenciais. Sendo tais equacdes, na sua grande maioria, néo
lineares e de complexa solucdo analitica, pode-se, todavia, pesquisar 0
comportamento da solu¢cdo em determinados pontos, sem a necessidade de se
obter a solucéo geral. Pode acontecer, por exemplo, que pequenas variacfes
nas condi¢des iniciais produzam substanciais variacdes na solucdo e uma
questdo importante é encontrar que condicdes sob as quais pequenas
variacfes nas condic¢des iniciais levam a pequenas variacdes na solucdo. Para
tempos arbitrariamente grandes teremos esta questdo envolve a analise da

estabilidade da solucéo.

Baseadas em teorias apresentadas por Liapunov e Poincaré, 50 definicbes
sobre estabilidade foram apresentadas por Szebehely (1984) onde algumas

delas entravam em contradicdo com as teorias por eles expostas.

Neste trabalho estudaremos estabilidade no sentido de Liapunov usando uma
versdo do teorema KAM (MOSER,1968) tal como apresentada por Kovalev e
Savchenko (1975). Apresentaremos um desenvolvimento analitico para o
estudo da estabilidade de pontos de equilibrio de sistemas dinamicos
conservativos envolvendo a normalizacdo de hamiltonianas (com dois e trés
graus de liberdade), esta baseada no método de Hori. Uma aplicacéo ¢é feita
para um problema ligado a pesquisas aeroespaciais, area na qual a analise da
estabilidade dos movimentos translacional e rotacional de veiculos espaciais,
perturbados por torques externos, € de fundamental importancia na analise de

missdes espaciais.

O interesse pela estabilidade do movimento em engenharia de satélites pode
ser lembrado desde os primérdios da chamada era espacial em alguns casos

como o primeiro satélite artificial da Terra, denominado Sputinik 1, que escapou
21



lentamente da sua O6rbita e o Explorer 1, o primeiro satélite artificial norte
americano, cujo movimento rotacional saiu de controle antes do tempo

previsto.

1.1 Objetivos

Os objetivos deste trabalho aqui desenvolvido sao:

e Apresentar um modelo para construir de forma analitica a forma normal

de sistemas hamiltonianos com 2 e 3 graus de liberdade.

e Apresentar um critério de estabilidade baseado no teorema de Arnold
(1964) e Kovalev e Savchenko (1975) para o estudo da estabilidade de

sistemas hamiltonianos para sistemas com 2 graus.

e Aplicar este critério ao teorema de Kovalev e Savchenko (1975) para
verificar a estabilidade do ponto de equilibrio L, para o problema
fotogravitacional circular restrito dos trés corpos.

O modelo analitico aqui desenvolvido para normalizar sistemas hamiltonianos
de dois ou trés graus de liberdade foi baseado no método das séries de Lie.
Utilizando este método desenvolvemos a mesma para sistemas com dois e trés
graus de liberdade. Aplicamos o resultado ao problema fotogravitacional
circular restrito dos trés corpos no qual é estudada a estabilidade do ponto L4
para diversas razfes de massa e diferentes coeficientes de radiacdo emitida

pelos corpos primarios.

1.2 Motivacgéo

Em uma tese de doutorado recentemente desenvolvida no INPE (Cabette,
2006) foi estudada a estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema

hamiltoniano associado ao movimento rotacional de um satélite artificial da

Terra quando se considera o torque devido ao gradiente de gravidade. O

22



método para estudar a estabilidade foi através do teorema de Kovalev-
Savchenko (1975) que necessita da forma normal para sistemas hamiltonianos.
No trabalho de Cabette a normalizacéo foi feita numericamente e teve que ser
repetida para todos os pontos de equilibrio considerados, sendo este um
procedimento extremamente laborioso. Tal fato motivou a elaborar um
processo analitico que pudesse, a partir do fornecimento da expressao
analitica de uma hamiltoniana, obter ndo s6 a expressao analitica da forma
normal da hamiltoniana, mas também pontos de equilibrio e a natureza da
estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema dindmico ao qual a
hamiltoniana esta associada.

A motivacdo para a realizacdo de tal estudo sobre estabilidade esta também
reforcada no constante avanco da exploracdo espacial que necessita, para o
éxito de suas missOes, Orbitas e atitudes de espaconaves cada vez mais
estaveis. Por exemplo, em determinadas manobras para correcdo do
movimento orbital de satélites é necessario que a Orbita do satélite fique
estacionaria com o propdsito de minimizar o consumo de combustivel.
Abordagens sobre este tipo de orbita, conhecida como 6érbita congelada, é
apresentada em Chobotov (1996).

Vérias perturbacdes podem ser consideradas no estudo da estabilidade do
movimento dos satélites, tanto orbital como translacional. Dentre as
perturbacdes a serem consideradas temos: forgcas aerodinamicas, perturbacoes
gravitacionais por outros corpos, presséao de radiacéo solar, etc.

Regides de estabilidade ou instabilidade do movimento orbital de satélites
artificiais podem ser utilizadas também, por exemplo, para missdes em que
Seja preciso que uma nave permaneca nas vizinhancas de uma determinada

regido por certo tempo.

Desde 1978 algumas agéncias espaciais tem realizado missées em pontos no

espaco conhecido como pontos lagragianos (Li, Lz, Ls, L4, Ls) (Szebehely,
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1984). Diversos estudos sobre as solucdes periddicas e quase periddicas na
vizinhanca dos pontos lagrangianos colineares estdo sendo abordado com o
objetivo de transferir e manter um satélite artificial ao redor desses pontos.
Segundo Corréa (2005) a exploragcdo espacial ISEE (International Sun-Earth
Explorer) em 1978 registrou, no ponto Li, ventos solares e raios cosmicos. A
NASA enviou uma sonda para o ponto L, em 2004 para realizar um teste
tecnolégico para o NGST (NextGeneration Space Telescope). A Ultima missao
realizada em 2009 foi pela GAIA (ESA) também no ponto L, para estudar
estruturas galacticas e astrometria. As futuras missfes para exploracdo
espacial em pontos lagrangianos estdo previstas para 2011, 2012 e 2014.

Todas estas missdes serdo realizadas pela Nasa.

No caso particular do ponto L; no sistema Terra-Sol temos um lugar
caracteristico para realizar observacdes solares. O que é vantajoso na
exploracdo deste ponto é que nas vizinhancas dele permite-se que o satélite
figue voltado para o Sol, evitando que a Terra oculte o campo de visdo e, além
disso, permaneca longe de perturbacdes externas, dentre elas, a influéncia do

campo magnético terrestre.

Como vimos os pontos lagrangianos ainda sdo de extrema importancia para
realizacbes de manobras orbitais e exploracbes espaciais embora uma das
grandes desvantagens seja 0 tempo exigido na trajetoria de transferéncia para
atingir a vizinhanca dos pontos lagrangianos. Isto justifica que possamos
investigar de forma mais detalhada trajetorias nas vizinhancas destes pontos

guando estamos considerando forcas gravitacionais e ndo gravitacionais.

1.3 Revisao bibliogréfica

Nesta secdo apresentaremos uma revisdo breve bibliografica da literatura
envolvendo o estudo da estabilidade, forma normal e do problema
fotogravitacional restrito dos trés corpos. Procuraremos enfatizar alguns

autores cuja contribuicdo € relevante para o trabalho em questao.
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1.3.1 Estabilidade do movimento e forma normal

Os métodos e aplicacdes para estudo da estabilidade de sistemas de equacdes
diferenciais tiveram uma grande trajetéria comecando pelo século XVIII e se
perpetuando até os dias atuais. Em Szebehely (1964) encontramos uma vasta
lista de referéncias que em sua grande maioria foram por mim consultadas. Hill
(1878) apresenta um trabalho propondo usar a integral primeira para
estabelecer regides de estabilidade de um sistema conservativo, com um
potencial independente do tempo. Poincaré (1892) e Liapunov (1892)
contribuiram com diversas idéias fundamentais para o estudo de estabilidade
apresentando uma abordagem geomeétrica para tal estudo. A diferenca entre
estas abordagens esta no ponto das Orbitas fiducial e perturbadas em que se
aplicam os métodos. Liapunov estabelece uma correspondéncia is6chrona e
Poincaré, a correspondéncia normal. Is6chrona em sistemas dindmicos é
caracterizado por todos os movimentos envolvidos serem completamente
periodicos com um periodo fixo (independente das condicfes iniciais). Ja a
estabilidade apresentada por Poincaré se da devido a utilizacdo do vetor
“‘normal” ao do movimento ndo perturbado. Esta relagao pode ser verificada na
Figura (1.1). Ainda nas contribuigcdes para o estudo de estabilidade, passando
pelo século XIX, temos Birkoff (1950), Kolmogorov (1954), Hagihara (1957),
Duboshin, (1959), Arnold (1961), Chetaev (1961), Hahn Wolfgrang (1967),
Meyer (1974); Kovalev e Savchenko (1975), Chudenko (1980), Maciejewski e
Krzysztof, (1991). Kolmogorov e Arnold trabalhavam diretamente com as
trajetérias usando expansbes em séries de Lie, criando a primeira versao do
teorema de KAM. O nome KAM é devido a Moser que em 1968 obteve os
mesmo resultados trabalhando com mapeamentos de Poincaré, o “twist map”.
Pode-se dizer que teorema de KAM, é um resultado sobre a estabilidade do

ponto eliptico para dois graus de liberdade.
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Figura 1.1-Representacéo geométrica das orbitas de Liapunov e Poincaré. (A) Orbita ndo
perturbada, (B) 6rbita perturbada, correspondéncia normal e a correspondéncia iséchronos.
Fonte: SZEBEHELY/(1984).

Moser (1968) apresenta um estudo para andlise da estabilidade de sistemas de
hamiltonianos. Quando ndo sdo satisfeitos alguns critérios estabelecidos pela
teoria para sistema hamiltoniano linear, a analise da estabilidade se reduz ao
estudo dos coeficientes de um polinbmio quadratico associado a um sistema

canonico linear que depende da hamiltoniana do problema.

CondicOes para estabilidade da posicao de equilibrio de um sistema autbnomo
hamiltoniano com dois graus de liberdade envolvendo ressonancia 2:1 e 3:1 é
apresentado por Markeev (1968). Na auséncia de ressonancia, Markeev (1969)
faz uma nova abordagem da teoria apresentada em 1968. Em seguida
Markeev (1970) melhora os resultados apresentados por ele em 1968 com
adicdo de mais termos na hamiltoniana envolvendo ressonéncia 1:1. Este
estudo teve continuidade com resultados apresentados por Sokol Skii (1974),
resultados estes obtidos com a aplicagdo o teorema de Moser no sistema
reduzido. No caso de frequiéncias do movimento rotacional autbnomo com duas
dimensdes foram obtido por Kovalev e Chundnenko (1977) sem resolver o

sistema reduzido e em seguida aplicou-se o teorema de Moser.
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No caso do corpo rigido, Kovalev e Savechenko (1975) apresentam um estudo
envolvendo estabilidade de rotagbes uniformes com a hamiltoniana expressa
pelos angulos de Euler. Neste estudo uma solucdo de equilibrio € determinada,
sendo representada pelo movimento de rotacdo em torno do eixo principal de
inércia. Com a introdugdo de novas varidveis canfnicas a hamiltoniana é
desenvolvida nas vizinhancas da rotacdo uniforme. A analise da rotacao
uniforme fica entdo reduzida ao estudo entre os coeficientes da formal normal,
obtida da hamiltoniana. Enfim, este estudo permite determinar regides de
estabilidade no plano de fase. Um estudo seguindo esta linha de pesquisa,
envolvendo ressonancia 4:1, foi apresentada por Kovalev e Savechenko
(1977).

Chundnenko (1980) considera no seu estudo dois momentos principais de
inércia iguais e o eixo de rotacao coincidente com um dos eixos principais. Esta
abordagem apresenta uma similaridade com o trabalho apresentado por
Kovalev e Savechenko (1975). Neste estudo a hamiltoniana obtida €
desenvolvida em torno de uma rotacdo uniforme, considerando termos até
sexta ordem e em seguida reduzidos a forma normal. Uma discusséo sobre os
coeficientes dos polindmios permite tracar curvas e regides de estabilidade no

espaco de fase.

Bryuno (1989) apresenta um processo de normalizacdo de sistemas
hamiltonianos préximo a um circulo invariante ou a um toro. Este estudo foi
desenvolvido baseado nas transformacdes de Birkhoff. Uma hamiltoniana na

sua forma normal foi apresentada até sua quarta ordem.

Verhust (1992), ainda no estudo de sistemas hamiltonianos apresenta uma
forma normal para dois graus de liberdade e realiza estudo da estabilidade
proxima a um ponto de equilibrio envolvendo ressonancias. Utiliza um
procedimento também apresentado por Birkhoff. No mesmo trabalho ele

apresenta alguns pontos a serem levados em consideracdo quando estéa sendo
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considerado um sistema hamiltoniano com trés graus de liberdade. Neste caso,

0 mais complexo, é a da difusdo de Arnold.

Cabral e Meyer (1999) apresentam um teorema para estudo de estabilidade de
sistemas hamiltoniano na sua forma normal. Ainda no estudo de sistemas
hamiltonianos na forma normal, Elipe et al.(2001), aplica o teorema de Arnold
para realizar o estudo de estabilidade em sistemas com dois graus de liberdade
ressonantes utilizando as variaveis de Lissajous. Costa Filho (2002) obtém um
novo sistema em uma forma normal que proporciona uma melhor analise das
solucdes periddicas e das posi¢ces de equilibrio do sistema considerado. Este
método é interessante devido ao truncamento realizado que levaria a obtencéo

sistemas auxiliares semelhantes ao sistema dado.

O problema de Hill 3-D foi normalizado por Stuchi (2002) para ajudar na
compreensao dos sistemas hamiltonianos 3-D. Neste trabalho é construido
uma forma normal que prové um conhecimento da dindmica associado ao
carater eliptico de pontos de equilibrio. O ponto principal deste estudo é a
reducdo do sistema hamiltoniano em certa vizinhanca dos dois pontos de
equilibrio L; e L, (centro-sela-centro) como Orbitas peridédicas e toros KAM

invariantes.

Vidal e Santos (2005) apresentam um estudo de estabilidade ndo linear para
sistemas hamiltoniano considerando ressonancias 3:1 e 4:1. Eles mostram que
as condi¢cBes de instabilidade no sentido de Liapunov, da posi¢édo de equilibrio,
dependem dos coeficientes da hamiltoniana. O estudo da estabilidade foi

obtido utilizando o teorema apresentado por Chetaev (1961).

Elipe e Moratalla (2006), baseado no teorema de Arnold, apresentam um
trabalho que determina a estabilidade orbital para dois graus de liberdade, para
satélites naturais em ressonéancia 2:1 e 3:1 com a Terra. Neste estudo, foi

realizada uma normalizacéo ordens altas e através de analise simples concluiu-

28



se: substituido os valores dos coeficientes harménicos da expansdo do

potencial, podemos obter a estabilidade orbital de pontos estacionarios.

Cabette (2006) apresenta um estudo sobre estabilidade do movimento
rotacional de satélites artificiais. Utilizando o procedimento apresentado por
Machuy (2001), foi apresentada uma forma normal da hamiltoniana até quarta
ordem. Com base no teorema de Kovalev e Savchenko é verificada a
estabilidade do movimento rotacional para alguns satélites modelo. Baseado no
estudo apresentado por Cabette, Vilhena de Moraes et. al (2009) apresenta um
estudo sobre estabilidade do movimento rotacional de satélites artificiais
considerando perturbacgdes devido ao torque do gradiente de gravidade usando
uma formulacdo canbnica e as variaveis de Andoyer para descrever o0

movimento rotacional.

1.3.2 Problema fotogravitacional

Faremos uma rapida revisao da origem do problema fotogravitacional e alguns

estudos realizados na mesma dire¢do do nosso.

O problema restrito dos trés corpos foi proposto no século XVII com a
contribuicdo de Euler e Lagrange. Este Ultimo estabelece solucdes de equilibrio
(pontos lagragianos) que serdo discutidas mais a diante. O estudo se estendeu
pelo século XVIII com Jacobi, Hill, Poincaré e Birkoff (SZEBEHELY , 1967). O
problema da condicdo de estabilidade dos pontos triangulares, por uma
aproximacéo linear, foi abordado primeiramente por Gascheau em 1843 e
depois por Routh em 1875 (Chandra, 2003). Exaustivos e nao solucionados
resultados foram obtidos na metade do século passado para o problema planar
circular restrito, com base na teoria apresentada por Kolmogorov-Arnold-Moser
desenvolvida por Kolmogorov (1954), Arnold (1963) e Moser (1968). O
problema da estabilidade dos pontos triangulares para o caso planar circular foi

descrito Markeev (1969), cujos resultados foram generalizados considerando
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varios aspectos tais como: deformacdo dos corpos, influéncia das forcas
perturbadoras (pressédo de radiacdo e gravitacional) aplicados ao estudo da

estabilidade linear de alguns planetas do sistema solar.

No problema restrito de trés corpos quando um ou ambos dos corpos primarios
estdo emitindo radiagédo temos o chamado problema fotogravitacional circular

restrito dos trés corpos.

Radzievskii (1950) formula o problema fotogravitacional restrito dos trés corpos.
Nesse trabalho foi considerado as interacdes das massas primarias e uma
intensa emissdo do Sol, o corpo primério central. Chernikov (1970) estende o
trabalho apresentado por Radzievskii (1950) incluindo o efeito de Poynting-
Robertson encontrado as equacdes de movimento e as solucdes particulares
correspondentes aos cinco pontos de libracdo. A instabilidade das solucfes &

demonstrada pelo primeiro método de Liapunov.

Scherman (1980) generaliza o problema restrito dos trés corpos incluindo o
efeito Poynting-Robertson e a presséo de radiacdo. Scherman mostra que este
efeito torna os pontos L, e Ls instdveis para um determinado periodo

relacionado ao periodo de rotacao das massas.

Sharma (1982) estuda a estabilidade linear dos pontos triangulares do
problema restrito dos trés corpos quando o mais massivo dos corpos primarios
estd emitindo radiacéo. Ele mostra que a excentricidade da érbita periddica, em
torno dos pontos triangulares para uma massa critica, aumentando com o

aumento do coeficiente da forga de radiagéo.

Simmons et al. (1985) mostra uma solugdo completa do problema
fotogravitacional restrito dos trés corpos. Neste trabalho € discutida a existéncia
e a estabilidade linear de todos os pontos de equilibrio para diversos valores da
presséo de radiacdo para ambos os corpos emitindo radiacédo e das razdes de

massas dos corpos primarios.
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Ragos e Zagouras (1988) encontram duas familias de solu¢des periddicas
sobre pontos fora do plano do movimento orbital dos corpos primarios no
problema restrito dos trés corpos. A existéncia destes resultados foi
guestionada mais tarde por Todoram (1993). No seu estudo ele mostra que

estas familias ndo existem.

Ragos e Zagouras (1990) mostram a possibilidade de um nono ponto de
libracdo no problema fotogravitacional. Considerando pequenas deformacdes
de um corpo assimétrico infinitesimal, com um dos primarios sendo simétrico e

emitido radiag&o e o outro sendo assimétrico e ndo emitindo radiacéo.

Kashan (1996) estuda a existéncia e a estabilidade dos pontos triangulares do

problema fotogravitacional eliptico restrito dos trés corpos.

Neste trabalho investigaremos a estabilidade nao-linear do ponto triangular L4
no problema restrito dos trés corpos quando uma ou as duas massas primarias
emitem radiacdo e o plano equatorial coincide com o plano do movimento.
Observamos também que o0 processo que utilizamos para estudar a
estabilidade das solucBes no problema fotogravitacional envolve escrever a
hamiltoniana na forma normal. Com tal abordagem € a primeira vez que o

problema fotogravitacional foi estudado.

No Capitulo 2 serdo apresentados conceitos de sistemas hamiltonianos,
meétodo de Lie-Hori e forma normal. Ainda neste capitulo serd apresentado o
teorema de Kovalev e Savchenko. O teorema Kovalev e Savchenko e o método
para obtencéo da forma normal seréo fundamentais para constru¢do do modelo

analitico e do critério de estabilidade.

No capitulo 3 sera apresentado o desenvolvimento analitico para se encontrar
uma forma normal para dois e trés graus de liberdade. Com base no teorema

de Arnold sera construido, utilizando os coeficientes da hamiltoniana
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expandida, o determinante que garante a estabilidade n&do-linear dos pontos de

equilibrio a serem estudados.

No Capitulo 4, com ajuda do modelo analitico apresentado no capitulo 3, sera
investigado a estabilidade linear e n&o-linear do ponto L, no problema
fotogravitacional circular restrito dos trés corpos. O estudo é feito quando os
corpos primarios emitem radiacdo, quando um corpo ou nenhum deles emite
radiacdo (problema classico). Quando consideramos o problema classico
estamos interessados em verificar a precisdo e a eficacia do modelo

desenvolvido.
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2 SISTEMAS HAMILTONIANOS E FORMA NORMAL
2.1 Introducéo

Neste capitulo faremos uma répida revisdo de mecéanica classica para
situarmos o0s sistemas hamiltonianos e suas propriedades relevantes para
nossos estudos. Discutiremos a estabilidade linear e néo linear do sistema de
equacdes hamiltonianas bem como o conceito de estabilidade de Lyapunov e
forma normal. Sera apresentado também um método de normalizacdo baseado
nas séries de Lie, primeiro proposto por Hori (1966), que é um método baseado

em transformacgdes candnicas na vizinhanca da identidade.

No que diz respeito ao estudo da estabilidade ndo linear dos sistemas
hamiltonianos, que é a proposta deste nosso trabalho, apresentaremos o
teorema de Kovalev e Savechenko (1975) baseado em um teorema de Arnold

(1961) desenvolvido para o estudo de estabilidade dos sistemas hamiltonianos.
2.2 Sistema hamiltoniano

Denomina-se espaco de configuragdo de um sistema mecanico ao conjunto
das n varidveis independentes @; obtidas apdés a eliminacdo dos viculos
holonémicos; n é também o numero de graus de liberdade do sistema. O
conjunto (g;,dgi/dt), i=1,...n, é chamado espaco de fase. Sobre o0 espaco de
fase define-se a funcdo lagrangiana L(q,dg/dt,t) que para os sistemas ditos

naturais é a diferenca da energia cinética e potencial, ou seja
L(g; dq;/dt,t) = T(q;dq;/dt) —V(q)

Da extremizacédo da acao definida como

t2
Sy =j L(q;, dg;/dt,t) dt
t

1
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onde y(t) € um caminho prescrito , derivam-se as equacdes de Euler-Lagrange

Lo Oy i=1,.m

dtogq, dq; T
Se entdo prescrevemos 2n condi¢cfes iniciais (qgi(0),dqi(0)/dt), a trajetoria
descrita no espaco de fase € Unica. Se esta trajetéria puder ser determinada
analiticamente o sistema é dito integravel e todas as variaveis q; sao ciclicas,
ou seja ndo aparecem na lagrangeana. Caso ndo seja integravel deve-se
recorrer & integracdo numérica ou a teorias de perturbacgdo, ou ainda a estudos

qualitativos.

Sistemas nédo integraveis , como 0s que estudaremos, podem ser mais
comodamente tratados na formulacdo hamiltoniana. Como € bem conhecido
podemos passar da formulacdo lagrangeana a formulacdo hamiltoniana por
intermédio da transformacao de Legendre, levando L(qg,dg/dt,t) a H(qg,p,t). A
funcdo hamiltoniana é definida sobre os espaco das variaveis canonicamente
conjugadas (g;,pi), i=1...n, onde 0s momentos conjugados as variaveis q; sado

definidos por:

oL

= i=1,...,n
aq;

pi

O hamiltoniano independente to tempo € simbolizado por H(p;,q) onde p;q;

pi, gi € R e definido em termos do lagragiano, L(g;,dgi/dt) , como

H(p,q) = z p;i 4; — L(q;,dq;/dt) (2.1)

=1

Pode-se mostrar que as equagdes hamiltonianas sado dadas por:
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dg,  oH

dt  op,

q 2H (2.2)
api _ -—, i=12,.,n

dt g

Como no caso das equacOes de Euler-Lagrange, dadas as 2n condi¢Oes
iniciais para as variaveis canonicamente conjugadas a solucdo do sistema é
Gnica. Foi provado por Liouville que se tomarmos um tubo de solu¢des de um
sistema hamiltoniano com condi¢des iniciais num volume Vo, este tubo se
comporta como um fluido incompressivel, isto €, o volume do espaco de fase é
preservado ao longo do tempo. Dizemos entdo que o fluxo hamiltoniano
preserva o volume do espaco de fase, propriedade esta que € compartilhada

com outros sistemas que ndo sao hamiltonianos.

Na verdade os sistemas hamiltonianos obedecem a uma propriedade ainda
mais profunda e fundamental da qual a preservacdo de volume decorre. Os
sistemas hamiltonianos preservam a soma das areas projetadas, A;, por
qualquer superficie definida no espaco de fase sobre os n planos conjugados
(gi,pi))- A esta soma de areas da-se o nome de area simplética. Esta
propriedade confere uma estrutura geomeétrica ao espaco de fase hamiltoniano
que deve ser preservada por qualquer transformacdo de varidveis para que o
sistema continue sendo hamiltoniano. Estas transformacdes sao ditas
canbnicas ou simpléticas. A forma normal que apresentamos neste capitulo
faz uso desta propriedade e as transformacfes necessarias sao derivadas de

uma fungao geratriz.

Em geral ndo é possivel resolver analiticamente um sistema hamiltoniano, mas
podemos obter informacdes relevantes sem conhecermos a solu¢do do sistema
e mesmo sem recorrer a integracbes numéricas. Tais estudos sé&o
denominados estudos qualitativos. A primeira informagédo que podemos obter
encontrar pontos criticos do sistema e estudar a sua estabilidade por

intermédio da lineariza¢@o do sistema nas suas vizinhancas.
35



2.3 Pontos de equilibrio e estabilidade linear

Como os sistemas hamiltonianos sdo um sistema de 2n equacdes ordinarias de

primeira ordem, do tipo

x = f(x) (2.3)

encontramos os pontos igualando o segundo termo da equacéo (2.3) a zero e
resolvendo o sistema de equac¢fes analitica ou numericamente. Em seguida
lineariza-se o sistema em torno da solucéo de equilibrio e determina-se seus

autovalores e autovetores.

Sempre podemos realizar uma translacdo de tal forma que a origem coincida
com um ponto de equilibrio de interesse. Expandindo-se a hamiltoniana em

serie de Taylor, nas vizinhangas da origem, temos

==k (2.4)

em que H; (j20) € um polinbmio homogéneo de grau k nas variaveis 2n
variaveis (q;,p;). Visto que a origem é um ponto de equilibrio H;=0 e Ho é uma

constante Hy=H(0). Dessa forma escrevemos a hamiltoniana como:

O sistema linearizado entdo pode ser colocado na forma

v=JPv (2.5)
com v;, i=1,...2n (matriz coluna) descrevendo um ponto no espaco de fase na
vizinhanca da origem, P € o Hessiano avaliado na origem e J € a matriz

simplética, isto é:
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02H  oH  OH

dx? 0x1x;  0x1Xy
0H 0°H 0H

P =1 0x,x, dx32 T 0x,x,
0H 0H 0°H
0x1x, 0xyx,  0x?

— ETl I?’l)
] B <_In En
em que |, € a matriz identidade de ordem n, E, € uma matriz nula de ordem n.

Dessa forma, a estabilidade linear pode ser estabelecida através dos

autovalores obtidos através do det(Al-JP)=0.

Como o sistema é hamiltoniano verifica-se que: se a=r+is é autovalor, entao - a
também o € (ARNOLD,1983; CABRAL e MEYER,1999). Notemos que para que
a origem seja linearmente estavel € necessario que 0s autovalores sejam
imaginarios puros. Esta condicdo de autovalores serem imaginarios puros nao
assegura a estabilidade nao-linear e tal estudo pode ser realizado através de
teoremas existentes na literatura sendo que diversos deles foram baseados no
teorema de Arnold (1983).

Para investigacdo da estabilidade nado-linear, com o uso de alguns teoremas,
podemos utilizar uma transformacgéo candnica de coordenadas na vizinhanca
de um ponto de equilibrio de tal forma que o a hamiltoniana fique o mais
simples possivel. Este método é conhecido como forma normal para sistemas
hamiltonianos, uma aplicacdo dos trabalhos dos teoremas pioneiros de
Poincaré (1812) e Birkhoff (1950).

Como o teorema que usamos se refere ao conceito de Lyapunov estavel,
apresentamos a seguir um pequeno resumo deste conceito antes de
passarmos ao tépico de formas normais.

Se na Equacéo (2.3) o estado de equilibrio é caracterizado por:
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F&S& >G5k (2.6)
Entdo a estabilidade pode ser definida segundo Liapunov da seguinte forma:

i) Diz-se que x=Xo € um ponto de equilibrio estavel para equacao (2.3) se,
dado qualquer & >0, existe um & > 0 tal que toda solucao ¢ de (2.3)
para a qual ¢(0)=Xo , onde [x,||< &, satisfaz a relacéo |p(t)|<¢ para

qualquer t>0. Representamos esta estabilidade na Figura (2.1).

i) A solugéo x(x,,t)é instavel se ela ndo é estavel, e para a instabilidade
sempre existe algum £>0, e algum 3 numa vizinhanga de x,, para o
qual X (x,,t)deixa o tubo em qualquer momento. Neste caso, dizemos

gue a solucéo X € um repulsor ou uma fonte(“source”). Ver Figura (2.1).

iii) Diz-se que x=Xo € um ponto de equilibrio assintéticamente estavel , se x=0 é
estavel e se existir uma vizinhanca da origem tal que, para qualquer solucéo

¢ da Equacao (2.3) com ¢(0) pertencente a esta vizinhanca, !im p(t)=x,.

Pontos fixos assintoticamente estaveis sdo também chamados de
sorvedouros (“sinks”).

’ e

Estabilidade -—
Instabilidade

&(0)

Estabilidade assintética

Figura 2.1-Pardmetros da estabilidade de Liapunov
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2.4 Formanormal

A forma normal consiste em se obter, via uma transformacdo polinomial de
coordenadas (canbnicas no caso hamiltoniano), a simplificagdo de um sistema
dindmico na vizinhanca de um ponto de equilibrio ou Orbita periddica. Este
procedimento uma técnica analitica para reduzir sistemas de equacles
diferenciais, hamiltonianos ou n&do, a sua forma mais simples ou a alguma
forma conveniente para o estudo que se deseja. Poincaré (1812) foi o primeiro
a deduzir uma forma normal para sistemas gerais ndo ressonantes, caso este
em que as equagbes se torrnam totalmente lineares nas novas variaveis,
seguido de Birkhoff (1927) para aplicacbes derivadas de sistemas
hamiltonianos, ou seja aplicacfes no plano que preservam a area. Sempre €
possivel obter-se a série formal que mesmo quando ndo converge é de
grande utilidade numérica ou para estudos de estabilidade nédo linear, como o

caso gque estudaremos neste trabalho.

2.4.1 Formanormal quadratica de um sistema hamiltoniano estavel

Vamos supor, sem perda de generalidade, que a posicdo de equilibrio de um
sistema hamiltoniano com 2n dimensional seja estavel e que os autovalores,
sejam distintos e ndo estejam numa relacdo de ressonéncia. Dizemos que 0s
autovalores satisfazem uma relacdo de ressonancia de ordem K se existir 2n

nameros k; inteiros, diferentes de zero, para 0os quais
kiwy + -+ kopwon =0,  |kq|+ -+ |kon| = K

Entdo por uma transformacdo candnica linear dada pelos autovetores do

sistema, H, se torna (Verhulst, 1996)

n
a).
H= 2iq? +p) (2.7)
i=1
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Sempre que os autovalores obtidos de um sistema linear periédico forem
distintos e imaginarios puros, isto é Ai=i.w;, a funcdo hamiltoniana tem a forma
(2.7).

Reformulando a Equacéao (2.7), obtemos
G+ w?q; =0, i=1,..,n

Assumindo que as frequéncias w; S80 positivas este sistema determina um
sistema com osciladores harménico desacoplado, isto €, osciladores com

direcGes independentes.

Notemos que a Equacéo (2.7) é uma constante que representa a energia do

sistema, isto é,

w
j(qiz +p?) = E,

i=1

e gera uma familia de elipsoides. Reescrevendo a Equacéo (2.7), obtemos,

n
H= Z w;T = EO
i=1

1 ., . ~ . A s .
T: =—-(g: :
com T; = - q? + p?) as variaveis de acdo do oscilador harmonico simples que

parametriza 0os n-toros. As variaveis canonicamente conjugadas a 1, 8; sédo
dadas pela integracao simples das equagdes

do; oH
dt ot

e w; é a frequéncia com que cada i-ésimo circuito do n-toro € percorrido. Nosso
objetivo é saber se quando se introduz perturbacdes até ordem quatro se o
ponto de equilibrio permanece estavel e consequentemente o0s toros da

aproximacéao quadratica permanecem, embora deformados.
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Observamos que n&o consideramos aqui hem 0S casos ressonantes e nem

hamiltonianas cuja parte quadratica ndo seja positiva definida.

Mais precisamente a investigacao sobre a estabilidade ndo-linear do ponto de
equilibrio do sistema hamiltoniano sera feita através do teorema de Kovalev
and Savchenko (KOVALEV and SAVCHENKO, 1977):

Teorema: Seja a hamiltoniana Z uma funcdo analitica de coordenadas (q;) e
momentos (p;) generalizados para um ponto de equilibrio, com a forma normal

até quarta ordem, expressa como:

2
Z:Z%'(qf+ p)+ D ;R Ry +0s, (2.8)

2
i=1 i,j=1
com Os indicando termos de ordem superior e
2 2 - -
R =0 + P, k=i, ]

O movimento é Liapunov Estavel se as seguintes condicfes séo satisfeitas:

i) Os autovalores do sistema linear reduzido, associado a hamiltoniana Z, sédo

imaginarios puros *io, e tiw,;
i) A condicao

ko, +k,0, %0 (2.9)
é valida para todo k; e k; inteiros satisfazendo a desigualdade

k| +] k| <4 (2.10)
iii) O determinante D° deve satisfazer a seguinte desigualdade:

D° =- 6110)22 ~ 28,0, 0, + 6,07 #0 (2.11)
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em que J;; séo os coeficientes de quarta ordem da hamiltoniana Z, dada pela

Equacéo (2.8).

Este teorema nos diz que se a reduzirmos uma hamiltoniana a forma normal
até os termos de quarta ordem na auséncia de ressonancias, e se a condi¢cdo
dada pela Equacao (2.11) for satisfeita, a existéncia de toros invariantes €&
garantida numa vizinhanca suficientemente pequena da posicao de equilibrio
(ARNOLD, 1961). Uma das aplicagbes deste teorema foi na investigacado da
estabilidade de sistemas candbnicos aplicados a rotagbes uniformes de corpos
rigidos (KOVALEV AND SAVCHENKO,1975; CABETTE, 2006, VILHENA DE
MORAES, ET. AL, 2009).

Veremos em seguida como se reduz uma hamiltoniana a forma normal visto
que é uma técnica indispenséavel para a aplicacdo do teorema de Kovalev e
Savchenko.

2.4.2 Forma Normal pelo Método de Séries de Lie

Para normalizar os termos de ordem superior, utilizando o método de Lie, &

conveniente que a hamiltoniana (2.7) seja expressa em variaveis complexas.

Portanto faremos uma transformacao de variaveis, G- RD—€5-¥) dada por:

1 . —i . .
X; =ﬁ(q,~ —ip;) y; =ﬁ(qj +ip;), j=123 (2.12)
onde a transformacéo inversa é dada por
1 . i . .
qj=ﬁ(xj_lyj) pj=ﬁ(xj_lyj)7.l=17273 (213)

Entao a nova hamiltoniana sera da forma

H* =2 ioxy; + > Hi(x,y)) (2.14)
-1

j>2
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Observamos que a parte quadratica da hamiltoniana (2.14) esta na sua forma

normal complexa .

Expandindo a hamiltoniana (2.14) em série de Lie (Ver teorema no Anexo A.3)

temos:

Z=H*+HI*,G}%‘H|*,G, }%%G}}}%%G}}}} (2.15)

Em que Z é obtida através de uma transformacéo canbnica nas vizinhancas da
identidade e a funcéo geratriz G desta transformacédo também € considerada
uma série de poténcia onde cada grau Gn é uma soma de polinbmios
homogéneo de grau n. Note que os termos entre {.} sdo colchetes de Poisson
de ordem r+s-2,onde r e s € a ordem dos polinbmios H e G respectivamente.

Denotam-se os paréntesis de Poisson, como:

L 0H G oH oG

GI ——-——
H Jaq op op oq

De modo que a nova hamiltoniana, ordenada por grau, toma a forma, até
quarta ordem:

Grau 2: z,=H,

Grau 3:Z,=H, + H,,G, (2.16)

, . o a A1 m- RIS
Grau4: 2, =H;+ 5.6, 3 4.6, & J ..,

Como H; ja estd em forma normal, temos que calcular a funcéo geratriz que
levard a forma normal até quarta ordem. Assim, a funcdo G, € escolhida de
forma que possamos eliminar da hamiltoniana (2.14) os monémios nos quais g;
e pitenham expoentes diferentes restando apenas os mondmios que carregam

a ressonancia intrinsica dos sistemas hamiltonianos. Isto €&, estamos

eliminando a perturbacao H, gue pode ser resumida na seguinte equacgao

43



Hz = z hsapx Y, (2.17)
|a|+TB=3

onde a, >0. Para eliminar os termos de grau trés, consideraremos a fungéo

geratriz

Gs = Z F3,a%°Y" (2.18)
|l +TB1=3

O unico colchete de Poisson da Equacao (2.16), em Z3, torna-se

{H3,G3} = z (B—a,W)giqpx®yP (2.19)
|al +TBI=3

onde (a—pB,W) representa o produto interno, <(x,y)=2>;x;y;, com
LB—a=(B —cy.. B, —c,)€ W=(A1, Xa,..., Ay) OS autovalores, imaginarios puros,
obtidos da parte quadratica da hamiltoniana. Portanto a funcdo Gs procurada

responsavel pela eliminacao do Z3(X,y), na Equacéo (2.16) é dada por

_ ayh
G= Y XY (2.20)

el =8 < B —a,W >
Note que G3 (Equacéo 2.20) fica bem definida se (« — 8, W) # 0 . Isto &, se se
impde a condicdo dos denominadores ndo se anularem, o que € sempre
verdadeiro para os termos de terceira ordem quando se considera apenas a

ressonancia hamiltoniana natural.

Notemos que, o procedimento ndo é trivial porque a cada transformacao
realizada numa ordem implica na mudanca dos termos de ordem superior.
Além disso, encontrar uma func¢éo geratriz ndo é tarefa tdo simples devido ao

extenso desenvolvimento analitico e necessario para este estudo.
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Pode-se generalizar o procedimento acima através de uma equacdo
homoldgica, (SIMO, 1989):

{H;,G }+ Z, = F, parak23 com Z; = F;

k-3 k-2
Fy = Z {Zk—m' Gz+m} + H;+m,k—m—2
m=1 m=1
Onde
* -m- [ *
H2+m,k—m—2 = f:lm 3 k—m—2 {H2+m,k—m—2—il GZ+i} (2-21)

a equacao homoldgica para quarta ordem sera

Zy=F,— %{H;' Ga} (2.22)

Nesta expressdo separamos 0s termos ressonantes que constituirdo a forma

normal de 42 ordem; os restantes fazem parte da funcao geratriz G,.

Observamos que as expressdes (2.21) podem ser utilizadas até a ordem
desejada. Nos casos de formas normais de alta ordem €& mais conveniente
desenvolver-se um sistema semi-analitico com manipuladores especializados
construidos especialmente para esta tarefa (MACHUY, 2001; STUCHI, 2002).

No entanto, até ordem 4 ainda é uma tarefa que se pode fazer com

manipuladores comerciais tais como Mathematica e Maple.

Apresentaremos no capitulo 3 o desenvolvimento computacional utilizando o
Mathematica para a determinacdo da forma normal para 2 e 3 graus de
liberdade para qualquer sistema em funcdo dos seu autovalores e dos
coeficientes da hamiltoniana expandida. Sera apresentado também o
determinante para o estudo da estabilidade de Lyapunov para estes sistemas

segundo o teorema de Kovalev e Savchenko.
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3 SISTEMAS HAMILTONIANOS E FORMA NORMAL: CONSTRUCAO DE

UMA FORMA NORMAL ANALITICA E ESTABILIDADE NAO-LINEAR

3.1 Introducéao

Neste capitulo apresentamos o procedimento utilizado para a transformacéo de

sistemas hamiltonianos a sua forma normal nd&o ressonante. Inicialmente

falamos sobre diagonalizacdo dos termos quadraticos e em seguida da forma

normal dos termos de ordem superior. Implementamos computacionalmente o

método de Lie para realizar a normalizacdo destes termos. Finalmente

apresentamos o critério para realizar o estudo da estabilidade n&o-linear,

através dos coeficientes obtidos dos termos quadréaticos e de grau quatro da

hamiltoniana.

As etapas para a construcao da forma normal sdo as seguintes:

Vi.

Vii.

viii.

Expansé&o da hamiltoniana nas vizinhangas da origem;
Diagonalizacdo da hamiltoniana quadratica, H, .

Separacdo dos termos de ordem 3 e 4 da hamiltoniana
expandida;

Utilizacao do método de Lie para obter a funcéo geratriz de ordem
3, que eliminara os termos nao ressonantes/eliminara o Hs;

Utilizacdo da funcgéo geratriz G3 para encontrar os termos de grau
4, ou seja F4;

Realizar a separagdo descrita na férmula 2.22, obtendo-se H, e
Gy,

Com os termos obtidos em vi para H; e os autovalores de H
calcular os coeficientes da forma normal;

Construir o critério de estabilidade baseado no teorema de Arnold
utilizando os coeficientes obtidos no passo (vii).

Sem perda de generalidade consideraremos o desenvolvimento analitico para

a obtencdo da forma normal a partir da hamiltoniana nas coordenadas

complexas, truncada em ordem quatro, com a parte quadratica ja diagonalizada
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nas vizinhancas de um ponto de equilibrio estavel para o qual transladamos a
origem:

n

H*=Ziwjxjy]-+ z hgla,ﬁx“yﬁ+ Z h4,a,,gx“y5
Jj=1 lal+]|B|=3 lal+|B|=4

(3.1)

Sabendo que o termo quadratico ja esta em forma normal, construiremos a
forma normal para ordens superiores. Embora a forma normal para dois graus
de liberdade pudesse ser obtida a partir da forma normal para trés graus de

liberdade, apresentamos ambas separadamente por razées didaticas.

3.2 Formanormal para 2 graus de liberdade

Para dois graus de liberdade, n=2, considerando a Equacao (3.1), cuja parte

quadratica é dada por

H, =ioXxy, +io,X,Y, (3.2)

Os demais termos sao obtidos das expressdes

* ay, B, 2 * ay, Bi,.a;
H3 - h3,0—’1,,31,052’ﬁzx1 Vi X"V, €H4 - Z h4.a1ﬁ1.a2,ﬁzx1 Vi X"V,

la|+B]=3 la|+]B|=4

2

com

H3 = y3h30003 + X2¥5N30012 + X5¥2h30021 + X3030,030 + Y1¥3h3,0,1,0,2
+ V1Y2Xz2h30111 + X5Y1h30120 + YiV2h30201
+ X717 030210 + ¥iNs0300 + X1Y3N31002 + X1X2¥2N31014
+x1%5h3 1020 + V1V2Xihs 1,101 + X1X2¥1h3 11,10 (3.3)
+X1¥1h31200 T X5¥2N32001 + XEX2N32010 + XFy1h321,0,0
+x3h330,0,0

48



Hi = y3haoo04 + X2Y3ha0013 + X5V5ha0022 + ¥2X3ha0034
+ X3R4 0040 + Y1Y3Ra01,03 + Y1V5X2ha0112
+ y1Y2x5hao121 + Y1X3ha0130 + YiVihao20.
+Yiy2xaha 0211 + ViX5hap220 + YiVahaos 01
+¥ixoha 0310 + Yihaoaoo + Y3Xiha1003
+ J’zzx1x2h4,1,0,1,2 + }’2x1x§h4,1,0,2,1 + x1x§h4,1,o,3,o
+ 3’13’22x1h4,1,1,0,2 + V1YV2X1Xha 1,111 + Y1x1x§h4,1,1,2,0 (3.4)
+ J’1ZJ’2x1h4,1,2,0,1 + }’12x1x2h4,1,2,1,0 + Y13x1h4,1,3,0,0
+y3x7haz002 + V2XiX2ha 2011 + X1 %504 2020
+y1Y2Xthap 101 + Y1X5X2ha 2110 + YiXTha2 200
+¥ox3hyz001 + X5 X2ha3010 + ViXihaz 10,0
+ x1h4 4000

Através do método apresentado na secéo 2.6 determinamos a funcao geratriz

escrita na forma:

G3
_ (x3 — 9ix3y, + 9x,y5 — 1y3)h3 90,03 _ (xp + ¥2) ha0012 | (X2 +172)%h30021
B 6V2w?2 6V2w2 6V2w?2
4 (=ix3 + 9x3y, — 9ix2y5 + y3)h3003,0
62w,
20x,y, 3 2x23’2 ix3 fys
(xl( wl + 20)2 + w1 T 202 w1y ) +n(= w1 — 2w, + wy + sz))h3'0'1'0'2
2V2
4 (—=y1 3 (01 — 202) + x5 (w1 + 20)) + fxy (x5 (w1 — 2w7) + ¥5 (W1 + 2w2)))h301,1,1
2V2(w} — 4w3) (3.5)
21x 2 x5 2x fix? fy?
+(x1( wzl)’Z ZZZwZ w1+2w ) +y1(= 2y2+ 1—22w2_a)1 fzzwz))hwlzo
2\/5
20x X, + 1 i
N (W + 12(2a)1y—2 w, Za)l + wz) +yi (= Za) + w, * Zwl}z wz))h3'0'2'0'1
22
2 2 .2 2 2
(xZ(way—l w, T Zﬁzyl + wax-ll- W) )+ y2(= 2Hx1)’1 —2wf1+ wy Zwly-ll- wz))h3 0.2,1,0
2\/7
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+ (—x3 — 9ixfy; + 9x1yf — tyP)h3 0300

6\/2(1)1
29‘2}’2 iys ix3 _ 20xyy, x5 Y3
(.X' ( w1 — 2(1)2 w1 + 20.)2) + 1( w1 + w1 — 20)2 (OF] + sz))h3'1’0’0'2
2V2
( ty; (V3 (w1 — 2w2) + x5 (w1 + 2w2)) + x1 (x5 (w1 — 2w;) + y3 (w1 + 2w2)))h310,11
2V2(w? — 4w?)
2%y by  ixg 20y, x5 vi
+ (xl( w1 + w1 — 2(1)2 w1 + 2(1)2) + yl( w1 w1 — 2(1)2 + w1 + sz))h3‘1'0’2’0
2V2

4 OV 2(—2w;1 + wy) — ixy 2wy + @2)) + % (I, Qw; — w3) + Y2 (201 + w2)))h31101
2V2(4w? — w?)

4 (xlz(way—z w, * Za)lx—zk wz) + i (—Zw)f2+ w; wayi a)z))h3-1'1'1'0
22
_ (x +y1)*h31000
6vV2w,
vt 20x1 4 1Y1 fxf fyf
4 (2 (2w1 —w; Vw, T 2w1 + wz) Y2 (_ t 20w, 2w + wz))h3'2'°'0'1
V2
N (%22”3’2) + 9612(2(1)1)]i w; waﬁ% o) ylz(—Zaflxz-l- w; ' 2w + wz))h3 2,0,1,0
2V2
N (e + #y1)°hs 100 4 (—ixf + 9xfy1 — 9t yf + yi)hsz.000
6v2w, 6\2w,

A Equacédo (3.5) é responsavel pela eliminagdo dos termos de ordem 3 da

hamiltoniana (3.1). ApOs a realizacdo do passos v e vi encontramos uma

transformacao de variaveis de quarta ordem ©&Y)—€%MJ que finalmente
leva a hamiltoniana (3.1) a forma:

Grau 2: Z, =iox1y, +io,X2 Y,
Grau3:Z,=0 (3.6)

Grau 4: Z, =9, (X, ¥1)* +0 (X Y1 %, ¥,) +05, (%,,)°
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onde 5_,J s&o coeficientes reais obtidos da combinagio dos h, . x“y” (k=3,4)

k.,
com as frequéncias w; (i=1,2). Para o estudo da estabilidade segundo
Liapunov, baseado no teorema de Kovalev e Savchenko (1975), é necessario

gue a Hamiltoniana esteja na forma normal real. Dessa forma, realizando uma
transformacdo de variaveis (>_<k,§/k) — (0, p,), atraves da equagédo (3.11)

obtemos a forma normal em variaveis reais

Z(ql’ P, 45, pz) = ZZ(ql' P1.4;, p2)+z4(qlv P, d;, pz)

onde
_1 2 2 1 2 2
Zz _Ea)l(ch + p1)+§a)2(q2 + pz)

Z,=0, (3.7)

2

Z, =60 + py +207 p7)+5,(a7a; +a7 p; + pya; + plp;)

2

+68,,(a; + P; +202p;)

com

1

_ £9.3[Eh 2 2 2

T 6400, —160. 0 13032[5h3,0,3,0,0 + h3,1,2,o,o +2h 3,0,3,o,oh3,2,1,o,o + h3,2,1,o,o +
102 1 W3

11

203150033000 +50 g,s,o,o,o] —40;0,[15h 5,0,3,0,0 +h31110(N32001 =Na201) +
3110130210 =N32010) +6N30300N32100 +3(h 5,1,2,0,0 + h§,2,1,o,o +2N31500N33000 +
5h g,s,o,o,o )]+ o,03[3h §,0,2,0,1 +3h 5,0,2,1,0 + hs,l,l,o,l +h 5,1,1,1,0 +2N30,01M32001 +
2N30210M32010 +3(032001N32010) =20, (3N 40400 +Na2200 +3Nas000)]

8(Df [(h 30201 T h 3,2,0,0,1)2 +(h 30210 T ha,z,o,l,o)2 -, (3h 40400 T h 42200 T 3h 44000 i

(3.8)
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8, = (16w, —68w;w3 +16w,w3) {-4w3[(N54010, +N30120)BNs0300 +Naz100)+
(N31002 +N31020) N31200 3 N33000)]- 2WTW,[4 0,01 15 (Na1002-Nar020)+
h: 1101751110+ (N302017N32001)° F(N30210-N32010)° + 205010,
(Bh30300-2N31011+N35100)+2N50120BN50300+2N31011+N35100)+
2(N31002+N31020) N31200+3N353000)]+WIW3[2N501 11 (N51002-Ns1020)+

8(N3110:+N51110)+8M30201-N32001)° ¥8(N30210-N32010)° +Ns0102
(51N30300-2N31011+17Ng0100) +N30120051N50500 +2N51011+17N35100) (3.9)
+17 (N31002 +N31020) Na1200 +3Ng5000)] +WIW5[80S 0,11 +8 (5010, -N50120)° +
8151011+ (N31005M51020)° FNs0210 (17 N50015+51N50050+2051101) +N30504

(5154005 +17h50021-205,110)+B1N;0005+17 50051 +2N51 110035001+

N32010(17 3001, +51N50050-2N51101)-17@,(N4 002 +N40220 +Na2002 +Na2020)]-

Aw;[ (B hy0003 +N30021) (N30201+N32001) F(N30012 +3N30030)N30210 +N32010)

) (h4,o,2,0,2 + h4,o,2,2,o + h4,2,0,0,2 + h4,2,o,2,o)]}

-1
16w,w, (w2 —4w?)

2h3,0,0,1,2h3,0,0,3,0 + 5h§,0,0,3,0) - 2LUZ (3h4,0,0,0,4 + h4,0,0,2,2 + 3h4,0,0,4,0)] +

022 {(.Uf [15h§,o.0,0,3 + 6h3'0‘0’0’3h§’0‘0‘2’1 + 3(h§,0,0,1,2 + hg,0.0,Z,l +

2 2 2 2 2
wle [3h3,0,1,0,2 + h3,0,l,l,l + 2hS,O,1,0,2h3,0,l,2,0 + 3hS,O,l,Z,O + 3hS,l,O,O,Z +

(3.10)

2N, 002N31020 +3N5 1 020]+4W,W3A[-3(5N3 005+ 2N30003M30021 +N50021) —
3(h3 0012+ 2N5001M30030+5N50050)+2W,(3N, 0004 +N40022+3N40040)+
N31011(N50102"N30120) tN30111(-N31002+N51020)]" 8w3[(h 30102t h3,0,1,2,0)2 +
(51002 +N31020)° 1}

Os termos o,,, da equacdo (3.8), (3.9) e (3.10) sdo os coeficientes

indispensaveis na construcao da terceira condicdo de estabilidade néo linear

do teorema de Kovalev e Savchenko.
3.2.1 Critério de estabilidade ndo-linear para 2 graus de liberdade

Como ja mencionamos, para a determinacdo do carater de pontos de equilibrio
de um sistema dinamico hamiltoniano, bem como as regides onde tal carater é
valido, pode-se utilizar ferramentas fundamentais existentes na literatura para
este fim. Uma destas ferramentas é baseada na seguinte condicdo
estabelecida por Arnold Sabemos que para determinagdo de pontos de
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equilibrio instavel de um sistema dinamico hamiltoniano, como também
determinar regifes de estabilidade, pode-se utilizar ferramentas fundamentais
existentes na literatura para estes fins. Uma destas ferramentas é baseada no

determinante de Arnold onde

oy O,
D = 512 522 wz = —(5110)22 - 25126()1(02 + 522&)12) * 0 (311)
o, o, 0

que podemos determinar através das equacdes (3.8), (3.9) e (3.10) e das
freqUéncias w; da hamiltoniana (3.1) obtendo,,

1
D= 5 (4w](15h5 0,003 + 6h3,0003M30021 +

T 1640w~ 1703 w3 4w w3

3(h5001,2 + h30021 + 2h30,0,12M30030 + 5130,030) — 202(3h30004 +
30022 + 3h3,004,0)) + 1203(5R5 0300 + h51200 + 2h30300M321,00 +
h32100 * 2R31200M33000 + 5h33000) + ©TW3(29h3 0102 + 63h30111 —
194h30,1,0,2301,20 T 29R5,0,1,20 + 6030300 + 29R5 1,002 + 63R5 1,011 —
194h3 1002M31,020 + 29131020 + 4(5h3111,0(—h30201 + N3,2001) +
102h30,0,03(R3,0,2,0,1 + 13,20,01) + 34h30021(30201 F P32001)) +
4(5h31,1,01(R3021,0 — N3201,0) +34h30012(N3021,0 + R3201,0)
102h3003,0(h3,021,0 + "3201,0)) + 24h3030003 21,00 + 12(h51200 +
h32100 t 2h31,200M33000 T 5h330,00) = 136Wa(h30202 + h30220 + (3.12)
h32,002 + 132020)) + 4wSw,(3h30102 + h30111 + 2h30102R301,20 +
3h30120 + 3M31002 + 51011 + 2h31002M31,020 + 3031020 —
8(3h3,0,0,03 + N3,0021)(R30201 + N32001) — 830012

3h3,0,03,0) (N3,02,1,0 + N320,1,0) + 8wa(hap202 + hao220t+ Razoo2 +

4 2020)) + Wiw3(=16h30 ;111 — 8(h5 01,02 — 6h30102M301,20 +

h301,20) = 16h3 1011 — 8(h31002 — 6h31,002M31,020 + P51020) =
16(h3,0,2,0,1(6R30,003 T 230,021 — Shis1,1,10) T (6h30003 + 2h30021 +
5h31,1,1,00132,0,01) = 16(h3021,0(2R30,0,1,2 + 6R30,030 + Sh31,101) +
(2h30,0,1,2 + 6130030 = 5h31,1,01)P32,01,0) — 51(5h3 0300 +
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2h3,0,3,0,0M321,00 + P52100) = 51(h3 1200 + 231200133000
5h33000) + 32wz (h30202 + 130220 + h32002 + 132020)) —
4w1wg(—3h§,01210‘1 - 3h§,0,2,1,0 - h§,1,1,0,1 - h§,1,1,1,0 — 2h30.201N32001 —
2h3,0,21,0M3201,0 = 3(h32001 + h32010) + 8(h301,02 +
h3,0,1,2,0)(3h3,03,00 + N3.21,00) T 831,002 + N31,020)(R31,200 +
3h33000) + 202(3h40400 + Ra2200 + 3Ras000)) +
wiw3(=51(5h30,0,03 + 2R30003130021 + h30021) = 51(h500,12 +
2h30,0,1,213,0,03,0 T 5h3,0,03,0) = 8(h30201 + 130,210 = 6130201132001 +
h3 2001 — 6M3,021,0M32010 + 32010 + 2(5h30,1,1,1(M31,002 = N3,1,0,20) +
h31101 + M51110 + 1301026030300 — Sh31,01,1 + 2h321,00) +
h3,0,1,2,0(6h303,00 + 531011 + 2R321,00) + 2(R31,002 +

h3,1,0,2,0) ("3,1,2,00 T 3133,00,0))) + 202(51h4 00,04 + 17h4 0022 +
51h40,0,40 — 4(3R40400 + Ra2200 + 3N44000))) + Wi w5 (12(5h5003 +
230003130021 + P50021) + 12(h3 0012 + 230012130030
5h30,030) T 29R5 0201 + 29h3 0210 + 63(h31101 + h31110) —
194h30401h32,001 + 29152001 — 194R3021,0M3,20,1,0 + 29R5 2010 +
4h30,1,0,2(102h3300 — Sh31,0,1,1 + 34h321,0,0) + 4730120102730 300 +
5h31,0,1,1 + 34h321,00) + 4(5h30,1,1,1("31,002 = N3,1,0,20) T 34(R31,00,2 +
h3,1,0,2,0) ("3,1,2,00 + 313.3,00,0)))

A Equacéo (3.12) nos permite identificar regides de estabilidade, no sentido de
Liapunov, para sistemas hamiltonianos com 2 graus de liberdade. Nos pontos
onde a Equacédo (3.12) é igual a zero sdo Liapunov instaveis, pelo teorema de
Arnold (Anexo A.1).

3.3 Formanormal para 3 graus de liberdade

Considerando a hamiltoniana (3.1), para n=3, nas vizinhangas de um ponto de

equilibrio linearmente estavel, e utilizando o procedimento adotado para a
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forma normal geral com 2 graus, obtemos a generalizacdo do célculo anterior
para trés graus de liberdade. Sem perda de generalidade, considerando a parte
quadratica de um sistema hamiltoniano com trés graus de liberdade,
diagonalizado nas vizinhancas de um ponto de equilibrio, obtemos da equacao
(3.1) as seguintes somas de mondémios até ordem quatro:

H, =loXYy, +10,%Y, + 105Xy,

H; = Z hs Xyl a2y x P yh? (3.13)

o +...+o, + B +...+ B, =3

HZ — Z h4 xflyf1x;¥2y232x§f3y3 3

o+ o, + .+ [, =4

em que w; sao freqiiéncias do movimento linearizado nas vizinhancgas do ponto

de equilibrio. A equagédo para a hamiltoniana H; e H; € dada explicitamente por

H3 (X1, Y1, %2, ¥2,X3,¥3) = ¥ 13300,0,00 + %1 13,030,000 + ¥3 13003000 + %3 13,0,003,0,0
+¥3h3000030 + *¥313000003 T X1¥11321,0000 T Y1Y2132,0,1,00,0
+ %297 132.00,1,00 + YEV3h3,2,0001,0 + X3Y1 13200001 + XEV213,0,2.1,0,0,0
+xfx2h30201,00 + ¥1¥3h302,0,0,1,0 + ¥£%3h302,0,001 + *X2Y51300.2,1,00
+¥35¥3h30020,10 + X3¥5 13002001 + X3Y313000,21,0 + X5%3130,0,0201
+x3Y5h300,0,021 + XT V113120000 + Y1Y213,1,02000 T X5¥113,1,00,2,0,0
+¥1Y5h31,0,0,020 + ¥3Y1131,0,0002 + X1Y513,0,12000 T X1%5 1301,0,2,0,0
+x1Y35h3010,020 + X1X3 13010002 T X¥5Y21300,1,200 T Y2Y5 13,001,020
+x5Y2h3001,002 + X2Y513,0001,20 + X2X5h3,0,001,02 + ¥5V313,0,00,0,1,2
+ x1Y1Y2131,1,1,000 T X2Y1Y213,1,0,1,1,00 T X2Y1Y313,1,0,0,1,1,0
+ x3Y1¥313,1,00,0,1,1 T X1%2Y213,0,1,1,1,00 + X1X2Y313,0,1,0,1,1,0
+ x1x3Y3130,1,0,0,1,1 T X2Y2Y313,00,1,1,1,0 T X3Y2Y3130,0,1,0,1,1
+ x%2%3Y3h3,0,0,0,1,1,1 + X1%2Y113,1,1,0,1,00 + X1Y1Y313,1,1,0,0,1,0
+ x1x3Y113,1,1,0,00,1 T X1Y2Y313,0,1,1,0,1,0 T X1X3Y213,0,1,1,0,0,1
+ X%2%3Y213,0,0,1,1,01 T Y1Y2Y3h31,0,1,0,1,0 T X2%3Y113,1,00,1,0,1
+ x1%2%3130,1,0,1,01 T X3Y1Y213,1,0,1,0,01
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Hy(x1, Y1, %2, Y2, %3,Y3)
= ¥3R0,0,0004 T X3¥3 1000013 + ¥3¥5R00,0022 + X3Y3100,0,03.1
+x3ho 00,040 + ¥2Y3 1000103 + X3Y2Y5 000,112 + *¥5Y2¥3h0,001,2,1
+x3¥2h0,00,1,30 + Y2Y5h0,0,0.2,02 + X3Y5Y3h000211 + X5Y5h000,2.2,0
+¥3¥3h0,0,0301 + X3Y3 1000310 T Y2 10,0,0400 T X2Y3h001,0,03
+x2%3Y5ho0101,2 + X2X3V3R0,0,1,021 + X2X3R0,0,1,030 + X225 ho0.1,1,0.2
+ X2%3Y2Y3h001,1,1,1 + X2%5Y2ho0 11,20 + X2Y3 V3001201
+x2%3Y5ho0121,0 + X2¥3h0,0,1300 T X5Y5 ho 02,002 T X5%3Y3h0,0,2,011
+x5x5ho 02,020 + X5Y2Y3h0021,01 + X3%3Y2R0,02.1,1,0 + X3V5h0,02,2,0,0
+x3¥3h0,0,3,001 + X3 %3R0,0,3,0,1,0 + X3 ¥2R0,0,3,1,00 + X3 10,040,0,0
+¥1Y3h01,0,0,03 + X3Y1Y5 ho 10012 + X5V1Y3h0,1,0021 + *3¥110,1,003,0
+y1Y295h0 10102 + X3¥1Y2Y3R0,1,01,11 + X3Y1Y2R0.1,0.1,2,0
+y1Y5¥3h01,0201 + X3Y1Y5 ho 10,210 + Y1Y3 ho1,03,00 + X2Y1Y3h0,1,1,0,0,2
+22%3Y1Y3R01,1,0,1,1 + X2X5Y1h0 11,020 + X2Y1Y2Y3R01,1,1,0.1
+ x,%3Y1Y2h0 111,10 + X215 h0,1.1,2,0,0 + X3 V1Y3R0,1,2,00,1
+ x5 x3¥1h0,1,201,0 + X3V1¥2h0,1,2,1,00 T X3 ¥1h0,1,300,0 T YEVFh0,2,000.2
+x5y1ho 20020 + Yi¥2Y3ho20101 + X3Y1Y2h0 201,10 + Y1¥5ho 20,200
+ 2291 ¥3h0,2.1001 + X2X3YTRo 21,010 + X2YTY2h02.11,00 + X5 Y110 2,2,0,0,0
+¥7¥3ho3000,1 + X3¥1 03,0010 + YiY2h0301,00 T X2Y710,3,1,00,0
+ ¥1h0,400,00 + X173 1100003 + X1%5Y3h1000.21 + X1%3 11,0,0,03,0
+x1Y2¥5 100102 + X1%3Y2Y3M10,0,1,1.1 + X1X3Y2R10,0,1.20
+x1%3Y2Y3h1001,21 T X1%5Y2Y5 M1 001,22 + X1Y5Y3h1002,01
+x1Y5Y5 10,0202 + X1X3Y5R10,0.2.10 + X1Y3 h1,003,00 T X1%2Y5R10,100,2
+ x12x3Y3R1 01011 + X1X2X5 101020 + X1%2Y2Y3h101,1,0,1
+x12%%3Y2 R0 011,10 + X1X2Y5 R 01,200 + X1X3V3R1,0,2,001
+x1%5%30102,0.10 + X1X5Y2R10,2,100 + X1X3 1103000 T X1Y1Y3 111,000,
+ x163Y1Y3h1 10011 + X1%5V1R1 10020 T X1Y1Y2Y3h1,1,0,1,0.1
+x163Y1Y2h11011,0  X1Y1Y5R1,102,00 + X1%2Y1Y3R11,1,0,0.1
+ X10Y1Y2 11,1100 T X1%5 V1112000 + X1YEV3R1,2,00,0,1
+x1%3Y1h12,0,0,1,0 + X1Y1Y2h1201,00 T X1%2YEh121000 + X1Y1 11,3,0,0,0,0
+xfy5h200002 + Xt x3Y3h20001,1 + XEX5h200,0.20 + X1 ¥2Y3h2,001,0,1
+ X7 x3Y2h2001,1,0 T X Y5 R2,0,0.2,00 + XEX2Y3h201,0,0,1 + X1 X2X3h2010,1,0
+xfx2¥2h2,0,11,00 + XT X5 h202,0,00 + XL V1Y3h2,100,0,1 + X£X3Y1h2,1,00,1,0
+x£y1Y2h2101,00 + X1 %2Y1h2,1,1000 T X1 Y3h300001 + X1 %3h3000,1,0
+ %3 y2h3,001,0,0 + X3 ¥213,0,100,0 + X3 ¥113,1,00,0,0 + X1 14,00,0,0,0
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Anédlogo ao apresentado para o caso com 2 graus de liberdade, a funcéo
geratriz G3 é a responsavel pela eliminacdo do H; cujos termos séo todos néo
ressonantes, pode ser vista no Anexo (2.2). Seguindo o procedimento do inicio
deste capitulo a forma normal para 3 graus de liberdade é escrita da seguinte

forma

Z(Gy+ P12 020 P22 30 P3) = Z5(Ggs P1aGzs P2iGar Py) + 24 (0ys P11 Gz, P Gsy Ps)

Com

1 1 1
Z,= Ewl(qf + pf)+§wz(q§ + p§)+§w3(q§ +p3)

2 =0; (3.14)

2 2 2

Z,=6,(07 + Py +207 p7) + 55, (05 + Ps +20; P;) + 53, (03 + P; +205 ;)

2

+0,(0705 + 0702 + Pa; + pPs) +6,5(0705 +07 Pl + pla; + prps) +

2

+6,5(0305 +0; P35 + P30s + P;P;)

em que Ty sdo coeficientes reais obtidos da combinagédo dos hxsg com as

frequéncias, w; (i=1,2,3). Ver coeficientes no Anexo (B.3).

A forma normal para sistemas hamiltonianos com 3 graus de liberdade é pouco
abordada pois diversos autores limitam-se ao estudo com dois graus de
liberdade devido ao exaustivo desenvolvimento analitico, bem como a sua
complexidade. A Difusdo de Arnold, ainda ndo bem compreendida, pode ser
outro fator limitante em estudos de estabilidade néo linear para sistemas com 3
ou mais graus de liberdade. Para mais detalhes sobre estes fenbmenos ver
Arnold (1964) e Lega et al (2003). Mansilla (2006) mostra uma abordagem
para o estudo de estabilidade com trés graus de liberdade, onde utiliza uma
transformacao simplética e com um dos termos do H, garante a estabilidade
nao-linear. Mais detalhes sobre este fenébmeno ver Arnold (1964) e Lega et al.
(2003).
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Finalizamos o desenvolvimento de formas normais de ordem 4 com
coeficientes analiticos para 2 e 3 graus de liberdade salientando que nossos
desenvolvimentos podem ser aplicados a toda hamiltoniana que tenha pontos
de equilibrio estaveis, sempre que o truncamento em quarta ordem for bom o
suficiente . A estabilidade né&o linear pode entdo ser facilmente verificada. A
expressdo geral para os coeficientes necessarios a aplicacdo do critério
baseado no determinante de Arnold € o nosso principal resultado. Faremos a
seguir uma aplicacdo ja existente na literatura para testar 0S no0ssoOs
desenvolvimentos analiticos. No capitulo 4 ser4 estudado o problema
fotogravitacional de trés corpos.

3.4 Aplicacdo: Estudo da estabilidade Linear de um ponto estacionéario

Nesta secdo apresentaremos uma aplicacdo que envolve o estudo de
estabilidade néo-linear de um satélite ao redor da Terra considerando-se dois
harmdnicos do potencial terrestre. Este desenvolvimento é uma reproducéao do
trabalho apresentado por Ellipe (2006) ao qual desejamos aplicar o método
apresentado neste capitulo para comparar com alguns resultados

apresentados por ele.

Vamos considerar o movimento de um satélite em torno do planeta Terra, num
sistema sinddico, cuja origem coincide com o centro de massa da Terra e 0
eixo z é na direcdo do eixo principal de inércia do satélite. Nesta aplicacao, a
massa do satélite é desprezada. O satélite gira em torno do eixo z com
velocidade constante Y =n (n= movimento médio da 6rbita kepleriana). Sera
considerada a hamiltoniana (ELLIPE, 2006):

2 2

F(X, Y, X,Y) :%(x2 LY 2) < p(xY - yX)—€{1+[Lrtj [3J22¥—%J2]} (3.15)
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em que [ € a constante Gaussiana, J; e Jo» 0S harmonicos da Terra, r; € o raio
equatorial da Terra e r =./x* + y* € a distancia radial do satélite ao centro da

Terra.

As equacdes do movimento sao dadas por

- oF ©oF
X:—:X+ , :—:Y— y
oX i y oY
X =—88—F= Y 4+ 1 2 r® +3r2[-J,, (3X° —7y2)+%\]2r2]} (3.16)
X r

Y = _%: = +,U%{I’3 +3r°[-3,, (7% _3y2)+%J2r2]}

Substituindo a equacéao alsz,ulv2 nas Equacbes (3.16) e simplificando

obtemos os pontos de equilibrio

x=0 e (Lj —(Lj ~37,=0 (3.17)

ou

y=0e (Lj —(Lj -3r,=0 (3.18)

em que a é o semi-eixo maior do satélite e

r? J r’ J
le—?(3\]22+?zj , rzz?(&lzz—?}. (3.19)
Através da Equacgéo (3.19), possui somente uma solucéo real positiva (r, >a),

apresentada em série de poténcia, partindo de r = a, sendo (Howard,1990;
Elipe,2006)):

(Lj =1+7-37° +ﬂ13 +9(r)°
a 3
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com r=z,.

E sabido que existem outros pontos de equilibrio, mas consideraremos apenas
0s pontos para y=0, isto €, o estudo do ponto de equilibrio P1(+r ,0) para

determinarmos a forma normal e o critério de estabilidade n&o-linear.

3.4.1 Hamiltoniana nas vizinhancas do ponto de equilibrio

Para colocarmos o ponto de equilibrio do sistema na origem do sistema,

uma transformacdo x(x,y,X,Y)—¢(&,n,E,¥Y) € realizada, através das

equacdes (Elipe, 2006)

X=n+r, , X=¥, y=—¢, Y=vr-E

Dessa forma a hamiltoniana pode ser escrita como

2

— 1, — r
H(S.7.E YY) =3 =5 +‘P2)—V(‘P§—~T7)—§V2 +

(3.20)
‘]22rt2 2 2 L2y ‘]Zrtz 1
3 —rn-3(n° - +

/J{ ,05 l 1 177 (77 é: )_ 2,03 p

emque p=+(7+r)*+&%.

Expandindo a hamiltoniana (3.20) nas vizinhancas do ponto de equilibrio P1,

considerando até os termos de quarta ordem, obtemos
H(é:’TLE’\P) = Hz(é:!ﬂ!Elklj)-l_ H3(é:177151\11)+ H4(é:177151‘{1) (321)
em que o0s H;séo polinbmios homogéneos de ordem j com
— 1 _ — 1
Hao(§,E¥) =0 (B + ) ~W(YE +E) 4 0 vE (Cal” + i) (3:22)
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H, (&, E,'Y) :‘/2(02177‘§2 +C30§3) (3.23)

3 15r%(J
c,=a’|l-—> +=t |22 79 ,
2 [ 2r* - 2r’ [2 ZZH

1 57
Cso :a{rT“L_ets"‘]Z +6J22§.

1 r-l

H,(&n &) :V2(004774 "'(:2277252 +C4o§4) (3.24)

3 1517
Cos = a3{—8?+16r‘7 ) —22\]22%
1 1

4517
C,, =a3{35+ 4r; ¢J, +14J22j

1 1
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Com a determinagdo dos coeficientes c¢; da hamiltoniana expandida
determinaremos os autovalores com auxilio da Hessiana e os &, responsaveis

pela determinacéo do critério de estabilidade e forma normal.

3.4.2 Estabilidade linear

Nesta secdo determinaremos 0s autovalores e as regides onde ocorre a
estabilidade linear do ponto P1 utilizando a Equacéo (3.22). Se denotarmos a

matriz simplética J

J:[Oz Izj,
_Iz Oz

em que O, € a matriz nula 2x2 e |, é a matriz identidade de ordem 2. Uma

matriz A (Hessiana) € obtida da Equacao (3.22), através a equacao variacional

¢ =JAC=BC
em que,
o 0 0 -v 0 v 1 0
A 0 ¢’ o 0 . B -V 2 0 0 1
0 v 1 0 CpoV 0 0 v
-V 0 O 0 C?’ -v O

O polindbmio caracteristico da matriz B é dado por
4 2 4
P=A"+v°(2+C,, +Cy)+V (—1-Cyy —Cp, +CpCyp)

cujos os autovalores sao dados por
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2
|4

2

[-(2+cy +Cpp) + \/(Czo - Coz)2 +8(Cy +Cpp)]

2=
(3.25)

2
/13 = %[_(2"'020 +Cgp) _\/(Czo _Coz)z +8(Cyo +Cp,)]

Primeiramente, para que ocorra estabilidade linear € necessario que 0s

. . . 2 92 4
autovalores sejam imaginarios puros, 4,4, <0, como também 4, #1, e

4,4, >0. Dessa forma, detectamos duas regiGes onde ocorre a estabilidade

linear. De fato, a origem € linearmente estavel se pertencer a alguma das

regides definida pelas superficies formadas por:
Cyp = Cpp =1, (Czo 'Coz)2 +8(Czo +C02) =0

Na regido 2, formada para valores de C,>1 c,>1 , temos

Cyp <1,Ce >=1 (Cy 'Coz)2 +8(C, +Cg,) >0

c02

1 2 ] 2 3
3.1-Regiéo de estabilidade linear no plano ¢y Cop.

Na Figura (3.1) podemos observar as regides em cor cinza onde ocorre a

estabilidade linea. Esta estabilidade pode também ser avaliada em termos
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distancia do satélite a Terra. Este resultado pode ser visto com mais detalhes
em Ellipe (2006). Nosso objetivo aqui € utilizar os nossos resultados para a

forma normal e aplicar o critério de estabilidade.

3.4.3 Forma Normal

ApOs a expanséo da hamiltoniana (3.20) nas vizinhancas do ponto de equilibrio
e com as Equacdes obtidas (3.22), (3.23) e (3.24), podemos determinar os
coeficientes &,, necessarios para calcular o determinante que quando distinto
de zero garante a existéncia de curvas invariantes numa vizinhanga
suficientemente pequena da posicao de equilibrio. Comparando (3.22), (3.23) e
(3.24) com a equacéo (3.3) e (3.4) verificamos que temos poucos mondémios

gue sao dados pelas expressoes:

Termos de H3: h3 50,10 = v2C21 € h33000 = V230

(3.26)
Termos de Hj: hy o004 = Va4 » Ma2020 = V?C2z € haso00 = Y Cag
Se w;sao as frequiéncias do movimento, dadas pela equacao
V2
2 2 2
—h =0 = _?[_(2 +Cy + Cpp) + \/(Czo —Cpy)” +8(Cy +Cpy)]
(3.27)

2
1%
_/12 = wzz = _7[_(2 +Cy +Cpp) — \/(Czo _Coz)z +8(Cy +Cop) ]

Substituindo a equacao (3.26) e (3.27) nas Equacdes (3.8), (3.9) e (3.10)

obtemos
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3 2
011 = 3 CqoV

— 2 2 _ 2 2 —2(n2 2 2

5,, = 1 206 ¢y + [—15c5,0; (W] — 4W3) + W, (—3w7 + 8w3)]v ) (3.28)
2 2
16 Wy Wy (W] — 4w3)

1 2 ¢152w, 12
812 = =V2(Cpp + ————
12 4 ( 22 (U% _ 4(»% )

Substituindo as Equacdes (3.28) na Equacao (3.7) obtemos a forma normal da

hamiltoniana (3.20), expressa por:

1 1
7 =§w1(qf + pf)+§w2(q§ +p;)+6,(a + p +207pf) +

2

Sp(0:0z + 07 P; + P, + Py P;) +5(d; + P; +20; P;)
O determinante usado para se verificar a estabilidade ndo-linear é construido

com auxilio das Equacdes (3.27) e (3.28) que substituidas na Equacao (3.12)

nos da a seguinte expressao

1 2 2 2
D= _Zv [—6 C24(U-)1 + 8 C22 W1 Wy — 6 CaoW2

wy (15¢Z) wy (W — 4w3) + ¢, w, (3w? + 8w3)]v? (3.29)

wz(wi — 4Ww3)

E importante lembrar que o ponto P1, considerado inicialmente, sera Liapunov
estavel se D#0. Com a expressao (3.29) é possivel determinar para que
valores da distancia (r) do corpo ao centro do planeta ocorre a instabilidade do
equilibrio P1. Um estudo mais detalhado sobre a estabilidade segundo

Liapunov sera abordado no caso fotogravitacional, apresentado no capitulo 4
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4 ESTUDO DA ESTABILIDADE NO PROBLEMA FOTOGRAVITACIONAL

RESTRISTO DOS TRES CORPOS, CIRCULAR E PLANO

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos o estudo da estabilidade linear e néo-linear da
solucdo do problema fotogravitacional dos trés corpos, restrito e plano, nas

vizinhancas do ponto L.

O problema fotogravitacional € um caso particular em que se considera no
problema restrito dos trés corpos a influéncia da radiagdo de uma ou das duas
massas dos corpos primarios. Dessa forma apresentaremos de maneira
bastante sucinta alguns conceitos fundamentais do problema restritos dos trés

COrpos.

O problema dos trés corpos consiste em estudar o movimento de trés corpos
gue se atraem gravitacionalmente, considerando quaisquer condicfes iniciais.
Este problema vem sendo estudado desde o século XVIII. Embora uma
solucdo analitica envolvendo funcdes algébricas simples ndo tenha sido
encontrada, é gracas a tal estudo que varias técnicas de teoria de perturbacdes
foram desenvolvidas (SZEBEHELY , 1984). Uma observacéo historica sobre a
importancia de tal problema pode ser encontrada em (SIEGEL e MOSER,
1971).

Uma das simplificacdes do problema dos trés corpos consiste considerar que
um dos corpos nado perturba os outros dois (chamados de primarios). Com tais
condicbes temos o chamado problema restrito dos trés corpos. Se

considerarmos ainda que o movimento do terceiro corpo se de no plano do
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movimento dos primarios e que o movimento dos primérios em torno do centro

de massa seja circular teremos o problema dos trés corpos circular plano.

O problema é assim simplificado, para encontrar o comportamento (posicéo e
velocidade) do corpo de massa ndo consideravel, a qualqguer momento, no
campo gravitacional gerado pelos dois outros corpos primarios (os que

possuem massa finita) em orbita kepleriana.

O problema pode ser esquematizado conforme a Figura 4.1. Centrado no
centro e massa, o sistema fixo tem o eixo x dado pela posicédo dos primarios no
instante inicial, o sistema sinddico gira com velocidade n em relagdo ao
sistema fixo e n é o movimento médio dos corpos primarios em relagdo ao

baricentro.

ms

r

nt

v

m;

Figura 4.1- Sistema de coordenadas fixas (x,y) (sideral) e sistema de coordenadas girante(x*,y*)
(sinédico) para m;>m,.O ponto O é centro de massa do sistema.

Nesta se¢do apresentaremos o0 problema circular restrito dos trés corpos
quando os dois corpos massivos emitem radiagao ao terceiro corpo de massa
nao consideravel. Nesta configuracdo teremos dois corpos movendo-se em um

movimento circular plano em torno do centro de massa deles onde a terceira
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massa é pequena nao afetando o movimento dos outros dois corpos. Esta

configuracdo pode ser vista na Figura (4.1).

4.2 Equacdes do movimento

Considerando o problema planar com massas m;, m, (corpos de massa finita)
e mz de massa ndo consideravel em relacdo as demais massas e assumindo

que m;> m;, definimos,

m

Ha=p e pp=1-—pcom p=-——"r<1/2 (4.1)

mq+

A escolha da razdo de massa é feita de modo que o movimento médio, n, seja
igual a 1. Considerando o sistema sinddico, as equacfes do movimento sao
dadas por (MURRAY, 1999)

d?x dy ou
— —n—=——
dt? dt 0x

4.2
d2y+2 d«  oU (42)
dez TV ae T T oy
em que
n2
U= 7(9(2 +y2) + F(x,y)
(4.3)

Flr,y) =2 +2

r = \/(x+l12)2+3’2 , T = \/(x_lh)z"'yz
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n € o movimento médio do sistema, r; e r, sdo as distancias de m; € m», ao

COrpo msrespectivamente.
4.2.1 Pontos Lagrangianos

Ja observamos que o problema circular plano € um problema néo integravel.
Entretanto, algumas solucdes particulares podem ser encontradas, como por
exemplo, encontrar pontos em que a particula tenha velocidade e aceleracao
nula no sistema girante. Tais pontos de equilibrio foram inicialmente estudados
por Lagrange e sdo conhecidos como pontos de equlibrio de Lagrange e sdo

denotados por Ly, Ly, L3, Ly € Ls.

Para um caso particular, a configuracdo destes pontos pode ser vista na
Figura 4.2. Trés destes pontos que estdo localizados no eixo X séo
chamados de pontos colineares de equilibrio os demais sdo chamados de
pontos triangulares por formar com 0s corpos primarios triangulos
equilateros. Os pontos colineares séo instaveis.Ja os pontos triangulares séo

linearmente estaveis para u<0,03852.

Figura 4.2- Curva de velocidade zero e pontos Lagrangianos para o problema restrito
dos trés corpos
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O pontos L4 e Ls possuem coordenadas L, = (% — “2'\E> eLs = <§— Uz, — %)

respectivamente. Dessa forma o estudo que serd desenvolvido para determinar
a estabilidade do ponto L, segue 0 mesmo procedimento para determinacdo do
critério de estabilidade par Ls. Por esta configuracdo quando um corpo de
massa nao consideravel encontra-se em um destes pontos este forma um
tridngulo equilatero com os corpos primarios. Esta configuragdo é mantida no
referencial inercial enquanto cada um dos corpos se movimenta em Orbita

circular relativamente ao centro de massa do sistema.

Os pontos Lagrangianos, no problema planar, sédo obtidos igualando-se a zero
a Equacdo (4.2). Um estudo mais detalhado sobre a determinacdo destes

pontos pode ser encontrado em Szebehely (1967) e Murray (1999).

4.2.2 Contribuicdo da Radiacdo: Problema fotogravitacional

Com base na teoria apresentada para o problema circular restrito dos trés
corpos sera introduzida uma outra perturbacdo, qual seja, a pressdao de
radiacdo recebida no corpo de massa nao consideravel e emitida pelos corpos
primarios. Esta perturbacédo é introduzida pela constante k; (i=1,2), na Equacgao
(4.3), que representa a relacdo entre da pressdo de radiagcdo e forca
gravitacional. Os corpos das massas primarias (m; e m;) podem ser
considerados, por exemplo, como estrelas binarias e o corpo menor como um
asterdide ou ainda como sendo o Sol e a Terra (radiacéo refletida) e o pequeno
corpo um satélite artificial. Devido a luminosidade que caracteriza o problema
ele é conhecido como problema fotogravitacional restrito dos trés corpos. A
funcéo potencial para este problema € dada por (CORBEN e STEHLE, 1977) e

(SIMMON'S et al.,1985):
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Ulxy) =5 (2 +y?) + —(pl(:l_”) + 2B (4.4)

T2

b g L o1
F, = T6mcamps '

p;=1-
em que Fy e F, sdo respectivamente a for¢a gravitacional e a pressdo de
radiacdo das duas massas finitas, G € a constante gravitacional, M € massa da
estrela (corpos primarios), L é a luminosidade que depende da temperatura
absoluta, s € a distancia entre o corpo primario e a particula, c € a velocidade
da luz e p é a densidade uniforme das massas primarias. Estes fatores de
reducdo ¢; sdo valores ja determinados para algumas estrelas binarias como

pode ser vista na Tabela (4.1).

Tabela 4.1-Fator de reducéo para algumas estrelas binarias

Estrela Q1 Q2
TY Bootis 1 1
Cygnus X-1 1 0,38
V444 Cygni 0,96 0,81
nu_ 2 Velorum 0,99 0,83
UU Caciopeia 0,88 0,74

A estabilidade de solucdo de equilibrio pode ser verificada como base nos

diversos valores assumidos pelos fatores de reducao:

a) Se ¢ <0, implica que a gravidade foi superada pela pressao de radiacao

(caso nao realistico).

b) Se ¢ >0, implica que a pressao radiacao foi superada pela gravidade;

c) Se ¢ =1, representa o problema classico, sem emisséo de radiagédo por

ambos 0s corpos.
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d) Se ¢ =0, representa o problema de 2 corpos.

Notemos que na Tabela (4.1) estdo representados os fatores de reducdo para
algumas estrelas binarias onde a intensidade da forca gravitacional € maior ou
igual a pressao de radiacdo. Neste capitulo é dada énfase ao caso onde uma
ou as duas massas primarias emitem radiagcdo. O caso onde ¢ ; =1, serd feito
estudos com finalidade de comparar os resultados do problema classico com
0S ja existentes na literatura apresentados por Szebehely (1967). Para o caso
(a), diversos autores (SIMMON'S et al.,1985; SCHUERNAN,1980) mencionam

a possibilidade de ocorrer, porém nao apresentam resultados.

4.3 Equacgdes do movimento no sistema hamiltoniano

Algumas hipéteses para tal estudo séo feitas:

)] Assumimos que a particula, mz, tem massa ndo consideravel;
i) N&do ha flutuacbes na luminosidade e o efeito da sombra é

desconsiderado.

Serd utilizado o modelo analitico apresentado no capitulo 3 para verificar a
estabilidade do ponto L, para o problema fotogravitacional circular restrito dos
trés corpos. Vamos considerar o sistema cartesiano baricéntrico (O,XYZ)
rotacionando em torno do eixo OZ com a freqiéncia angular igual a um. O eixo
OX é coincidente aos corpos primarios m; and m,. O eixo OY é perpendicular
ao eixo OX passando pelo centro de massa O. Dessa forma, consideraremos
as equacOes do movimento nas variaveis canonicas (X, y, px, Py), dadas por
(SZEBEHELY, 1967):

dx _OH dy OH dp, _ OH dp,  OH (4.5)

dt  dp, dt ap,’ dt  ox ' dt  dy
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cuja hamiltoniana é dada por

H — 1 2 2 _ _
> (px® +1y?) + D2y — Dyx — (41, 92)
(4.6)

01(1—p)  @au
f(q1,92) = : + 22
] )

n=VE+wity?, = JE-1+p?+y? *.7)

Em que g;ep; sao respectivamente as coordenadas e 0S momentos
generalizados e a razdo de massa [ é dada pela Equacao (4.1); @1, ¢» S0 0s
fatores de reducdo devido a radiacdo dos dois copos primarios e foram
definidos na Equacéo (4.4); r1, r, sdo as distancias do maior e menor corpo

primarios localizados em (-u,0,0) e (1-u,0,0) respectivamente.

Colocando o lado direito da Equacéao (4.5) igual a zero, obtemos a equacéo:
px+y=0 p,—x=0

Lo+ g =T+

0
Py 3 7 (4.8)

1—
Lo =Wy palty

x 3

0

Por conveniéncia faremos 3/p, =x, e 3¢, = k,(SCHUERNAN,1980). A
solucdo da Equacédo (4.8) é I =k, € I, =k,. Devido a estas consideracdes

é que se pode garantir a existéncia dos pontos triangulares para &, ,x, >0. De
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fato, Schermam (1980) mostra que os pontos triangulares permanecem na

intersecgéo de circulos para «, +x,>1, 0<x, <1l e O<x, <1.

Sendo L4 0 ponto de estabilidade a ser estudado cujas coordenadas séo dadas
por (Xra, Yia, Pxa, PyLa) temos (KUMAR e CHOUDRHY, 1987):

X=Xp4 TG Py = Pya + Py
Y=Yt py = pyL4 + P,
K2 —xl-1
Xpg =~ 22 “H Y|_4:K1K2\/B
2 (4.9)
ki —Kx, -1
Pys = : 22 “H, prA,:_Kle\/B

bzl—[’(lz + K7 —1]2

2K, K,

Os pontos lagrageanos no problema circular restrito dos trés corpos
permanecem os mesmos nho estudo do problema fotogravitacional. O ponto
triangular Ly formado com os corpos primarios ter4 lados de comprimentos
respectivamente «;, k2 € 1. Considerando as transformacdes (4.9), as equacdes

do movimento (4.5) séo escritas:

(4.10)

dt ~ ap; dt  dq;

cuja hamiltoniana é
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1
H=(p, — \/E’Cl’cz)(ch + \/Z’Cﬂcz) - Z(l —2u+2p, +kf — k31— 2p
+2q; + k% — Kk3)

3
HEKS

- 1
\/(QZ +Vbryk,)? + 1(1 —2q; — k% + K3)?

1- 3 1
- Sl Dl t3 ((pr — Vbicy ;) (4.11)

1
\/qﬁ + (1 +5 1 +xf — k3)?

1 2 212
+ (p2 +§(1—2H+K1_K2)) )

Expandindo a Equacdo (4.11), nas vizinhancas do ponto de equilibrio Ly,

podemos escrever
H=H,+H;+H,

Em que os termos separados por grau sao escritos da seguinte forma:

a) Termo de ordem 2:

1
H, =§(pf +P3)+ Py, — P,O, +adf + Ba,0, + 05 (4.12)

1 B(x? +1-x2)? 3(k? +1—«72)?
R ERPRR s S S (e S
2 8x; 8x;
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. 1 1_ k2 +x2 -1\ =3t u(x? +1—x2) +3x2 €— p (k7 +1-«7)
K K, 2K, K, 2

|1 (KkfHxg -1 3bor? €—u - uxi +3b
4 2 4, K, ' 2

b) Termo de ordem 3:

H3 = h3,3,0,0,0 qf + h3,2,0,l,0 ql2q2 + h3,l,0,2,0 q22q1 + h3,0,0,3,0qg (413)

1 1—
h33000 = E[% (Klz _1_K22)(5(K12 —1—K22)2 —12/(22) + ( 4,u) (Kl2 +1—K'22)
2 1

(5(x; +1-13)° —12x7)]

h3,2,0,1,0 =3

4 |( k7 +x5-1
9

Lurcy 103 (B(xy —1-&3)* —4K3) +
4x, K,

(1—,u)/c21c1’3(5(1c12 +1—K‘22)2 —41(12)]

3 k2 +x5 -1
N31020 = Z[% (xf -1- KZZ)(?{#],QZ ~1)+

2 KK,
1-u K2+ k2 -1
L) (2 fos[#]x; ]
K, K K,

1 (&% +x%-1 _ _
h3,0,0,3,0 = 5 (#)[ﬂ’ﬁ K21(7bK22 —-3)+ (1_/‘)’(2’(11(5sz2 -3)]
1K

c) Termo de ordem 4:

H, = h4,4,0,o,oql4 + h4,3,0,1,0q13q2 + h4,2,o,2,0 qlzq22 + h4,1,0,3,oq1 qg + h4,o,o,4,oq;1 (4.14)
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1 _ 15 33
Nys000 = —5[(1—;1)(1(16(3/(14 —?(Kf +1- I(ZZ)ZKlZ + E(Kf +1- K‘22)4j

- 15 35
ot = 1ty S 1 )

7 [ k2 +x2-1 _ 7 _
h4,3,0,1,0 =—= : 2 [KZKls(l_:u)(Klz +1_K22)(3__(K12 +1_K22)2K11)
5 4k, Kk, 5

_ 7 _
0k ! =1= k)@ (6 ~1-x0)* 57

2 2 _1 2 2 _1
42020 = %[(1_,11)’(12 (5%, (’(14_;—’(;]4_E[&]K22 +§(K12 +1-x3)°K,”
1K

4 4k, K,

2 2
—3—7(1(12 +1-x2)? Lol K,k =)+
5 4k, K,
2 2 2 2
a5y | KL L SN I e S g eaye e
4k, K, 4\ 4k kK, 4
35 K2+xZ-1) ,
= (k) —1-87)7 | 2 [k 'k, D)
4 4k, Kk,

5 (1(12 +x2 -1

h4,1,o,3,o = _Z

K} + K2 —1])+

][mﬁ (1- (K7 +1-K2)(3~ 7192[
Ak, K,

Ak, Kk,

_ K2+ Kk2-1
+u Kles(Klz -1- K;)(3_7K12(14—2])]

KK,

2
2 2
K; + K —lJ

-3 _ K2 +x2-1
Nuo040 = ?[[(1_ K, ?(3- 30’(22 (#j + 35’(;( dr K
1K

4k, Kk,

2 2 2 2 2
¢ (3 30K (LHJ + 3558 (L’flj 1
4k, Kk, 4k, Kk,

Os coeficientes hjq1p1,a2,82 (j=2,3,4) serdo utilizados para construgao da funcao

responsavel pela determinagéo do critério da estabilidade ndo-linear.
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4.4 Estabilidade linear

Para o estudo da estabilidade linear do ponto L4, iremos a busca da equacao
caracteristica. Restringindo a hamiltoniana somente H, (Equacgéo 4.12) a matriz

Hessiana € dada por

2 B 0 1
g 2y 1 0
0 1 1 0
-1 0 0 1
cuja equacao caracteristica é
D422+ a+y)+(A-2a- -2y +4ay)=0 (4.15)

onde a, B e y estdo definidas na Equacéo (4.12). Para obter a estabilidade
linear € necessario que os autovalores da equacao (4.15) sejam imaginarios

puros. Dessa forma obtemos,

b=t Ry o’ + f2a(p-2)+ 1y +4) ;}
2
B

(4.16)
hos =t Ha—y—Ja® + f7—2a(F-2)+ y(y +4)

Reescrevendo a Equagao (4.16) com base em a, e y da Equacéo (4.12), os

autovalores podem Ser expresso como

1

2
Ay = +{i(_1+2\/1_ (36_MX#_#2)} (4.17)

- k1222
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9(—1+x12+122)?2

A3q=1 {i(—l - 2\/1 —B6———S ) —u?) }2

Notemos que os autovalores (4.17) serdo imaginarios puros se, isto €:

%\/1—(36—M)(1—,u)y< 0 (4.18)

Kk12k22

Se o, € »,s80 as freqiiéncias do movimento, entdo podemos reescrever a
Equacdo (4.17) como: A, =-wi e A5, =—wj5. Faremos o estudo da
estabilidade linear, para alguns casos, considerando determinados valores de u

e fatores de reducéao k; utilizando a Equacéao (4.18).

45 Resultados: Estabilidade linear

Com base na Equacdo (4.18), com a variacdo do fator de reducdo e dos

valores de 0<u<0,5, faremos um estudo da estabilidade linear para os casos:

i) Os corpos de massas m; e m, ndo emitem radiacao k; = k, = 1 (problema

dos trés corpos classico);
i) O corpo de massa m; emitindo radiacdo e m, ndo emitindo radiacéo (k, = 1);
i) O corpo de massa m; nao emitindo radiacao (x; = 1) e m, emitindo radiacéo;

iii) Ambos 0s corpos, m; e my estdo emitindo radiacédo (x; > 0,k; + k, > 1).

Este caso é conhecido também como estrelas binarias.

Para verificar a precisdo do modelo faremos uma analise para k; = k, =1 em
gue alguns resultados serdo comparados com resultados apresentados por
Szebehely (1967) sobre a estabilidade linear do ponto L4 no problema classico
dos 3 corpos. Estas regifes de estabilidade serdo apresentadas correspondem
a regido destacada pela cor cinza e as demais regides correspondem a

instabilidade nao-linear do ponto L.
80



Com base na Figura (4.3) onde fixamos o fator de reducdo k,=1, podemos
observar que em ;=1 a estabilidade linear para o ponto L, ocorrera para
valores de p<0,03852(ponto destacado pela circunferéncia). Este valor para
razado de massa, J, corresponde a massa critica de Routh e foi apresentado por
Szebehely (1967), Simmon’s et al.(1985) e outros. Esta mesma interpretacéo
sobre a massa critica foi observada, na Figura (4.4), quando fixamos k;=1
construimos a regido de estabilidade para O<k,<l1. Dessa forma, podemos
concluir gue quando ambos 0s corpos primarios nédo estdo emitindo radiacédo o

ponto L, é totalmente linearmente estavel.

—
"

0.02+

K1
Figura 4.3- Regido de estabilidade linear do ponto L, para k,=1.
Analisando a Figura (4.3) e a Figura (4.4) podemos observar que o ponto L4
também seré totalmente estavel quando p<0,02854 e um dos corpos primarios

esta emitindo radiacdo. Podemos afirmar, neste caso, que é impossivel existir

estabilidade linear para o ponto L4 para pu>0,03852.
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0.02

0.001

K2

Figura 4.4- Regido de estabilidade linear do ponto L, para k;=1.

Quando aumentamos o fator de reducdo, ou seja, diminuimos a radiacdo do
corpo primario m, aumentamos a regido de estabilidade. Isto ocorre, pois
guando aumentamos o fator de reducédo fazendo tender ao valor 1 estamos
fazendo com que radiacdo seja igual a forca gravitacional. Assim, o problema

dos trés copos tende a ser o classico onde L4 para u<0,03852.

Analisando a estabilidade linear de L4 quando ambos os corpos estao emitindo
radiacdo notamos que quando F,/Fg=0,1(razé@o entre for¢a de radiagéo e forca
gravitacional), para o corpo de maior massa, a estabilidade linear ocorre para
qualquer valor de u<0,5 quando o corpo primario de menor massa esta
emitindo uma radiacdo com fator de reducédo 0,1<k;<0,1123. Esta regido pode

ser observada na Figura (4.5).
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0.0

K1

Figura 4.5- Regido de estabilidade linear do ponto L4 para x,=0,9.
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Figura 4.6- Regido de estabilidade linear do ponto L, para x,=0,8.

83



Com base na Figura (4.6), considerando os dois corpos primarios emitindo
radiacdo, notamos uma total estabilidade linear para L, quando 0,2<k;<0,2123
p<0,5 e a radiacdo do corpo primario de maior massa é dado pela razao
Fi/Fq=0,2 (k2=0,8). Quando comparamos o intervalo do fator de redugédo do
corpo primario m; para o qual ocorre a estabilidade linear com p<0,5, notamos
que a variacdo sempre sera de 0,123 para todas regides. Esta variacdo pode
ser observada na Figura (4.7) onde a razdo de massa P assume 0S maiores
valores em 0,6<k;<0,6123. Outras figuras que estdo representando a
estabilidade linear do ponto L4, para diversos valores do fator de reducéo,

podem ser observadas no Apéndice (A.1).

0.5k 1 1 1
1 1 |
—‘ 1 1 |
1 1 |
1 1 |
1 1 I
1 1 | E
all Lo i _______0 Vo ______ Lo ____]
0.4 1 1 i
| 1 1 | E
1 1 |
1 1 I
1 1 |
1 1 |
1 1 |
03 t---=-=--- - - - ———== H-— - - - - - - - - === = =
1 1 |
1 1 I
1 1 |
= 1 1 |
1 1 |
1 1 |
1 1 |
0.2 T T T T T T T T T T T T [ T T T T T T
1 1 |
1 1 |
1 1 |
1 1 |
1 1 |
h 1 1 1
0.1+ - - - — - - - - ———== H-— - - - - - - - - === = =
1 1 |
1 1 |
1 1 |
| ,
IR _ | _
O'O_.' 1 1 1 ]
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 4.7-Regido de estabilidade linear do ponto L4 para «,=0,4.

Com a pressao de radiacéo envolvida determinamos os valores para  tal que,
a estabilidade linear é estabelecida. Ainda com base nestas figuras notemos
que, com diminuicdo do fator de reducdo dos corpos primarios, ha diminui¢do
da regido onde diversos valores para massa U tornam L4 estavel. O aumento

da area das regifes de estabilidade é mais acentuado, quando x; — 1, pois
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neste, caso a forca gravitacional em um dos corpos esta superando a sua

emissao de radiacdo tornando assim um aumento da regido de estabilidade.

Sabendo que o fator de reducdo esta intimamente ligado pela razdo entre a
forca da pressdo de radiacdo e a forca gravitacional € possivel garantir que
guando a intensidade da pressao de radiacdo € metade da intensidade da forca
gravitacional em um dos corpos primarios a regido de estabilidade linear reduz
pela metade. De uma maneira geral observamos que para manter ainda
estabilidade total para p considerando o aumento da radiacdo emitida pelo

corpo primario my, a radiacdo do corpo emitida por m, tem que ser reduzida.

7

Uma vez mapeadas as regides onde o ponto L, € linearmente estavel
determinaremos pontos nestas regifes onde a instabilidade nao-linear ocorre.
O critério estabelecido é baseado na terceira condicdo do teorema de Kovalev
e Savchenko (1975), apresentado no capitulo 4. A regido de instabilidade

apresentada nesta secédo ter4 um tratamento especial na secéo posterior.

4.6 Existéncia de ressonancia linear

Nesta secdo estudaremos alguns casos para diferentes valores da razao de
massa, |, considerando a radiagcdo emitida pelos corpos primarios com objetivo
de determinar as regifes onde existe a transicdo de ressonéancia entre as
frequéncias e verificar a influéncia delas na estabilidade nao-linear quando
adicionamos termos de grau quatro. Uma vez que a equacgdo do problema
proposto esta escrita na forma normal hamiltoniana, temos duas frequéncias
(w1 e wy) desacopladas. Dessa forma, a ressonancia abordada esta
relacionada ao movimento das frequéncias w; € w, € ndo ao movimento médio
dos corpos primarios com o corpo de massa desprezivel. Estas ressonancias
violam a condicdo do teorema de Arnold (1961), o qual pelo teorema de
Kovalev e Savchenko (1975) € um critério para se ter instabilidade nao-linear.
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Considerando a Equacdo (4.17) cuja frequéncia é dada por A%, = —w?f e
25, = —wj, os valores de p para determinados fatores de reducéo foram

obtidos através:

onde isolando y, podemos verificar algumas ressonancias:

e Ressonancia wi= wy;

_ 1 1 4K2 K3
"= 2 \/Z a 14—4K2K2—36(—1+K2+K2)2 (4.19)
172 1 2
e Ressonéancia wi= 2wy;
1 1 4KZK3
M==— [-— o — > (4.20)
2 |4 900x?Kk; —225(—1+ k% +K3)
. Ressonancia wi= 3wy
2,.2
P ey (4.21)

T2 |2 400k2KkZ —100(—1 + K2 + K2)?

Outras ressonancias foram detectadas cujo valor da razdo de massa teve
variacdo apos a quarta casa decimal nas vizinhangas da ressonancia w;= 3w..
Dessa forma, realizaremos uma exploragcdo mais detalhada destes trés casos.
Numericamente, valores importantes da razdo de massa U onde ocorrem as
ressonancias tratadas anteriormente podem ser visualizados nas Tabelas (4.2)
até (4.5).
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Tabela 4.2- Valores de | para diversas ressonancias e fatores de reducéo (m; ndo

emitindo radiacéo).

Radiac¢édo da massa m2:

K1=1

Ressonancias

Tabela 4.3-Valores de u para diversas ressonancias e fatores de redugéo (m2 ndo

emitindo radiag&o).

Radiagdo da massa m2:

Ressonancias

w1 = Wy w, =2w, w;=3w,
- Kk, =1  0,0385209 0,0349233 0,0321444
£ Kk, =09 0,0361369 0,0327702 0,0301682
g Kk, =08 0,0342412 0,0310571 0,0285955
g & Kk, =07 0,0327266 0,029688 0,0273381
2 % k, =06 0,0315184 0,0285955 0,0263345
g Kk, =05 0,0305638 0.027732 0,0255412
52 Kk, = 04 0,0298247 0,0270634 0,0249269
S 2 Kk, =03 0,0292741 0,0265653 0,0244692
e 8 k, =02 0,0288932 0,0262206 0,0241524
.g %‘ Kk, =01 0,0286693 0,0260181 0,0239662

=1 W = Wy w; = 2w, w;=23w,

Kk, =09  0,0361369 0,0327702 0,0301682

o8 Kk, =0,8  0,0342412 0,0310571 0,0285955
28 Kk, =0,7 0,0327266  0,029688 0,0273381
SE Kk, =06  0,0315184 0,0285955 0,0263345
§§§ Kk, =0,5 p=0,029566 0.027732 0,0255412
st Kk, =04 0,0298247 0,0270634 0,0249269
ég } Kk, =0,3 0,0292741 0,0265653 0,0244692
£5 Kk, =02  0,0288932 0,0262206 0,0241524
>3 Kk, =0,1 0,0286693 0,0260181 0,0239662
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Tabela 4.4-Valores de p para diversas ressonancias e fatores de reducgéo (m; e m;
emitindo radiacéo).

Radiacéo da massa my: Ressonancias

Ky =08 Wy =w, W =2w, w =3w,
R k; =09 0.0317949 0.0288455 0.0265642
28 Kk, =0,8 0.0300785 0.0272931 0.0251379
%é Kk, =0,7 0.028998 0.0263155 0.0242395
é § . Kk, =0,6 0.0285955 0.0259512 0.0239048
% ’§ ; Kk, =05 0.028727 0.0260703 0.0240142
“_é g S Kk, =04 0.0317949 0.0288455 0.0265642
@’; Kk, =0,3 0.0424357 0.0384567 0.0353855
% 2 Ky =0,2 N&o aplicavel
>3 K, =0,1

Tabela 4.5-Valores de p para diversas ressonancias e fatores de reducgéo (m; e m;
emitindo radiag&o).

o Ressonancias
Radiacéo da massa my: _ — —
i, = 0,5 w1 = Wy w1 = 2w, w1 = 3w,
° Kk, =09 0,028727 0,0260703 0,0240142
%% Kk, =0,8 0,0291636 0,0264653 0,0243772
§ 2 Kk, =0,7 0,0333345 0,0302375 0,0278428
8 § 4 k; = 0,6 | 0.0506672 0.0458756 0.0421835
8838 k1 =04
%g Ky =03 N&o aplicavel
% § K1 = 0,2
> “g K1 = 0,1

As regides de transicdo, entre as ressonancias abordadas, podem ser

observadas nas Figuras (4.8) até (4.11).
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Figura 4.8- Ressonancias quando os corpos primarios emitem simultaneamente radiacgéo,

K2:0,1
Jii
0.05
0.04 { — W=y
0.03
— w1=2 wy
0.02
— =39
0.01H

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

Figura 4.9- Ressonancias quando os corpos primarios emitem simultaneamente radiacao,
K2:O,2
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Figura 4.10- Ressonancias quando 0s corpos primarios emitem simultaneamente radiacéo,

K2:0,5

H
0.05y
0.04

— {,Jl:uz
0.03}
0.02 __— | 9P«
1 L 1 1 Kl
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.11- Ressonancias quando os corpos primarios emitem simultaneamente radiagao,
K2:0,8.

Com base nas Figuras (4.8) até (4.11), observamos que quando um dos corpos
primarios com a razéo entre a forca de radiacdo e a forga gravitacional entre
0,5<Fr/Fg<0,9 (0,1<ki<0,5) os valores de p ressonantes diminuem quando a
radiacdo do outro corpo primario diminui e aumenta quando radiacdo €
aumentada. Dessa forma, podemos afirmar que quando um dos corpos tende a
nao emitir radiacdo a razdo P assume valores menores ndo ultrapassando
0,03852. E possivel verificar as ressonancias wi= w, e w;=3w, limitam a
regido de estabilidade linear.
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Ja na Figura (4.12), podemos observar que a ressonancia w;=3w, Nao existe
quando um dos corpos tem radiacdo préximo a zero. Notemos que ndo ha
influéncia de ressonancia para pu<0,018 e que em todos os casos abordados a

ressonancia w;=2w, sempre ocorre nas vizinhancas de u~0,02.

Jii
0.05¢
0.04 |
0.03 | /
0.02F ——
0.01F

00 02 04 06 08 10

Figura 4.12- Ressonancias quando o0s corpos primarios emitem simultaneamente radiacéo,
K220,8.

Dentre as diversas simulacdes realizadas, observamos que pu=0 sempre na
ressonancia w;=3w, para um valor correspondente de k,. Isto é, para k, = 0,5
temos que p=0 quando k,;=0,5 na ressonancia w;=3w, . Com base na
Equacéo (4.21) temos que a ressonancia w;=3w,; sempre limitara esta regides
devido a relagdo k; + k, = 1. Fica evidente em todas as figuras da se¢ao 4.6
gue a ressonancia ocorre a partir do fator de radiacdo fixado para estas
ressonancias. As ressonancias lineares abordadas aqui auxiliaram na analise
da estabilidade ndo-linear no que diz respeito a existéncia de pontos instaveis
ou até mesmo a destruicdo deles com a adicdo de outros termos na

hamiltoniana do problema.
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4.7 Resultados: forma normal e estabilidade nao-linear

Com auxilio dos autovalores (Equacgéo 4.17) e os termos das Equacotes (4.12)
até (4.14) determinamos os coeficientes d,,, através das Equacbes (3.8) até
(3.10) que é dado por:

611
— (3(—96b k2(—4x1% + 5(1 + k12 = x29)H)(1 — p)
= (3( ( E
N k1(—4x2% 4+ 5(1 — k1% + KZZ)Z),u)Zw3
K23 1
20((1 + k1% — k22)(—12x1% + 5(1 + k1% — k22)*)(1 — )
k14
—1+ k12 — k22)(—12x2% + 5(1 — k1?2 + x2®)H)u
2,2
+ K24 ) W1W;
4 39 2 2y4 _ 15 3 242
+256( (3k1 +1—6(1 + k1 — k2°) —T(Kl + k1° — x1x2°)“)(1 — )

K16
(3x2* + % (1 — k12 + k2%)* — %(KZ — k1%k2 + k23)H)u
B K26
K2(=4K1% + 5(1 + k12 — k22)2) (1 — 1)
k13

k1(—4x2% + 5(1 — x12 + k22)H)u

)‘Ung

(4.22)

+ 36b(

(1 4 K12 — k22)(—12K1% + 5(1 4 12 — k22)2) (1 — p)

+ 5(

k14
(=1 +x1% —k2?)(—12K2% + 5(1 — x1* + k2,
+ 7 ) w3
(3k1* + % (1+ k12 —k2%)* - 12—5 (x1 + x13 — x1k2%)2)(1 — p)
— 64(—

k16

(3x2* + % (1 — k12 + k2%)* — %(KZ — k1%k2 + k23)H)u 5
- <26 )W, w3))

/(4096 (4w3w, — w w3))
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K2(=3 + 5bx2%)(—1 + )
Kkl

5., = 3(20b
227 256(—w3w, + 4w, w3) (20b(

k1(3 = 5bx1*)u , ,
+ ) ) wy
(1+ k1% — k2%)(—1 + 5bx2%)(—1 + p)
+ 9¢(
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K22
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k12
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k2(—3 + 5bx2%)(—1 +u) «1(3 — 5bx1?)u
— 80b( ) + )

(14 K12 — k22) (=1 + 5bk22) (=1 + p)
— 24( -

(=1+5bx1?) (=1 +«1* —x2%)pu_, |,
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+16(( K2°( - K2%))( )

(—3 + 5bk12(6 — 7bx1®))u
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K22
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O critério de estabilidade nado-linear, dado pela Equacéo (3.12), é determinado
através da Equacao (4.17) e das Equacdes (4.22) até (4.23). Dessa forma, a
estabilidade ndo-linear, para o ponto L, fica garantida quando a funcédo D#0. A
expressdo analitica do determinante ndo ser4 apresentada por ser

extremamente extensa.

Como sabemos, o problema fotogravitacional é caracterizado pela
luminosidade emitida pelos corpos primarios. Dessa forma, a estabilidade néo-
linear a para L4 sera apresentada baseada nos diferentes fatores de reducéo
que adotaremos para 0S corpos primarios bem como alguns dos fatores ja
apresentados na Tabela (4.1). Mesmo sabendo que o caso onde k; =k, =1
passa a ser o problema classico dos 3 corpos, faremos um estudo da

estabilidade n&do-linear para comparar com resultados existentes na literatura.

Estudando separadamente os casos, temos:
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a) Caso k; = k, = 1 (Sem emissao de radiacdo pelos corpos primarios)

Realizando um estudo sobre a estabilidade né&o-linear do ponto L4, para este
caso, detectamos através da Figura (4.13) dois valores de p onde o ponto em
estudo seja instavel (D=0). Tais valores sdo p=0,0349233 e p=0,0385209,
podem ser vistos na Tabela (4.1), e estédo relacionados respectivamente com
as ressonancias 1:1 e 2:1. Sobre a ressonéancia linear 3:1 que aparece na
Tabela (4.1), para p=0,0321444, notamos que ela foi destruida pelos termos de
quarta ordem da hamiltoniana na forma normal. Com base nestes resultados
podemos afirmar que o ponto L, serd instavel apenas em duas razdes de
massa que estdo diretamente relacionadas as ressonancias 1:1 e 2:1. Estes

resultados foram apresentados por Simmon’s et al.(1985).
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0.01 0.02 0.03\‘\_ 04 0.05

Figura 4.13- Dependéncia do determinante D vs J: analise de estabilidade ndo-linear
para k; =k, =1

a) Um dos corpos emitindo radiacao

Com inclusédo da radiacdo, porém prevalecendo a forga gravitacional com maior
intensidade notamos o aparecimento de alguns valores de p 0s quais tornam L4

instavel.
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Considerando a emissdo de radiagdo devido ao corpo primario de menor
massa, sem emissdo de radiacdo do maior massa, uma analise da estabilidade
nao-linear sera feita através das Figuras (4.14) e (4.15). Notamos na Figura
(4.14), mesmo quando o menor corpo primario emitindo radiagdo cuja razéo é
Fr/Fg=0,1, a quantidade de valores de razdo de massa que tornam L, instavel
permanece o0 mesmo quando comparamos com 0 problema classico dos trés
corpos. Isto nos mostra que a radiacdo emitida pelo corpo primario ndo €
suficiente para o aparecimento ou destruicdo dos pontos de estabilidade. As
instabilidades de L, ocorrem ainda devido as ressonancias lineares 1:1 e 2:1,
porém para y=0,0361369 e y=0,0327707 respectivamente. Para este caso a
ressonancia 3:1 também foi destruida. Quando variamos a razdo para
Fr/Fg=0,3, notamos na Figura (4.15) o aparecimento de um valor de
pu=0,029842 onde L, é também é instavel alem das ressonancias existentes
gue ocorrem agora em P=0,029688 e y=0,0327266 para ressonancias 2:1 e 1:1

respectivamente.

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 4.14- Dependéncia do determinante D vs y: analise de estabilidade n&do-linear
para k; = 0,9, k=1.
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Figura 4.15- Dependéncia do determinante D vs [: analise de estabilidade nao-linear
parak; =0,7 e x; =1.

Dessa forma, com base nas observacfes feitas quando o corpo de menor
massa emite radiacdo e desprezando a radiacdo do maior, notamos que
dependendo da razédo entre a radiacdo emitida e a forca gravitacional deste
corpo ocorrera mais um valor de y em que L4 seja instavel além dos valores

instaveis que existem devido as ressonancias lineares.

Continuando ainda com analise sobre a estabilidade de L, para diferentes
valores de u e fatores de reducdo e quando um dos corpos ndo esta emitindo
radiacdo, faremos uma abordagem atribuindo fatores de redugcéo abordados
anteriormente nas Figuras (4.14) e (4.15) onde sera atribuida a radiacao para o
corpo de maior massa e desconsiderado a radiacdo do menor corpo. Essa
investigacao sera feita com objetivo de saber se a quantidade de pontos onde
L, é instavel e se as ressonancias, nessa abordagem, permanecem ou Sao

destruidas.

Com base na Figura (4.16), cujo fator de reducdo dos corpos € k1 =1 € x>
=0,9, notamos o aparecimento de mais valores de py que torna L4 instavel (D=0).
Essa instabilidade ocorre para pu=0,0164852, u=0,0327702 (ressonancia 2:1),

97



pN=0,0339872 e y=0,0361369 (ressonancia 1:1). Neste caso que a ressonancia

linear foi destruida quando adicionamos os termos de quarta ordem.

;/,,M 0.02 0.03 0.04 0.05 "

Figura 4.16- Dependéncia do determinante D vs [: analise de estabilidade ndo-linear
parax;=1ex,=0,9.

=]
T

0.01 74 0J03 0.04 0.05

Figura 4.17- Dependéncia do determinante D vs J: analise de estabilidade ndo-linear
parax; =1 ek, =0,7.

Aumentando a radiacdo emitida pelo corpo de maior massa cuja razéo entre a

radiacdo e a forca gravitacional € Fr/Fg=0,3 (ver Figura (4.17)), os valores que
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tornam L, instavel devido as ressonéncias 2:1 e 1:1 (respectivamente
pN=0,029688 e u=0,0327266) permaneceram, um foi destruido e outro foi
deslocado para p=0,0224981. O deslocamento e a destruicdo dessas

instabilidades s&o detectados quando comparamos a Figura (4.16) com (4.17).

De forma geral, devido a abordagem feita para um dos copos nao emitindo
radiacdo e com auxilio de alguns resultados obtidos e apresentados no
Apéndice (A.2) notamos que a radiacdo emitida pelo corpo de maior massa é
responsavel pelo maior dos nimeros da razdo de massa P onde L, € instavel
ocorrendo para k1 = 1 e K2 =0,9. Nos demais casos a quantidade de pontos
instaveis permanecem os mesmos até k1 = 1 e 0,4<k, <0,9. J& no caso onde o
corpo de menor massa esta emitindo radiacéo, a ressonancia 1:1 nao contribui
para instabilidade de L4 para 0,1<k; <0,4 e K, = 1. Estes resultados podem ser

vistos no Apéndice (A.2).

b) Dois corpos emitindo radiacéo

Analisando a Figura (4.18) notamos que mesmo quando ambos 0S corpos
primarios estdo emitindo radiacdo a ressonancia 2:1 e 1:1 também sé&o
responsaveis pela instabilidade ndo-linear de L4, além do ponto de instabilidade
gue ocorre quando D=0. Estes pontos que torna L, instavel sdo: y= 0,0224683,
p= 0,0302375 (ressonancia 2:1) e y= 0,0333345 (ressonancia 1:1) que sé&o
obtidos quando a razdo entre a radiacdo e forca gravitacional, Frl/F1g=0,5
(menor massa) e F2r/F2g=0,3 (maior massa). Com base na analise da
estabilidade linear (Figura A.1), L4 € linearmente estavel para 0<u<0,0333345
(ressonancia 2:1) quando « ;1 = 0,5 e « , =0,7 entdo dentro desta regido
podemos afirmar que sO ocorre instabilidade ndo-linear para py= 0,0224683
(D=0).

Quando aumentamos a radiacdo emitida pelo corpo de maior massa, tal que

F2r/F2g=0,4, notamos na Figura (4.19) que a ressonancia 1:1 ndo € mais
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responsavel pela instabilidade né&o-linear de L, ja que a estabilidade linear
ocorre, neste caso, em 0<u<0,0458756 e «x; = 0,5 e x» =0,6. Analogamente
aos pontos detectados anteriormente temos uma unica instabilidade nao-linear,
gerada por D=0 (u=0,0224376).

D

0.01 ) 0.43 0.04 0.05

—10 :

Figura 4.18- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade ndo-linear para x; =
0,5e«,=0,7.

D
10}
5L
G-g+—TT02  0.03 0.04 05 0.06 *
5l

Figura 4.19- Debendéncia do determinante D vs [ andlise de estabilidade n&o-linear para x| =
0,5ex, =0,6.
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Com base nas analises realizadas através das Figuras (4.18) e (4.19), devido
ao aumento da radiacdo emitida pelo corpo de maior massa o ponto de
instabilidade nao-linear ocorre sempre limitado pela ressonancia 2:1. Ja o caso
gquando ambos 0s corpos apresentam a mesma razao entre a radiagédo e a
forca gravitacional, Fr/Fg=0,5,(Figura 4.20) ndo havera instabilidade n&o-linear

para o ponto L4 para qualquer valor de p.

[}
—TT

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 H

Figura 4.20- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade ndo-linear parak, =
0,5 e k, =0,5.

Analisaremos a estabilidade nao-linear da estrela binaria UU caciopéia, com
base no fator de reducdo apresentado na Tabela 4.1. Apesar de pequena a
diferenca entre o fator de reducdo entre as duas massas e da forca
gravitacional ser superior a radiacdo (Figura 4.21), neste caso, podemos
afirmar que esta diferenca é suficiente para a evidéncia de mais um ponto de
instabilidade quando comparamos com 0s casos apresentados através das
Figuras (4.18) e (4.19). Neste estudo a instabilidade do ponto L, ocorre em
pn=0,0302375 (ressonancia 2:1), u=0,0225782 e y=0,0328891.

Notamos que no estudo realizado, no caso em que ambos 0s corpos emitem

radiacdo, a ressonancia 3:1 foi destruida.
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Figura 4.21- Dependéncia do determinante D vs p: andlise de estabilidade nao-linear para k;
=0,88 e Kk, =0,74.

4.8 Resultados Numéricos: Estabilidade e Forma normal

Alguns resultados numéricos foram obtidos com base no fator de reducédo «;
=0,6 e x, =0,8 para diversos valores de u. Para cada valor da razdo de massa
foi determinado as freqiéncias do movimento(w;), 0os coeficientes dos termos
de grau quatro da hamiltoniana na forma norma cujo teste de estabilidade é
realizado com base no teorema de Kovalev e Savchenko (1975). Estes valores

podem ser vistos na Tabela (4.6).
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Tabela 4.6- Coeficientes da hamiltoniana para forma normal, teste da estabilidade e
frequéncias para diversas razdes de massa |l.

k;=0,6 e Kk ,=0,8

Coeficientes

massa Frequéncias - Teste estabilidade Determinante
4
P Estabilidade Estabilidade D
H Wi 11, 912, 922 Linear Nao-linear
-0,261736
0,001  gadooss 1.75474 Estavel Estavel 0,949968
' -2,62699
-0,27439
0,002 832;282 1,70153 Estavel Estavel 0,942018
' -2,67302
-0,288088
0,003 g’gzgggf 1,64386 Estavel Estavel 0,934075
! -2,72307
-0.431652
0,01 8’382;‘212 -1,03445 Estavel Estavel 0,881597
' -3,25754
-1,8172
0,02 8%32852 5,08713 Estavel Estavel 1,17873
’ -8,6287
0,0925806
0,03 +0,511255 -5,27014
-0,51333
0,0476769
0,04 +0,508807 -1,68694 N&ao se aplica
-0,291382
0.0016763
0,05 +0,554465 -1,55813
-0,441407
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5 CONCLUSAO

Neste estudo procuramos dar énfase a construcdo de um método analitico
computacional para determinacdo de formas normais de sistemas
hamiltonianos. Como visto, o método foi aplicado ao estudo do ponto de

equilibrio L4 no problema fotogravitacional circular restrito dos trés corpos.

A determinagcdo da posicdo e velocidade do corpo pequeno € um problema
complexo e é dificil de se obter solu¢des analiticas, mesmo aproximadas.
Quando tratamos de problemas desta natureza uma das preocupacdes esta
relacionada a estabilidade do movimento quando consideramos a radiacdo de
um dos corpos ou até mesmo quando ambos emitem esta radiacdo. Entdo
como vimos uma das aplicacdes deste estudo também esta na grande
facilidade em determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio sem a

necessidade das solucdes analiticas para a posicéo e velocidade.

Comparando os resultados obtidos, para o problema classico dos trés corpos,
apresentado por varios autores, dentre eles Szebehely (1984), foi comprovada
a eficacia e a precisdao do método aqui apresentado. Dessa forma, o método
analitico de normalizacdo de sistemas hamiltonianos com dois graus de
liberdade pode ser utilizado para qualquer sistema hamiltonianano de qualquer
natureza e ser estendido para trés graus de liberdade.

No que se refere ao estudo de estabilidade, conhecendo-se o ponto de
equilibrio a ser estudado e os coeficientes da hamiltoniana de ordem 3 e 4, a

estabilidade néo-linear pode ser verificada.

Para o estudo da estabilidade do ponto triangular L4, como aplicacdo do método
desenvolvido as seguintes conclusdes foram obtidas, com base na radiagc&o

emitida pelos corpos:

1) Apenas o corpo de menor massa emite radiagao:
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ii)

iv)

Quando a razédo entre a radiagédo e a forga gravitacional ocorre entre o
intervalo 0<fr/fg<0,5 em relacdo ao corpo m;, sempre existira um valor
para razdo de massa no intervalo 0,016<u<0,023 onde o ponto L4 €

instavel no sentido de Liapunov(D=0).

A instabilidade que aparece devido a ressonancia 2:1, em todos os
estudos apresentados, nédo € eliminada com a perturbacdo provocada

pela radiacdo e pela forca gravitacional.

A instabilidade de L, devido a ressonancia linear 1:1 é eliminada quando
a razdo entre a radiacdo e a forca gravitacional esta no intervalo
0,1<fr/fg<=0,2.

Apenas corpo de maior massa emite radiacao:

Quando a razéo entre a radiacdo e a forca gravitacional esta no intervalo
0<fr/fg<0,5 da massa m, sempre vai existir um valor para razdo de
massa no intervalo 0,012<u<0,023 em que L4 € instavel no sentido de
Liapunov (D=0).

A instabilidade que aparece devido a ressonancia 2:1 ndo é eliminada
com o efeito da radiacdo e da forca gravitacional.

A instabilidade de L, devido a ressonancia linear 1:1 é eliminada quando
a razao entre a radiacdo e a forca gravitacional assume valores no

intervalo 0,1<fr/fg<=0,5.

Ambos os corpos emitindo radiagéo:
L, é totalmente estavel quando a razdo entre a radiacdo e a forca
gravitacional é fr/fg= 0,5 simultaneamente para m1 e m2.
Uma pequena variacdo da radiacdo neste caso possui uma contribuicao
significativa na existéncia ou na destruicdo da estabilidade de L,.
Quando a razao entre os fatores de reducao de m; e m;, € igual a 0,45,

0 ponto L4 sera apenas instavel na ressonancia 2:1.
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e Quando fr,/fg;=0,5(menor massa) e fr,/fg, =0,8(maior massa), o ponto L4
sera Liapunov instavel em 4 valores no intervalo 0,0138<u<0,02876 (um

deles na ressonancia 2:1).

O estudo apresentado para verificar 0 comportamento da estabilidade do ponto
L, para o caso fotogravitacional pode ser estendido para os demais pontos

Lagrangianos.

5.1 Perspectivas futuras

Apés a realizacdo deste estudo observamos que algumas abordagens tedricas
e fundamentais para o aperfeicoamento do modelo no que se refere a precisao
podem ser consideradas. Dentre elas, podemos destacar:
e Realizando um nova formulacdo no modelo apresentado podemos
estudar a contribuicdo dos termos de ordem superior a 4;
e Aplicar a o modelo para o estudo do comportamento da estabilidade dos
demais pontos lagrangianos;
e Introduzir no problema fotogravitacional o efeito de Poyting Robertson
para o estudo da estabilidade dos pontos lagrangianos.
e Utilizando o programa e a metodologia, ambos aqui desenvolvidos,
realizar o estudo da estabilidade da Orbita de um satélite que esteja
localizado em uma orbita congelada;

Estudar a estabilidade do movimento de atitude de um satélite devido a

presséo de radiagéo solar;

Lembramos que todas as aplica¢cfes citadas acima partem da determinacdo de
pontos de equilibrio para os quais se deseja estudar a estabilidade. Nem
sempre € facil ou mesmo possivel a determinacdo deles. Ressaltamos que
uma das contribuicbes importantes deste trabalho foi construir um programa
que fornece, a partir do fornecimento da expressdo analitica de uma

hamiltoniana (para qualquer sistema hamiltoniano), os pontos equilibrio do
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sistema (quando possivel), a expressdo analitica para a forma normal da

hamiltoniana e o comportamento da estabilidade dos pontos de equilibrio.
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APENDICE A -RESULTADOS NUMERICOS DA ESTABILIDADE LINEAR E
NAO LINEAR DO PROBLEMA FOTOGRAVITACIONAL CIRCULAR
RESTRITO DOS TRES CORPOS

As Figuras (A.1), (A.2), (A.3), (A.4), (A.5) e (A.6) complementam o estudo da
estabilidade linear do ponto L4, apresentado no capitulo 4, para diversos

valores do fator de reducéo.
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A.2 REGIAO DE ESTABILIDADE NAO-LINEAR PARA DIVERSOS VALORES
DO FATOR DE REDUGAO k; PARA k;=1(CORPO M1 EMITINDO
RADIACAO).
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Figura A. 7- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade néo-
linear parak; = 0,9 e Kk, = 1.
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Figura A. 12- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade n&o-linear para
K1:0,4e’€2:1.

Figura A. 13- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade ndo-linear para
K1=0,3el€2=1.
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Figura A. 15- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade nao-linear para
K1=0,1el€2=1.
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A.3 REGIAO DE ESTABILIDADE NAO LINEAR PARA DIVERSOS VALORES

DO FATOR DE REDUGAO k,PARA k;=1 (CORPO M2 EMITINDO
RADIACAO)
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Figura A. 17- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade ndo-linear para
K1:16K2:0,8.

120



3t

of

1t r

1 1 ./ 1 1 1 #
0.01 02 . 0.04 0.05

~1F
2L
—3[

Figura A. 18- Dependéncia do determinante D vs u: andlise de estabilidade nédo-linear para
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Figura A. 19- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade nao-linear para
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K1=16K2=O,3.
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A.4 REGIAO DE ESTABILIDADE NAO LINEAR PARA DIVERSOS VALORES
DO FATOR DE REDUCAO k, e k, (CORPO M1 E M2 EMITINDO RADIACAOQO)
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Figura A. 25- Dependéncia do determinante D vs p: analise de estabilidade ndo-linear para
K, =05ex, =09
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APENDICE B- RESULTADOS ANALITICOS

B.1 Funcdao geratriz para hamiltoniana com 3 graus de liberdade

3 . 2 2 . 3
T xh1300000 + 3ix{y1h1,3,0,0000  3%¥1Yi 11,300,000, + fyi h1.3,0,0,0,0,0

G3=2\/§(

3(1)1 w1

wq

3(1)1

2 3 2 ) 3
! h20,3,00,0,0 n 3x1Y1h12,0,3,0,0,0,0 _ 3ix1y1 h2,0,3,0,0,0,0 n Yih203,0000
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w1 3(1)1

3 52 2 2,3
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3(1)2 Wy

Wy 3(1)2

e 3 2 .2 3
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3(1.)2 ()]

() 3(1)2

3 52 2 7,3
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—2(1)1 — Wy 2(4)1 — Wy [O))
2 2 2 2
_ 21x1Y1Y2h92,0,01,00  X1¥2N92001,00 = XTX2R920,0,1,0,0
(O —20)1 + () 2(1)1 + (O

2 e 2
x1%3110,2,0,0,0,1,0 ”x1}’3h10,2,0,0,0,1,0+

21x1X3Y1110,2,0,0,0,1,0

—2(1)1 — 0)3 20)1 — 0)3 (1)3
2 2 2
_ 2x1Y1Y3110,2,0001,0  X3¥1 110200010  IV1Y3h1020001,0
w3 —2(1)1 + w3 20)1 + w3

2 .2
Yiy3hi1,200001  X3Y1111,2,0,00,01 "

2x1x3Y1h11,2,0,0,0,0,1

—2(1)1 — W3 2(1)1 — W3 w3
2 2 )
_ 21x1y1Y3h11,2,0,0001 . ¥1Y3M11,2,00,00,1 . IXTX3R11,2,0,0,0,0,1
(1)3 —2(1)1 + (1)3 2(1)1 + (1)3

)
iy{y2h12,0,2,1,0,0,0
—2w1 — Wy

+
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%Y1 R12,02,1,00,0 + 20x1%2¥1112,02,1,000  2%1Y1Y2M12,0,2,1,000 + ixfy2h12,0,2,1,00,0
201 — wy ) ap) —2w1 + Wy
x12x2 h12,0,2,1,0,0,0 " Z7x12xz h13,0,2,0,1,0,0 N x12y2 h13,0,2,0,1,0,0
2w1 + wy —2w1 — Wy 2w — woy

2 .2
n 2x1%2Y1h13,0,2,0,1,0,0 _ 2ix1y1Y2113,02,01,00 . P21 h13,0,2,01,0,0
()} Wy —2w1 + (0}
2 2 o
YiY2h13,0,2,0,1,00 n X3Y1 114,020,010 N 21ix1%3Y1114,02,0,0,1,0
2(1)1 + ()} 20)1 — W3 w3

72 2
_ 2x1Y1Y3M1402,0010 | IX{Y314,0,2,0,01,0 | X1 X3M14,0,2,0,0,1,0
w3 —20)1 + w3 20)1 + w3

) ) 2
Iyyys h14,o,2,0,0,1,0 n IX1X3 h15,0,2,0,0,0,1 n X1Y3 h15,o,2,0,0,0,1
2(1)1 + w3 —2(,()1 — W3 20)1 — W3

, )
n 2x1x3}’1h15,0,2,0,0,0,1 _ 2Mx1Y1Y3 h15,0,2,0,0,0,1 IX3Yy1 h15,0,2,0,0,0,1
w3 w3 —2wq1 + w3

2 . 3 2 )

n Yiy3 h15,o,2,0,0,0,1 n Ix; h16,0,0,2,1,0,0 " X2Y2 h16,0,0,2,1,0,0 _ IX2Yy> h16,0,0,2,1,0,0
20.)1 + w3 30.)2 ()} ()}
3 2 2 2

¥ hi6,0021,00 X2%X3h17,00,2,0,1,0 " ix5Y3h17,0,0,2,0,1,0

30)2 —2(1)2 — W3 20)2 — W3

2 2
n 2ix3%3Y2117,0,0.2,0,1,0 _ 2%2Y2Y3117,00201,0  X3Y2h17,00201,0
w3 w3 —2(1)2 + w3
) 2 )
fy5y3h17,0,02,01,0 n Y5Y3h180,0,2,00,1 n ix3y5 h18,0,0,2,0,0,1
2(1)2 + (1)3 _20)2 — (l)3 2(1)2 - (l)3

. 2
n 2%2%3Y> h18,0,0,2,0,0,1 _ 211x23’2y3h18,0,0,2,0,0,1 X2¥3 h18,0,0,2,0,0,1
w3 w3 —2(,()2 + w3
P 2 B
x5 x3h18,0,0,2,00,1 " X3Y51190,0,02,1,0 N 2ix3%3Y2h19,0,0,0,2,1,0
2(1)2 + (4)3 2(1)2 — (4)3 (4)3

) 2
_ 2%2¥,3 h19,0,0,0,2,1,0 IX3y3 h19,0,0,0,2,1,0 X2 X3 h19,0,0,0,2,1,0
w3 —2(,()2 + w3 20)2 + w3

) ) 2
_y2ys3 h19,00,0,210 = 1xX5X3h20,00,0,201 n x5Y3120,0,0,0.2,0,1
2(1)2 + w3 —2(1)2 — W3 2(1)2 — W3
, .2
n 2X2X3Y2120,0,00201  28%2Y2Y3120,0,0,0,2,0,1 N 133 120,0,0,0,2,0,1
0)3 (1)3 —2(1)2 + (1)3

2 2 3 2 22
Y5Y3h20,0,0,0,2,0,1 n 1x3h21,0,0,0,0,2,1 n x5Y3h21,0,0,0,0,2,1 _ IX3y3 h21,0,0,0,0,2,1
2(1)2 + (1)3 3(1)3 0)3 (1)3
3 3 2 2 2
_ ¥3ha1,00,0021 N X{ "22,1,2,0,0,0,0 N 1X{Y1h22,1,2,0,000  X1¥1122,12,000,0
3(1)3 3(1)1 wq w1

Y3 h22.1,2,0,0,0,0 4 20x1X2¥2123,1,02,000  2%2Y1Y2123,1,02,00,0
3w, w1 w1
x1x§ h23,1,0,2,0,0,0 961}’22 h23,1,0,2,0,0,0 ﬁxzz ¥1h23,1,0,2,0,0,0
—wq — 2wy w1 — 2w, —wq + 2w,

o 2 o
Iy1Y5 123102000  20%1%2Y21241,0,0,2,0,0 _
w1 + 2(1)2 w1
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2x2Y1Y2h24.1,0,0,2,0,0

e 2
ix5Y1h241,0,0,2,0,0

2 2
X1Y2 h24,1,0,o,2,o,0 X1X2 h24,1,0,0,2,0,0

w1

w1 — 2(,()2

—wq + 20)2 wq + 2(,()2

o 2 o
_ nY3hosn00200 | 20X1X3Y3R251,00020  2%3Y1Y3M25,1,000,20

(4)1 + 2(1)2 (1)1 (1)1
2 . 2 2
X1x3h251,0,0020 . 1X3Y1h251,00,0,2,0 _X1)3 h251,0,0,0,2,0
—Ww1 — 2(4)3 —w1 + 2(1)3 —w1q + 2(1)3
o 2 o
y1y3 h25,1,0,0,0,2,0 20x1x3Y3 h26,1,0,0,0,0,2 _ 2x3Y1Y3 h26,1,0,0,0,0,2
w1 + 2(1)3 wq wq
5 2 . 2 2
iy1Y5h26,1,00,002 . 1X5Y1h261,0,0002 = X1Y3126,1,0,0,00,2
—wq1 — 2(1)3 w1 — 2(1)3 —w1 + 2(1)3
2 o
X1X3h26,1,0,0,002 | 2X1%2Y2127,0,1,2000  20%2Y1Y2127,0,1,2,000
w1 + 2(,()3 wq w1

2
Y1Y3127,0,1,2,0,0,0

2 e 2
x5¥1h270,1,2,000  X1Y5127,01,2,0,00

—wq — 2(1)2

. 2
ix1x5h27,0.1,2,0,0,0

w1 — 2(1)2 —wq + 2(1)2

2X1%2Y2128,0,1,02,00  20%2Y1Y2128,0,1,02,0,0

w1 + 2(1.)2 w1 w1
.2 . 2 2
ix1x5h2801,0200 . 1X1Y5h2801,0200 X2Y1h2801,02,00
—wi{ — 2(1)2 w1 — 2(1)2 —wq + 2(1)2
2 o
Y1Y3128,0,1,0200 | 2X1X3Y3M290,1,0020  28X3Y1Y31290,1,002,0
wq + 2(1)2 w1 w1

2
Y1Y5h29,0,1,00,2,0

2 . 2
x5Y1h2901,0020 = 1X1Y5h29,0,1,0,02,0

—w1 — 2(4)3

.2
iix1 x5 h290,1,0,0,2,0

w1 — 2(1)3 —wW1 + 2(1)3

2%1X3Y3M30,0,1,0002  20%3Y1¥3M30,0,1,00,0,2

w1 + 2w3
)
ix1Y5130,0,1,0,0,0,2

w1 w1

2 )
x5¥1h30,0,1,0,002  1X1X5h30,0,1,00,0,2

w1 — 2(4)3

2
Y1Y5130,0,1,0,0,0,2

—wW1 + 2(1)3 w1 + 2(1)3

3 2 2 2
x5 h31,0,0,1,2,0,0 n 1x5Y2h31,0,0,1,2,0,0 _X2Y2 h31,0,0,1,2,0,0

w1 + 2(1)3

3(4)2 [O)) (0))

20x2X3Y3R32,0,0,1,020  2X3Y2Y3M32,0,0,1,02,0

. 3
iy5h31,0,0,1,2,0,0 n
3(1)2

2
X2%35132,0,0,1,02,0

w3 w3

2 . 2
X2Y5h32001,020  1X5Y2132,001,02,0

—Wy — 2(1)3

.2
1y,y5h32,0,0,1,0,2,0

wy — 2(1)3 —w>y + 2(1)3

20x2%3Y3133,001,002  2X3Y2Y3M33,0,0,1,0,0,2

()} + 2(1)3 (O (O
PR . 2 2
iy,y5h33001,002  1X5Y2133001,002  X2Y5133,0,01,0,0.2
—Wy — 2(1)3 wy — 2(1)3 —w>y + 2(1)3
2 P
X2X3R33,001,002 | 2%2X3Y3134000120  20X3Y2Y3M34,0,0,0,1,2,0
(l)z + 2(4)3 (1)2 (1)2
2 2 . 2
V2Y3 h34,0,0,0,1,2,o X3Y2 h34,0,0,0,1,2,0 IX2Yy3 h34,0,0,0,1,2,0
—Wy — 2(1)3 wy — 20)3 —wW>y + 2(,()3
o 2 o
Bx3X3 34,000,120 | 2%2X3Y3N35,000,102  28X3Y2Y3M35,0,0,0,1,0,2
(4)2 + 2(4)3 8(1)2 (1)2
s 2 PR 2
ix;x35h350001,02  1X2V3 :;’1235,0,0,0,1,0,2 x5Y2135,0,0,0,1,0,2
—(1)2 - 2(4)3 (1)2 - 2(1)3 —(1)2 + 2(1)3



2 3 52 2
Y2Y3 135000102 |, ¥3136,0,000,1,2 n 1x3Y3h36,000012  X3Y3136,0,000,1,2

(0)) + 2(1)3 3(4)3 w3 w3
53 2 2 )
_ Iy3 h36,0,0,00,1,2 n YiY2h37,1,1,1,000 n X1Y2h37,1,1,1,0,0,0 n 1x2Y1 137,1,1,1,0,0,0
3(4)3 —2(4)1 — Wy 2(1)1 — Wy —2(1)1 + (0))

. 2 2 2 2
”x1x2h37,1,1,1,0,0,o+}’1}’2h38,1,0,1,1,o,o ix1Y5 h38,1,0,1,1,0,0

2(1)1 + (0} —wq1 — 2(1)2 w1 — 2(1)2
2 22
x5Y1h3810,1,1,00  x1X5h38101,1,00  Y1Y2Y31391,001,1,0
—wq + 2(1)2 w1 + 2(1)2 —W1 — Wy — W3
n ix1Y2Y3139,1,0,0,1,1,0 n X1x3Y21391,0,0,1,1,0 n X1X2Y31391,0,0,1,1,0
w1 — Wy — W3 —(1.)1+(1)2—(1)3 w1+w2—w3
n ix3Y1Y2139,1,0,0,1,1,0 n ix2y1Y3139,1,001,1,0 . X2%3Y1139,1,0,0,1,1,0
—(1)1—(1)2+(l)3 (1.)1—0)2"'0)3 —(1)1+0)2+(U3
- 2 2 2
ix1x2%31391,0,0,1,1,0 N Y1Y5h401,0001,1 . 1X1Y35h40,1,0,0011
w1 + ()} + w3 —wi — 2(1)3 w1 — 2(1)3
2 e 2 5 2
xX5Y1h40,10001,1  Ix1X5h4010001,1  DV1Y2N41,0,1,1,1,00
—wq + 20)3 wq + 2(1)3 —Wwq — 2(1)2
2 ) 2
X1Y2 h41,0,1,1,1,0,0 Ix3 y1h41,0,1,1,1,o,o X1X2 h41,0,1,1,1,0,0
w1 — 20)2 —wq + 20)2 w1 + 20)2
n 1y1Y2Y3142,0,1,0,1,1,0 n X1Y2Y3142,01,0,1,1,0 n X2Y1Y3142,0,1,0,1,1,0
—W1 — Wy — W3 W1 — Wy — W3 —(1)1+(1)2—(l)3
n X3Y1Y2h42,01,0,1,1,0 n Ix1X2Y3M42,0,1,0,1,1,0 n fx1x3Y2M42,0,1,0,1,1,0
(1)1+(1)2—(A)3 —(1)1—(1)2+(1)3 (1)1—(1)2+(1)3
2 2
n ixyx3Y1M42,0,1,0,1,1,0 N X1X2%3h4201,01,1,0  X1Y3M43,0,1,0,01,1
—(1)1+(1)2+(1)3 (1)1+(1)2+(1)3 (1)1—2(1)3
. 2 2 P
ix5y1ha301,001,1  X1%3h43,0,1,0,0,1,1 _Iy1y3 h43,0,1,0,0,1,1
—wq + 20)3 wq + 20)3 w1 + 2(1)3
2 2 . 2
n V5YV3has001110  X2V3haa00111,0  1X3Y5hR44.001,1,1,0
—2wy — w3 24— w3 —2w; + w3
) 2 )
x5 x3M440,01,1,1,0 n V2Y5has 001,011  1X2Y5h45001,01,1
2(1)2 + (1)3 —Wy — 2(1)3 Wy — 2(1)3

2 . 2 = 2
X3Y2 h45,0,0,1,0,1,1 IXpX3 h45,0,0,1,0,1,1 Iy,y3 h46,0,0,0,1,1,1
—w»y + 20)3 w- + 2(1)3 —Wy — 2(1)3

2 = 2 2
X2Y5h46,0,0,01,1,1 " 1x5Y2h46,0001,1,1 . X2X5h46,0,0,01,1,1
(1)2 — 2(4)3 —(UZ + 2(1)3 (UZ + 2(1)3
) 2 2
n X1 Y2 ha7,1,1,0,1,0,0 N X2Y1 47110100  X1%2R4711,01,00
2(4)1 - (4)2 —2(1)1 + (1)2 2(1)1 + (1)2

= 2 2 2
yyy» h47,1,1,0,1,0,o n YiYy3 h48,1,1,0,0,1,0 n X1Y3 h48,1,1,0,0,1,0

2w1 + wy —2w1 — w3 2w1 — w3
PR ) )
ix3y1h4g 11,0010 = X7 X3M481,1,0,01,0 i X1 Y3h49,1,1,0,0,01
—20)1 + (1)3 20)1 + 0)3 2(1)1 — (1)3
2 2 )
X3Y1 149110001 X1 X3h491,1,0,001 _yiys h49,1,1,0,0,0,1
—2(1)1 + w3 2(1.)1 + w3 2(1.)1 + w3
n Y1Y2Y3150,0,1,1,0,1,0 n X2X3¥Y2850,0,1,1,0,1,0 n ix2y1Y3150,0,1,1,0,1,0
—W1] — Wy — W3 w1 — Wy — W3 —(1.)1+(1)2—(1)3

X1%2Y3hs50,0,1,1,0,1,0 N ix3y1Y2hs50,0,1,1,0,1,0 N X1%3Y2h50,01,1,0,1,0

+
(1)1+(1)2—(1)3 —(1)1—(1)2+(l)3 (1)1—(1)2+(1)3



ix1Y2Y3h50,0,1,1,01,0 . 1X1%2%3R50,01,1,0,1,0 n xX1Y2Y3hs51,01,1,001  1X1%X3Y2h51,0,1,1,0,0,1
—(1)1+(1)2+(l)3 (1)1+(l)2+0)3 0)1—0)2—(1)3 —0)1+(l)2—(1)3

fx1%2y3R51,0,1,1,0,0,1 n x3Y1Y2151,0,1,1,0,0,1 +x2}’1J’3h51,0,1,1,0,0,1
w1+ wy — w3 —w1 — Wy + w3 w1 — Wy + w3

n fx;%3Y1hs51,0,1,1,0,0,1 N x1X2%3R51,0,1,1,0,0,1 _ Iy1Y2Y3h51,0,1,1,0,0,1
—(1.)1+(1)2+(U3 (1.)1+(1)2+(J)3 (1)1+(1)2+(1J3

) ) 2
Iy5y3hs2,0,0,1,1,0,1 n ix5y3hs20011,01 . X3Y2 152,001,101
—20.)2 — 0)3 2(1)2 — (1)3 —2(1)2 + 0)3

x§x3h52,0,0,1,1,0,1 n x1%2%3M53.1,0,1,0,1,0 n x1Y2¥3Ms53,1,0,1,0,1,0
2w, + w3 —Ww1 — Wy — W3 W1 — Wy — W3
N X2¥1Y3M53,1,0,1,0,1,0 N fx1%2Y3Ms53,1,0,1,0,1,0 n x3Y1Y2Ms53,1,0,1,0,1,0
—(1.)1+(IJ2—(1)3 (1)1+(,I)2—(U3 —(1)1—(1)2+0)3

+”x1x3J’2h53,1,0,1,0,1,0 0x,x3Y1h531,01,01,0 . 1V1Y2Y3R53,1,0,1,0,1,0
(1.)1—(1)2+(U3 —0)1+(l)2+(l)3 0)1+0)2+(1)3

N Iy1Y2Y3h541,0,0,1,0,1 N ix2%3Y1M54.1,0,0,1,0,1 n X2Y1Y3M541,0,01,0,1
—(1)1—(1)2—(1)3 0)1—0)2—0)3 —0)1+a)2—(1)3

+ﬁx1x23’3h54,1,0,0,1,0,1 +x3)’1}’2h54,1,0,0,1,0,1 +l7x1x3y2h54,1,0,0,1,0,1

(1)1+(A)2—(U3 —(1)1—(1)2+0)3 a)l—a)2+w3
x1Y2Y3M541,00,1,01 | X1X2%3Rs541,00,1,0,1 N fx1%2%3hs5,0,1,0,1,0,1
—(1.)1+(1J2+0)3 (L)1+(1)2+(,L)3 —W1 — Wy — W3
N fx1y2Y3hs55,0,1,0,1,0,1 N fx2y1Y3hs5,0,1,0,1,0,1 n x1%2Y3Rs550,1,0,1,0,1
w1 — Wy — W3 —w1 + wy — w3 w1+ Wy — w3
N x3y1Y2hs55,0,1,0,1,0,1 N X1X3Y2Ns550,1,0,1,01 | X2X3Y1155,0,1,0,1,0,1
—w1 — Wy + w3 w1 — Wy + w3 —w1 + wy + w3
N Y1Y2Y3hss5,0,1,0,1,0,1 N Y1Y2Y3hs6,1,0,1,0,0,1 " fx1y2Y3hs6,1,0,1,0,0,1
w1 + Wy + w3 —W{ — Wy — W3 W] — Wy — W3

N sz)’13’3h56,1,0,1,0,0,1 N IX3Y1Y2 h56,1,0,1,0,0,1 n X1X2Y3 h56,1,0,1,0,0,1
—(1.)1+(1J2—0)3 (1)1+(1)2—(1)3 —0)1—0)2+(A)3

N X1X3Y2h561,0,1,00,1 " X2X3Y1h56 101,001  DX1X2X3R561,0,1,0,01
(1.)1—0)2+0)3 —(1)1+(l)2+(l)3 (1)1+(l)2+(l)3
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B.3 Coeficientes da hamiltoniana, Z4, na forma normal para trés graus de
liberdade

611 (w1, w2, w3)

3h3,1,2,0,0,0,0
= —h3,3,0,0,0,0,0(—8 a) ) + 3 (h4,0,4,0,0,0,0 1 P4.4,00,00,0)
1

15 3h

2 2 3,2,1,0,0,0,0
16w, (h33,0,0,000 t 15030,000) + 13030000(——5—)
1

8(1)1

2 2 2 2
16w, h3 210000+ (N52,01,000 * 13200100 + 13200010
1

Y ) —8wf + 3w )+ h (—2w1w2h47,1,1,0,1,0,0)
3,2,0,0,0,0,1 3,0,2,1,0,0,0
o0 64w?w, — 1603 320w¢w, — 8w
2
(—8wi + wz)h3,0,2,0,0,1,0 + 2w1w3h31,1,00,0.1
+ h320,0,0,1,0( > 3 )

2 2
(—8wi + wz)h3,0,2,0,1,0,0 - 20)10)2}13,1,1,1,0,0,0

+ h92,0,0,1,0,0( )
2,0,0,1,0, 2 3
32wiw, — 8w,
_n (3h22,1,2,0,0,o,o)
1300000 = o,
2 2
L (—8wi + w3)h3021,000 + 2W1w2h31101,00
+ h320,1,0,00( 3 )

32w?w, — 8w

2 2
(—8w7i + w3)h3020001 — 2W01W3h311,001,0

+ 13,2,0,0,0,0,1( 32w12w3 — 8w33 )

L 2w1wzh311,1,000 2w1w3h4911,00,01
+ 13,0,2,01,0,0( 3 ) — h3,0,2,001,0( =)
32wlw, — 8w 32w?w; — 8w3
5 , —8w? + 3w}
+ (13,020,010 + 13,0,2,0,00,1)( 3)

64w fwg - 16w3

2w1w3h311,001,0

...... 2

+ h3,0,2,0,0,0,1( 320) ) 8(1) ) - ( )h3,1,2,0,0,0,0
1WwW3 — 3

+ (

[0}
2 2 2
10l — 16w2 16w2)(h3,1,1,1,0,0,0 + h3511,01,00) + (R311,0001
1 2

+ h§,1,1,0,0,1,0)(W)
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622 (w1, w2, w3)
3
=3 (h4,0,0,0,4,0,0 T N4,0,04,000) T+ 3 h4.0,0,2,2,0,0

33001200 L 3h3,0,0,1,2,00 ,
- 3,0,0,3,0,0,0 — ,0,0,5,0,0,
8(1)2 8(1)2 3,0,0,3,0,0,0

15 (h Y ) — 3h3,0,0,2,1,0,0 L
" Tow, (3003000 5000300) =g "= 13000300

3 2
- h3002100
16(1)2 ,0,0,2,1,0,

2 2
(—8w3 + w3)h30,0021,0 + 20W2w3h3001,1,01

+ h3,0,0,2,0,1,0( 32wiw; — 8w3 R

2 2 2
+ (h30,02010 + P30, 2 001t h3,0,0,0,2,1,0
3000201 v 2w3—16w3
(—80)2 +w3)h3000201 — 2wyws3h30011,1,0

+ h18,0,0,2,0,01 ( 320205 — 803 )

—2wyw3h3001,1,01 2w3w3h3001,1,1,0

+h +
3,0,0,0,2,1,0( 320)20)3 8(1)3 ) 3000201( 32 ng 80)3)

2 2
+ (h31,02000 + P31,00200 T h27,0,1,2,0,0,0

_3(1)1 + 8(1)2

h
+ 3010200)(16( o 4w1w2))

2
(wf — 8wH)h3100200 + 20102h30,111,0,0

+h -
3,1,0,2,0,0,0( 8(w} — 4w, w?) )

w1w2h3011100

+h ¢ )
3,1,0,0,2,0,0 4(0} — da,wd)

2
+h (—(w1 —8w3)h301,0200 t 2w1w2h3,1,0,1,1,0,0)
3,0,1,2,0,0,0 8(w? — 40,00

w1wW2h31011,00

2
+h3010200(_ h3001200
v LY,a,Y, 4(0)1 40)10)2 160)2 »J,u,1,4,U,

- 20)1 5 (5101100 + h5011,1,00)
16(w? — 4w) © 10100 TIR0LLLO

+—w3 (h5001110 + R50011,01)
640)%_160)% ,0,0,1,1,1, ,0,0,1,1,0,
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833 (w1, Wz, w3) = (6wF W3 W3hg 0004 — 24T Waw3ho 00004 — 240103 W3M0 00004
+ 96w wpw3h0,00,0,04 + 20 W3 W3ho 00,022 — BWT W2 W3R 0,002,
— 8w wiwiho 0,022 + 3201 w30 00,022 + 6wWIWiW3R 00040
— 24w w03 o 0,0,040 — 24w 03030 00,040 + 96W1W2w3R00,00.4,0
+ 2plq2wiwiwshygo122 — 8pla2wiw,wihy oo 1,22
- 8p1q2w1w3w§h1,o,0,1,2,2 + 32p1q2w1w2w§’h1,0,0,1,212
+2p12qlwi wiwshy 19022 — 8p12qlwiw,wihs 100,22
— 8p12qlwiwiwihy 10,022 + 32p12qlw o w3hy 1002,
— 15wiw3hE 00030 + 60wT ww5hE 00030 + 60w w3W5hE 00030
— 24001 wow3hE 000,30 — 1503 W3hE 00,0003 + 60w w2035hE 000,03
+ 60w w3 w5hE 00,003 — 240w1ww3hE 00003
- 60)% w% h6,0,0,00,03M21,00,00,21 240)% w32 (U?z, h6,0,0,0,0,03M121,0,0,0,0.2,1
+ 24013 W5h6,0,0,0,0,03121,0,0,0021 — 96W1 W W3R6.0,00,0,03121,00,0,021
— 3wiw3h31000021 + 1207 W2035h51 000,021 + 120103 035h51 000,021
- 48w1w2w§h%1,0,0,0,0,2,1 - 30’%“’%0)3’1%5,1,0,0,0,2,0 + 120’%“’20)%%5,1,0,0,0,2,0
+ 8w3w3h3s 10,0020 — 320203h55 100,020
— 2wiw3wzhys10002,0M26,1,00002 T 8WEW203h251,0,0,02,0M261,0,0,0,02
+ 1603 03 ha5,10,0,0.2,0M26,1,00,002 — 64W23M510.0,0,2,0126,1,00,00,2
— 3wiwiws3hje 100002 + 120fwaw3h36 10,0002 + 8WIW3h36 100,002
— 32w03h56,10,0,002 — 30T W3 W3h5901,0020 + 120FW203h590 10020
+ 8w3w3h3e0,1,00,20 — 320203h590,1,002,0
- 260% w% w3h29,0,1,0,0,2,0130,0,1,0,0,0,2 T 860% wzwgh29,0,1,0,0,2,0h30,0,1,0,0,0,2
+ 1603 03h29,01,0,02,0130,01,0,00,2 — 64W203h29,01,0,02,0730,0,1,0,00,2
— 3wiw3ws3h30,0,1000.2 + 120 ww3h5001,0,002 + 8wW3W3h5001,0,00.2
— 32w,03h50,01,0,002 — 303 W3W3h3500,1,02,0 + 8EW3h3200,1020
+ 1201 05w3h350,0,1,020 — 320103h52,00,1,02,0
— 203 W3 w3h32,0,01,0,2,0133,0,0,1,002 T 1603 03h32.0,010,2,0133,00,1,00,2

2,3 5

+ 8w wi w3 h32,0,0,1,0,2,0h33,0,0,1,0,0,2 — 64w w3 h32,0,0,1,0,2,0h33,0,0,1,o,0,2
3.2 2 3,352 2,312

— 3wiwiw3h3300,1,002 + 8wWiw3h33001,002 + 12010503R353001,0,0.2

5,2
— 32w1w3h330,01,002 —
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3.2 12 3 3,2 2 3.2 52
Wy W W3M540001,20 + 8w W3N3540001,20 + 12010503h3400,01,20 — 320W1W3h5400,01,2,0
3. 2 3, 3
— 2w7 w5 W3h3400,01,201350001,02 T 16w W3h340001,20135,0,0,0,1,0,2
2,3 5
+ Bwjwiw3 h34,0,0,0,1,2,0h35,o,0,0,1,0,2 — 64w w3 h34,0,0,0,1,2,0h35,0,0,0,1,0,2
3.2 12 33,2 2, 3,2
— 3wiwiw3h3s0001,02 T 8wiw3h3s0001,02 + 12010503R55000,1,0,2
52 3 3
— 32w w3 h35,0,0,0,1,0,2 — 6w7W3N500,0,03,0M36,0,0,00,1,2
3 2 3 2
+ 2407 w035 h5,0,0,0,0,3,0h36,0,0,0,0,1,2 + 24w w3035 h5,0,0,0,0,3,0h36,0,0,0,0,1,2
4 3 3,2
— 96w ww3hs500,00,3,0136,0,0,0,0,1,2 — 30T W31560,0,00,1,2
3 2,2 3 2.2 472
+ 1207 ww5h560,0,0,0,1,2 T 12010505756 00,0012 — 48w W2W3h560,0,0,0,1,2
3 2 4
+ 4601002w3h29,0,1,0,o,2,oh4o,1,0,0,0,1,1 — 16w wyw3 hz9,o,1,o,0,2,0h40,1,0,0,0,1,1
3,2 4
—4dw1w;w3h30,01,0,0,02M140,1,0,00,1,1 T 16W1Ww3h3001,00,02M140,1,00,0,1,1
2.3 2 2 3,2
— W1Ww; w3h40,1,0,0,0,1,1 + 4dwiwyw3 h40,1,0,0,0,1,1
3,2 4
- 4601002603’125,1,0,0,0,2,0h43,0,1,0,0,1,1 + 16w wyw3 h25,1,o,o,o,2,0h43,0,1,0,0,1,1
3,2 4
+ 4w w3 w526 1,0,0,0,02M143,0,1,00,1,1 — 16W1WW3hR2610,00,02M43,0,1,0,0,1,1
2.3 2 2 3,2
— W1Ww; w3h43,0,1,0,0,1,1 + 4dwiwyw3 h43,0,1,0,0,1,1
3 2 4
+ 4wiwaw5h340,0,01,2,0M45,001,01,1 — 16W1Ww3h3400,01,2,0M45,0,01,0,1,1
3 2 4
— 4wiww5h35000,1,0,2145,00,1,01,1 + 16W1ww3h3500,01,0,2145,0,0,1,0,1,1
3.2 2 2. 3,2
— Wi w3 C03h45,0,o,1,0,1,1 + 4w wiw3 h45,0,0,1,0,1,1
3 2 4
— 4wy w2w3h32,0,0,1,o,2,oh46,0,0,0,1,1,1 + 16w wyw3 h32,0,0,1,0,2,0h46,0,0,0,1,1,l
3 2 4
+ 4wiwaw5h33001,00,2146,0,0,01,1,1 — 16W1Ww3h33001,0,0,2146,0,0,0,1,1,1
3.2 12 2, 3,2
— wiwiw3h460001,11 T 4w1W503h560001,1,1)/ (16w 02 (W1 — 2w3) (W,
— 2w3)w3 (w1 + 2w3)(w; + 2w3))
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812 (w1, w2, w3) = (Bw;waw3hg 20,200 — 50W] W3W3ho 202,00 + 84w W3wW3R0 20200
— 50wiwjwshg 0200 + 8w w3W3ho 20200 — 16W] Ww3ho 202,00
+ 52w w3 w3ho 20,200 + 520 w3w3ho 202,00 — 1601 w5W3R0 202,00
+ 8wiw,w3ho 20,200 — 3403 WIW3R0 202,00 + 8w W3W3ho 20,200
+ 8wiwawshg 22,000 — 50w] W3wshg 220,00 + 84w W3W3h0 220,00
— 50wiwjwshg 000 + 8w w3w3ho 2000 — 160] Ww3ho 220,00
+ 52wi w3 w3hg 22000 + 520 w3wiho 20,00 — 1601 w5W3R0 220,00
+ 8wiw,w3ho 20,00 — 3403 W3W3R0 220,00 + 8w W3W3hg 22000
+ 8wiwawshy 00,200 — 50w] W3wshy 0200 + 84w W3W3hy 002,00
— 50wiwjwshy 0200 + 8w w3w3hs 00,200 — 160] Ww3hy 002,00
+ 520){’(0% w% h2,0,0,2,00 520)% w%wg’ h2,0,0,2,00 — 16w; a)gw% h2,0,0,2,0,0
+ 8wl Wy w3hy0,0,2,00 — 34Wiw3W3hy 00200 + 8w W3W3h200200
+ 8wiwawshy 02,000 — 50w] W3wshy 2000 + 84w w3 W3Ry 020,00
— 50wiwjwshy 000 + 8w w3w3hy 02,000 — 160] ww3h5 020,00
+ 5203 W3 w3 hy 02,000 + 520 w3 w3 ho 020,00 — 1601 w5W3h202.0,00
+ 8wiwaw3hy 20,00 — 3403 WIW3R2 020,00 + 8w W3W3h0200,0
— 24w]w3h3003,0,00M82,01,000 + 1500 W3 W3h3003000M82,0,1,00,0
— 252wi w3w3h3003,000M82,01,000 + 150w wSwsh300300008201,0,00
— 24w1w3wsh3003,0,00M82,01,0,00 + 480] W3h30,0530,0,0M82,01,0,0,0
— 156wF w}w3h3,0,03,0,00M82,0,1,000 — 156w w3w3h30,030,00M82,0,1,000
+ 48w w3 w3 h3.0,03,0,00M82,0,1,000 — 24T W3h300,3,00008,2,01,0,00
+ 10203 wiw3h3,0,03,0,00M82,0,1,000 — 24@10303130,030,00M82,0,1,00,0
— 4wfwywsh§s0,1000 + 240 W3 W3hE 201000 — 360WTW3W3RE 201000
+ 16wiwiw3h§ 201000 + 8w waw3hg 20,1000 — 24wTwW3W3hE20,100,0
— 32wiw3w3h§20,1000 — 40iwaw3hE 501,000 + 16wiw3wWIAE, 01000
— 24w]w3h400,0,3,00M92,0,0,1,00 + 1500 W3 03h40,0,0300M92,001,0,0
— 252wF w3 w3ha00,0300M9,2001,00 T 1503 WS W34 0,0,03,0,0M92,0,01,0,0
— 24w, wg w3h4,0,0,0,3,0,0M9,2,0,01,00 T 480); w% h4,0,0,0,3,0,019,2,0,0,1,0,0
— 156wF w3 w3R4,0,00,3,00M92,001,00 — 156wF w3 w3h4000300M92001,00
+ 48w, a)g w% h4,0,0,0,3,0,0M9,2,0,0,1,00 — 240)15 wgh4,0,0,0,3,0,0 h9,2,0,0,1,0,0
+ 10203 w§w3h4,0,00,3,00M92,001,00 — 240105 W3R400,0300M92,00,1,00
- 40)?6020)3 hg,Z,0,0,l,0,0 + 240)%0)% w3h§,2,0,0,1,0,0 - 366011“’3 w3 h%,z,o,o,Lo,o
+ 16wiwiwshd 001,00 + 8w W w3h§200100 — 240FW3W3hE20.0100
— 32wiw3w3h320,01,0,0 — 40TWw3hE20,0 1,00 + 160f W3 W3hG2001,00
— 24wiw3h3003,0,00M12,0,21,000 + 1500] W5W3h30030,00M12,0,21,0,0,0
— 252wF w3w3h300,3,000M12,02,1,000 + 1500 WSw3h3003,000M12,02,1,00,0
— 24w1wiwsh3003,0,00M12,0,21,000 +
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823 = (—2waw3 (w5 — w5)?(4w3 — 17wiw3 + 4w3) (h23,1,02,0,0,0(M25,100,0,20
+ R26,1,0,00,0,2) T N24,1,002,00(R251,0,00,20 + 126,1,00002) + ("27,01,2,000
+ h28,0,1,0,2,0,0) (129,0,1,0,0,2,0 T 130,0,1,0,0,0,2))
+ 203 (—4w3 (3h3,0,0,3,0,00 (132,001,020 + 133,00,1,00,2)
+ h31,0,0,1,2,00(132,0,0,1,0,2,0 T 133,0,0,1,0,02) + (314,00,0,3,0,0
+ 116,0,0.2,1,0,0) (1340,0,0,1,20 T+ 135,000,1,02)) + 4w3 (W3 (o 0,02,0,2
+ ho,0,0,2,2,0 T 10,02,002 T 10,02,020 T 11,00202) = 316,0,0,0,003M118,0,0,2,0,0,1
— 3h5,0,0,0,0,3,0(117,0,0,2,0,1,0 + 119,0,0,0,2,1,0) — 316,0,0,0,0,03120,0,0,0,2,0,1
— h18,0,0,2,0,01121,0,0,00.21 — 120,0,0,02,0,1121,0,0,00,2,1
— h17,0,0,2,0,1,0136,0,0,0,0,1,2 — 119,0,0,0,2,1,0136,0,0,0,0,1,2)
+ 20,03 2w3 (hop 0202 + 1000220 + 1002002 + 1002020 + PLR100202)
— 6h5,0,00,0,3,0117,0,0,2,0,1,0 — 616,0,0,0,0,0,3118,0,0,2,0,0,1
— 6h5,0,00,0,3,0119,0,0,0,2,1,0 — 616,0,0,0,0,0,3120,0,0,0,2,0,1
— 2h18,0,02,0,01121,0,0,0021 = 2h20,0,0,02,0,1121,00,0,021 — 132,001,0,20
+ 2h32,0,01,0,2,0133,0,0,1,002 = 133,001,002 — 34,0,001,2,0
+ 2h34,0,00,1,2,0135,0,0,0,1,02 = 135,000,102 — 2117,00,2,0,1,0136,0,00,0,1,2
— 2h19,0,0,0,2,1,0136,0,0,0,0,1,2 — 4118,0,0,2,0,0,1144,0,0,1,1,1,0
+ 4R20,0,0,0.2,0,1144.0,0,1,1,1,0 = 45,001,011 — PG600,0,11,1
+ 4h17,0,0,2,0,1,0152,0,0,1,1,01 — 4119,0,0,02,1,0152,0,0,1,1,0,1)
+ w3 w5 (=17w3(ho0,0.202 + 1000220 + 1002002 + 1002020
+ Pp1hy0,0,2,02) T 51h6,0,0,0,00,3M18,0,02,0,01 T 51150,0,0,03,0(117,0,0,2,0,1,0
+ R19,0,0,0,2,1,0) T 5116,0,00,0,03120,0,00.201 T 17h18,0,0,2,0,0,1121,00,00.2,1
+ 17h20,0,0,0,2,01 121,000,021 + 8132,001,020 — 16132,0,0,1,02,0133,0,0,1,0,0.2
+8h3300,1,002 + 8134,00,0,1,20 — 16134,0,0,01,2,0135,0,0,01,02 + 8135.0,0,01,0.2
+ 17h17,0,0,2,0,1,0136,0,0,0,0,1,2 T 17R19,0,0,0,2,1,0136,0,0,0,0,1,2
+ 2R15,0,0,2,0,0,1144,0,0,1,1,1,0 — 2120,0,0,02,0,1144,0,0.1,1,1,0 + 8h45.0,01,0,1.1
+8hZ6,0001,1,1 — 2117,002,01,0152,0,0,1,1,0,1 + 2119,00,0,2,1,0152,0,0,1,1,0,1)
— 203 w3(hi70,0201,0 + 118002001 = 2h17,0,02,0,1,0119,0,0,0,2,1,0
+ h%9,0,002,1,0 = 2h18,0,02,0,0,1120,0,0,02,0,1 + 120,00,0,201
+ 6h130,0,3,0,0,0132,001,020  2131,0,0,1,2,0,0132,0,0,1,0,2,0
+ 6h3,0,03,0,0,0133,0,0,1,0,02  2131,0,0,1,2,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 6h4,0,003,0,0134,0,0,0,1,20 + 2116,0,02,1,0,0134,0,0,0,1,2,0
+6h4,0,0,03,00M135,0001,02 + 2R160,0,2,1,00135,0,0,01,0,2 + 1440,0,1,1,1,0
+ 4h34,0,0,0,1,2,0M45,0,0,1,01,1 — 4135,0,0,0,1,0,2145,0,0,1,0,1,1
— 4h32,0,01,0,2,0146,0,0,01,11 T 4133,0,0,1,002M46,0001,1,1 + "%2,0,011,0,1)
+ w5w3 (8h%7,0,0.201,0 + 8118002001 — 16717,00,2,01,0119,0,0,0,2,1,0
+8h{90,0,0.210 — 16h18,0,02,0,0,11200,0,0201 + 8130,0,0,02,0,1
+ 51h3,0,0,3,0,0,0132,0,0,1,02,0 T 17h31,0,0,1,2,0,0132,0,0,1,0,2,0
+ 51h3,0,0,3,0,0,0133,0,0,1,002 T 17131,0,0,1,2,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 51h4,0,0,0,3,0,0134,0,0,0,1,2,0 T 17h16,0,0,2,1,0,0134,0,00,1,20
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+2h24,1,0,0,2,0,0("251,000,20 + 126,1,00,00.2) + 2127,0,1,2,0,00029,0,1,00,2,0
+ 2h28,0,1,0,2,0,0129,0,1,0,0,20 + 2127,0,1,2,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 2R2g01,0.2,0,0130,0,1,000.2 + 739,100,110 T R42,01,01,1,0 + 120,011,010
+h&10,11,001 + "83101,010 T hé41,001,01 + é50101,01 + PE61,0,1,001)
+ 201 (w5 — 03) (4w} (33003000 (132,001,020 + 133,00,1,002)
+ h31,0,0,1,2,0,0 (732,001,020 + 133,0,0,1,0,0,2) + (3R4,0,0,03,0,0
+ h16,0,0.2,1,0,0) (134,00,0,1,20 + 135,0,001,0.2)) + 4w} (w3(Ro 002,02
+ ho0,0,2,20 T 1002002 T 1002020 T PLR10,020,2)
— 3h6,0,0,0,0,03M18,0,0,2,0,01 — 315,0,0,0,03,0(117,0,02,0,1,0 T 119,0,00.2,1,0)
— 3h6,0,0,0,0,03M20,0,00.2,0,1 — 118,0,02,0,0,1121,0,00,0,2,1
— h20,0,0,0,2,01121,0,0,00,21 — 117,0,0,2,0,1,0136,0,0,0,0,1,2
— h19,0,00,2,1,01360,0,0,01,2) + @3 w3 (21w3(ho 002,02 + 0,002,720 + 100,200,
+ ho,0,2,02,0 + PLh1,0,0,2,02) — 63h6,0,0,0,0,0,3M18,0,0,2,0,0,1
— 63h5,0,0,0,0,3,0117,0,02,01,0 T 119,0,0,02,1,0) — 63h6,0,0,0,0,0,3120,0,0,0,2,0,1
— 21h18,0,02,00,1121,0,0,0021 = 21h20,0,0,0,2,0,1121,00,0,0,21 — 10h32,0,0.10,2,0
+20h32,0,0,1,02,0133,0,0,1,0,02 — 10h3300,1,002 — 10h54.0,001,2,0
+ 20h34,0,0,0,1,2,0135,0,00,1,02 — 10R3500,0.1,02 = 21117,0,02,0,1,0136,0,00,0,1,2
— 21h19,0,0,0,2,1,0136,0,0,0,0,1,2 — 10R18,0,02,0,0,1744,0,0,1,1,1,0
+ 10h20,0,0,0,2,0,1144,0,0,1,1,1,0 — 10A35001,011 — 10hZ6.0,0,01,1,1
+ 10h17,0,0,2,0,1,0152,0,0,1,1,0,1 — 10R19,0,0,0,2,1,0752,0,0,1,1,0,1
+ 17h51,0,1,1,00,1153,1,0,1,0,1,0 — 17h42,0,1,0,1,1,0154,1,0,0,1,0,1
+ 17h39,1,0,0,1,1,0155,0,1,0,1,0,1 — 17Rs50,0,1,1,0,1,0"56,1,0,1,0,0,1)
+ 20,08 (—2w3(Ro 002,02 + R00,0220 + 1002002 + 1002020
+ plhy0,02,02) + 6160,00,003M180,02,001 + 61500,003,0R17,002,0,1,0
+ R19,0,0,0,2,1,0) T 6h6,0,0,0,0,03120,0,0,0.2,01 + 2118,0,0,2,0,0,1121,0,0,0,0,2,1
+ 2h20,0,00,2,0,1121,00,0,021 + 152,001,020 — 2132,0,01,0,2,0133,0,0,1,0,0,2
+h33,0,01,002 T 134000120 = 2134,00,0,1,2,013500,0,1,0,2 + 350,001,022
+ 2h17,0,0,2,0,1,0136,0,0,0,0,1,2 + 2119,0,00,2,1,0136,0,0,0,0,1,2
+ 4h180,02,0,0,1144,0,0,1,1,1,0 = 4120,0,002,0,1R44.00,1,1,1,0 + "5,001,0,1.1
+ h36.0,001,11 — 4117,0,02,01,0152,00,1,1,01 + 4119,0,0,02,1,0152,00,1,1,01
— 2hs1,0,1,1,0,0,1153,1,0,1,0,1,0 T 2hR42,0,1,0,1,1,0154,1,0,0,1,0,1
— 2h39,1,0,0,1,1,0155,0,1,0,1,0,1 + 2150,0,1,1,0,1,0156,1,0,1,0,0,1)
+ w3 w3 (—21w3(ho0,02,0.2 + 1000220 T R0,02002 + 1002020
+ p1hy0,0,2,02) + 63h6,0,0,0,00,3M18,0,02001 T 63N150,00,0,3,0117,00,2,0,1,0
+ R19,0,0,0,2,1,0) T 63h6,0,0,0,0,03720,0,00,2,01 T 211180,0,2,0,0,1121,0,0,00,2,1
+ 21h20,0,0,0,2,0,1121,0,000,21 + 8152,0,01,0,2,0 = 16132,00,1,02,0133,0,0,1,0,02
+8h3300,1,002 + 8134.00,0,1,20 — 16134,0,0,01,2,0135,0,0,01,02 + 8135000102
+ 21h17,0,0,2,0,1,0136,0,0,0,0,1,2 T 21R19,0,0,0,2,1,0136,0,00,0,1,2 T
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+2h18,0,02,0,0,11440,0,1,1,1,0 — 2120,0,0,0.2,01144,001,1,1,0 + 8R45001,0,1.1 + 8RG60001,1.1
— 2h17,0,0,2,0,1,0152,0,0,1,1,01 + 2119,0,0,0,2,1,0152,0,0,1,1,0,1
— 4hs1,0,1,1,0,0,1M53,1,0,1,0,1,0 T 4142,0,1,0,1,1,0754,1,0,0,1,0,1
— 4h39,1,0,0,1,1,0155,0,1,0,1,01 + 4150,0,1,1,0,1,056,1,0,1,0,0,1)
+ w3 w3 (10h$7,0,02.01,0 + 10Af80,0,2001 — 20M17,002,0,1,0119,0,00,2,1,0
+ 10h%9,0,0,02,1,0 = 20R15,0,0,2,0,0,1120,0,002,0,1 + 10850000201
+ 63h3,0,03,0,0,00132,00,1,02,0 T 21131,0,0,1,2,0,0132,0,0,1,0,2,0
+ 63h3,0,0,3,0,0,0133,00,1,002 T 21131,0,0,1,2,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 63h4,0,0,0,3,0,0134,0,0,0,1,2,0 T 21116,0,0,2,1,00134,0,0,0,1,2,0
+ 63h4,0,003,0,013500,0,102 T 21116,0,02,1,0,0135,0,0,0,1,02 + 10hZ40011,1,0
+ 10h34,0,0,0,1,2,0145,0,0,1,0,1,1 — 10h35,0,0,0,1,0,2145,0,0,1,0,1,1
— 10h32,0,0,1,0,2,0146,0,0,0,1,1,1 T 10h33,0,0,1,0,0,2146,0,0,0,1,1,1
+17h39,1,00,1,1,0M50,0,1,1,0,1,0 T 10h&2.0.0.1 1,01 — 17h42,0,1,0,1,1,0153,1,01,0,1,0
+ 17hs51,0,1,1,0,0,1154,1,0,0,1,01 — 17hs55,0,1,0,1,0,1156,1,0,1,0,0,1)
— w303 (8hi7,0,0,201,0 + 8hi800,2001 = 16117,0,02,0,1,0119,00,0.2,1,0
+ 8h{900,0,210 — 16h18,0,02,0,0,11200,0,0201 T 8130,0,0,02,0,1
+ 63h3,0,0,3,0,0,0132,00,1,02,0 T 21131,0,0,1,2,0,0132,0,0,1,0,2,0
+ 63h3,0,0,3,0,0,00133,00,1,002 T 21131,0,0,1,2,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 63h4,0,0,0,3,0,0134,0,00,1,2,0 T 21116,0,0,2,1,0,0134,0,0,0,1,2,0
+6314,0,003,0,0135,00,0,1,02 T 21116,002,1,00135,0,0,01,0,2 + 81%4,0,0.1,1,1,0
+ 2h34,0,0,0,1,2,0M45,0,0,1,01,1 — 2h35,0,0,0,1,0,2145,0,0,1,0,1,1
— 2h32,0,0,1,0,2,0M46,0,0,0,1,1,1 + 2h33,0,0,1,0,0,2146,0,0,0,1,1,1
+ 4h3910,0,1,1,0150,0,1,1,01,0 + 81%2,0,011,01 — 4M42,0,1,01,1,0153,1,0,1,0,1,0
+ 4hs1,0,1,1,0,0,1M54,1,0,0,1,01 — 4155,0,1,0,1,0,1156,1,0,1,0,0,1)
- 2w8w3 (h%7,0,0,2,0,1,0 + h%B,0,0,Z,0,0,l — 2h17,0,0,2,0,1,0119,0,0,0,2,1,0
+ h$9,0,002,1,0 = 2h18,0,02,0,01120,0,0,02,0,1 + 130,00,0,201
+ 6h3,0,03,00,0M132,0,0,1,0,2,0 + 2131,00,1,2,0,0132,0,0,1,0,2,0
+ 6h3,0,0,3,0,0,0M133,0,0,1,002 t 2131,00,1,2,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 6h4,0,0,03,0,0134,0,0,0,1,20 + 2116,0,0,2,1,0,0134,0,0,0,1,2,0
+ 6h4.0,0,03,00M350001,02 + 2R1600,2,1,00135,0,001,0,2 + 15400,1,1,1,0
+ 4h34,0,0,0,1,2,0M45,0,0,1,01,1 — 4135,0,0,0,1,0,245,0,0,1,0,1,1
— 4h32,0,0,1,0,2,0M46,0,00,1,1,1 T 4133,0,0,1,0,0,246,0,0,0,1,1,1
+ 2R391,0,0,1,1,0150,0,1,1,0,1,0 + 82,001,101 — 2h42,0,1,01,1,0153,1,0,1,0,1,0
+ 2hs51,0,1,1,0,0,1154,1,0,0,1,01 — 2R55,0,1,0,1,0,1756,1,0,1,0,0,1))
— 203 (—8w]}(3h3,0,03,0,0,0 (132,001,020 + 133,0,0,1,00,2)
+ R31,0,0,1,2,0,0(132,0,0,1,0,2,0 T 133,0,0,1,002) + (3R4,00,03,0,0
+ 116,0,0,2,1,00) (1340,0,0,1,2,0 + 135,0001,0,2)) + 8w (w3(ho0,0,2,02
+ ho0,0,2,2,0 T 10,02,002 T 10,02,020 + PLh100,20,2)
— 3h6,0,0,0,0,03M18,0,0,2,0,0,1 — 315,00,0,03,0(117,0,0,2,0,1,0 + 119,0,00,2,1,0)
— 3h6,0,0,0,0,03M20,0,00.2,0,1 — 118,0,02,0,0,1121,0,0,0,0,2,1
~ 120,0,00,2,0,1121,0,000,21 —185,0020,1,0736,0,000,1,2
— h19,0,0,0,2,1,0136,0,0,0,0,1,2)



w3 w3(12h%7,0,0.201,0 + 12hig,002,001 = 2417,0,02,0,1,0119,000.2.1,0 + 12859000210
— 24h4g,0,0,2,0,0,1120,000,2,01 + 12130000201 + 78h3,0,03,000132,00,1,0,2,0
+ 26h31,0,0,1,2,0,0132,0,0,1,02,0 T 7813,0,03,0,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 26h31,0,0,1,2,0,0133,0,0,1,00,2 T 7814,0,0,0,3,0,0/134,0,0,0,1,2,0
+ 26h16,0,0,2,1,0,0134,0,0,0,1,2,0 T 78h4,0,00,3,0,0135,0,0,0,1,0,2
+ 26h16,0,0,2,1,00135,0,00,1,02 + 12h54.0,0,1,1,1,0 = 12R34,0,00,1,2,0M45,0,0,1,01,1
+ 12h35,0,0,0,1,0,2145,0,0,1,01,1 T 12h32,0,0,1,0,2,0M46,0,0,0,1,1,1
— 12h330,0,1,0,0,2146,0,001,1,1 + 17139.1,0,0.1,1,0750,0.1,1,0,1,0 + 12h&20011,01
— 17h42,01,0,1,1,0153,1,0,1,0,1,0 T 17Rs51,0,1,1,0,0,1154,1,0,0,1,0,1
— 17hs5,01,0,1,01156,1,0,1,0,0,1) — 4@Sw3(hi700.201,0 + Pis002001
— 2R17,0,02,0,1,0119,000,2,1,0 + 119,000,210 = 2R18,0,0,2,0,0,1120,0,0,0,2,0,1
+ 130000201 T 613003,000132,0,01,020 + 2131,0,01,2,0,0132,00,1,02,0
+ 6h3,0,03,0,0,0133,0,0,1,0,02 + 2131,0,0,1,2,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 6h4,0,00,3,0,0134,0,0,0,1,20 + 2116,0,0,2,1,0,0134,0,0,0,1,2,0
+ 6h4.0,0,03,0001350001,02 + 2R160,0,2,1,00135,0,001,02 + 154001110
+ 4h340,00,1,2,0M45,0,0,1,0,1,1 — 4135,00,0,1,0,2745,0,0,1,0,1,1
— 4h32,0,0,1,0,2,0146,0,00,1,1,1 + 4133,00,1,0,0,2146,0,0,0,1,1,1
+ h39,1,00,1,1,0150,0,1,1,0,1,0 + 182,0,0.11,01 — N42,0.1,0,1,1,0M53,1,01,0,1,0
+ hs51,0,1,1,0,01M54,1,00,1,01 = 55,0,1,0.1,0,1156,1,0,1,0,0,1) + 20303 (8h%70,0.2.0,1,0
+ 8hig 00,2001 — 16h17,0,02,01,0119,0,0,021,0 + 819,000,210
— 16h415,0,0,2,00,1120,0,00,2,01 + 810,000,201 + 3913,00,3,0,00132,0,0,1,0,2,0
+ 13h31,0,0,1,2,0,0132,0,0,1,0,2,0 + 3913,0,0,3,0,0,0133,0,0,1,0,0,2
+ 13h31,0,0,1,2,0,0133,0,0,1,0,0,2 T 3914,0,0,0,3,0,0134,0,0,0,1,2,0
+ 13h16,0,0,2,1,0,0134,0,0,0,1,2,0 T 3914,0,0,0,3,0,0135,0,0,0,1,0,2
+ 13h16,0,0,2,1,00135000,1,02 + 8RG4,001,1,1,0 + 2R34,000,1,2,0145,0,0,1,0,1,1
— 2h35,0,00,1,0,2145,0,0,1,0,1,1 — 2132,0,0,1,0,2,0146,0,0,0,1,1,1
+ 2h33,0,01,0,0,2146,0,0,0,1,1,1 — 2139,1,0,01,1,0750,0,1,1,0,1,0 + 882001101
+ 2h42,0,1,0,1,1,0153,1,0,1,0,1,0 — 2151,0,1,1,0,0,1154,1,0,0,1,0,1
+ 2hs5,0,1,0,1,0,1156,1,0,1,00,1)) + Wi waw3(4ws — 17w5 w5
+ 4w§)(—4a)2w3 (h42,0,1,0,1,1,0151,0,1,1,0,0,1 — 153,1,0,1,0,1,0154,1,0,0,1,0,1
— h50,0,1,1,0,1,0155,0,1,0,1,01 + 139,1,0,0,1,1,0"56,1,0,1,0,0,1)
+ w5 (4h231,0,2,00,0(125,1,0,002,0 T P26,1,00,0,02) + 4h24.1,0,02,0,0 (h25,1,0,0,0,2,0
+ R26,1,0,0,0,0,2) T 4h27,0,1,2,0,0,00129,0,1,0,0,2,0 + 4128,0,1,0,2,0,0129,0,1,0,0,2,0
+ 4h37,012,0,001300,1,0002 T 4128,0,1,02,0,0130,01,0,002 + 139,100,110
+h3201,01,10 + 80011010 + PE10,1,1,001 + BE3101,010 + héa100,101
+hés5 010101 1 P86101,001) + @35 (4h2310,2,000(N251,0,0,02,0
+ R26,1,0,0,0,0,2) T 4124,1,0,0,2,0,0(125,1,0,0,0,2,0 + 126,1,0,0,0,0,2)
+ 4h37,0,1,2,0,0,0129,0,1,0,0,2,0 + 4h28,0,1,0,2,0,0129,0,1,0,0,2,0
+ 4h37,012,0,0,0130,0,1,0002 T 4h28,0,1,02,00130,0,1,0,002 + 159,100,110
+hi2,010110 T P80.01,1.010 + Mé1,011001 + 83101010 + Mé41,001,01
+his010101 T PB610,100138Y (Bwiws (403 — 17wiwi + 4wywd) (W]
+ (w§ — w§)? - 2wf (03 + w3)))



813 = (—800200% (a)% - w%)z(3h1,3,0,0,0,0,0(h25,1,0,0,0,2,0 + h26,1,0,0,0,0,2)
+ h22,1,2,0,0,0,0 (R25,1,0,0,0,2,0 + 126,1,0,000.2) + (312,03,0,0,0,0
+ h7,2,1,0,0,0,0) (P29,0,1,00,2,0 T 130,0,1,0,0,0,2))
+ 8w} (—w3(hg2,0,1,00,0(132,00,1,020 + 133,0,0,1,0,02)
+ R12,0,2,1,0,0,0("32,0,0,1,0,2,0 T 133,0,0,1,0,02) + (R92,00,1,0,0
+ 113,0,2,0,1,0,0) (134,0,0,0,1,2,0 T+ 135,0,0,0,1,0.2)) T W2 (w3(ho 20,002 T P0,2,0,0,2,0
+ R2,0,0,00.2 T 12,00,02,0) — 3h6,0,0,0,0,03m11,2,0,000,1
— 3h5,0,00,0,3,0(110,2,0,0,0,1,0 + 114,0,2,0,0,1,0) = 316,0,0,0,0,0,3715,0,2,0,0,0,1
— R11,2,0,00,0,1121,0,0,0,0.21 — 115,0.2,00,0,1121,0,0,00,2,1
— h10,2,0,00,1,0136,0,0,0,0,1,2 — N14,0,2,0,0,1,0136,0,0,0,0,1,2))
- 4‘”?“’2“’3(}1%0,2,0,0,0,1,0 + h%1,2,0,0,0,0,1 — 2h10,2,00,0,1,0M14,0,2,0,0,1,0
+ hi402,001,0 = 2111,20,0,001115,020001 + 5020001
+ 6h130,00,00M25,1,0,00,20 + 2122,1,2,0,0,0,0125,1,0,0,0,2,0
+ 6h1,3,0,00,0,0M126,1,000,02  2h22,1,2,0,0,0,0126,1,0,0,0,0,2
+ 6h2,0,30,0,0,00129,0,1,00,20 + 217,2,1,0,0,0,0729,0,1,0,0,2,0
+ 6h2,0,3,0,0,0,0130,0,1,0,0,02 T 217,2,1,0,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 4h329,0,1,0,0,2,0140,1,0,0,0,1,1 — 4130,0,1,0,0,0,2140,1,0,0,0,1,1
— 4hy5,10,0,0,2,0143,0,1,001,1 T 4126,1,00,0,0,2143,01,0,011 + Ris 11,0010
+ h39.1,1000,1 + 2h39,100,1,1,0150,0,1,1,01,0 = 2M42,0,1,01,1,0153,1,0,1,0,1,0
+ 2hs51,0,1,1,0,0,1M54,1,00,1,01 — 2h55,0,1,0,1,0,156,1,0,1,0,0,1)
— 20 ww3(2w3 (h10,2,000,1,0 + 111,2,0,0001 = 2110,2,0,0,0,1,0114,0,2,0,0,1,0
+ hf402,001,0 = 2111,20,0001115,0,20001 + 5020001
+ 6h1,3,0,0,0,00M25,1,00,020 + 2h22,1,2,0,0,00M25,1,0,0,0,2,0
+ 6h1,3,0,0,0,0,0M26,1,00,002 + 2h22,1,2,0,0,00M26,1,0,0,0,0,2
+ 6h2,0,30,0,0,0129,0,1,0,0,20 + 217,2,1,0,0,0,0729,0,1,0,0,2,0
+ 6h2,0,3,0,0,0,0130,0,1,0,0,02 + 217,2,1,0,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 4h29,0,1,0,0,2,0140,1,00,0,1,1 — 4130,0,1,0,0,0,2140,1,0,0,0,1,1
— 4hy5,10,0,0,2,0143,0,1,001,1 T 4126,1,00,0,0,2143,01,0011 + P8 11,00.1,0
+ h39.1,100,0,1) + 340203 (A51,01,1,0,0,1153,1,01,0,1,0 — 142,0,1,0,1,1,0154.1,0,0,1,01
+ h39,1,00,1,1,055,01,0,1,0,1 — 150,0,1,1,0,1,0156,1,0,1,0,01) + @303 (12h%0 500,010
+ 12h%1 20,0001 — 241102,0,0,0,1,0M14,02,0,0,1,0 + 12114020010
— 24h412,0,000,1M15,02,0001 T 12hi5020001 + 78h13,0,0,000M25,1,00,0,20
+ 26h22,1,2,0,0,0,0125,1,0,0,0,2,0 T 781,3,0,00,0,0M26,1,0,0,0,0,2
+ 26h32,1,2,0,0,0,0126,1,0,000,2 T 78h2,03,0,0,0,00129,0,1,0,0,2,0
+ 26h7,2,1,0,0,0,0129,0,1,0,0,2,0 T 7812,0,3,0,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 26h7,2,1,0,0,0,0130,0,1,0,002 — 12h29,0,1,0,0,2,0140,1,0,0,0,1,1
+ 12h30,0,1,0,0,0,2140,1,0,0,0,1,1 T 12h25,1,0,0,0,2,0143,0,1,0,0,1,1
— 12h261,0,0,002M43,0,1,00,1,1 + 12h38 11,0010 + 12h5911,0,0,01
+ 17h39,1,0,0,1,1,0150,0,1,1,0,1,0 — 17h42,0,1,0,1,1,0153,1,0,1,0,1,0
+ 17hs51,0,1,1,0,0,1154,1,0,0,1,01 — 17R55,0,1,0,1,0,1156,1,0,1,0,0,1)
+3w3(6hi0200,0,1,0 + 6171200001 — 12h10,2,0,0,0,1,0114,0,2,00,1,0
+ 6h%4.0.200,1,0 = 12h11,2,0,0,004®15,0,2,0,0,01 + 6115020001
+ 42h13,0,0,0,0,0M25,1,000,20 T 14h22.1,2,00,0,0125,1,0,0,0,2,0



2h22,1,2,0,0,0,0125,1,0,0,0,2,0 T 611,3,0,0,00,0126,1,0,0,00,2 T 2122,1,2,0,0,0,0126,1,0,0,0,0,2
+ 6h2,0,30,0,0,00129,0,1,0,0,2,0 + 217,2,1,0,0,0,0129,0,1,0,0,2,0
+ 6h2,0,3,0,0,0,0130,0,1,0,002 + 217,2,1,0,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 4h329,0,1,0,0,2,0140,1,0,0,0,1,1 — 4130,0,1,0,0,0,2140,1,0,0,0,1,1
— 4h3510,0,0,2,0143,0,1,001,1 T 4h26,1,0,0,0,0,2143,01,0,011 * Pds,11,00,1,0
+h39.1,1000,1 + 139,1,0,01,1,0750,01,1,0,1,0 — 142,0.1,0,1,1,0153,1,0,1,0,1,0
+ hs51,0,1,1,0,0,1154,1,00,1,0,1 — N55,0,1,0,1,0,1156,1,0,1,0,0,1))
+ 20f w03 (35 (8h%0 2,0,001,0 T 8111,2,000,0,1 = 16110,2,0,0,0,1,0714,0,2,0,0,1,0
+ 8h%40,2,00,1,0 — 16h11,20,0,00115,0,2000,1 + 855020001
+ 51h430,0,0,0,0125,1,0,00.2,0 T 17R22,1,2,0,0,0,0M25,1,0,0,0,2,0
+ 5151 3,0,0,0,0,0M26,1,00,0,0.2 T 17h22,1,2,00,0,0M126,1,00,0,0,2
+ 51h3,0,3,0,0,0,0129,0,1,0,0.2,0 T 1717,21,0,00,0129,0,1,0,0,2,0
+ 51h2,0,3,0,0,0,0130,0,1,0,00,2 T 1717,2,1,0,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 2h29,0,1,0,0,2,0140,1,0,0,0,1,1 — 2130,0,1,0,0,0,240,1,0,0,0,1,1
— 2h25,1,00,0,2,0143,01,001,1 + 2h26,1,0,0,0,0,2143,01,0,011 T 8hd8.1,1,0,01,0
+8h%9.1,1,0001) + 80203 (hs1,0,1,1,001M53,1,0,1,01,0 — M42,0,1,0,1,1,0M54,1,0,0,1,01
+ h39,1,00,1,1,0155,01,0,1,01 — 150,0,1,1,0,1,0156,1,01,0,01) + ©3 (8h92,0,00,1,0
+8h{120,0,001 — 16h10,2,00,0,1,0114,0,2,00,1,0 + 814,020,010
— 16h11,2,0,0,0,01M15,02,000,1 + 8R%50,20001 + 7511,3,0,00,0,0125,1,00,0,2,0
+ 25h22,1,2,0,0,0,0125,1,0,0,02,0 T 75h1,3,0,0,0,0,0126,1,0,0,0,0,2
+ 25h22,1,2,0,0,0,0126,1,0,0,0,0,2 T 7512,0,3,0,0,0,0129,0,1,0,0,2,0
+ 25h7,2,1,0,0,0,0129,0,1,0,0,2,0 T 7512,0,3,0,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 25h72,1,00,0,0130,0,1,0,0,0,2 T 2129,0,1,0,0,2,0140,1,0,0,0,1,1
— 2h30,0,1,0,0,0,2140,1,0,0,0,1,1 — 2h25,1,0,0,0,2,0143,0,1,0,0,1,1
+ 2h26,1,0,0,0,0.2143,0,1,001,1 T 8hZ8.1,1.00,1,0 + 8h%0,1.1,0,0,01
+ 4h39,1,0,0,1,1,0150,0,1,1,0,1,0 = 4M42,0,1,0,1,1,0153,1,0,1,0,1,0
+ 4hs51,0,1,1,00,1M54,1,0,0,1,01 — 4155,0,1,0,1,0,1156,1,0,1,0,0,1)
— 20505 (8h%0200,0,1,0 + 811200001 — 16h10,2,00,0,1,0114,0,2,00,1,0
+ 8h%40,2,001,0 — 16h11,20,0,001M15,0,2000,1 + 855020001
+ 39h1,3,0,0,0,0,0125,1,0,0,0,20 T 13h22,1,2,00,0,0M25,1,00,0,2,0
+ 39h1,3,0,0,0,0,0126,1,0,0,0,02 T 13R22,1,2,0,0,0,0126,1,0,0,0,0,2
+ 39h2,03,0,0,0,0129,0,1,0,0,2,0 T 13172,1,0,0,0,0129,0,1,0,0,2,0
+ 39h2,0,3,0,0,0,0130,0,1,0,00,2 T 1317,2,1,0,0,0,0130,0,1,0,0,0,2
+ 2h39,0,1,0,0,2,0140,1,0,0,0,1,1 — 2130,0,1,0,0,0,2140,1,0,0,0,1,1
— 2h25,1,0,0,0,2,0143,0,1,001,1 * 2h26,1,0,0,0,0,2143,01,0,011 T 8hd8.1,1,0,01,0
+8h%9,11,0,001 — 2139.1,0,0,1,1,0150,0,1,1,0,1,0 + 2R42,0.1,0,1,1,0153,1,0,1,0,1,0
— 2hs51,0,1,1,00,1154,1,00,1,01 T 2R55,0,1,0,1,0,1156,1,0,1,0,0,1)) + 41 w§ (w%
- w%)(Zw% (hg2,0,1,0,0,0(132,00,1,0.2,0 T 133,0,0,1,0,0,2)
+ h12,0,2,1,0,0,0(132,0,0,1,0,20 T 133,0,0,1,002) + (79,2,0,0,1,0,0
+ h13,0,2,01,0,0) (134,000,120  135,00,0,1,02)) + @3 (w3 (ho 200,02
+ 10,200,220 T 72,000,02 T 72,000,2,0) — 6150,0,0,03,0110,2,0,0,0,1,0
— 6h6,0,0,0,0,03M11,2,0,0,001 — @A0,0,0,0,3,0714,0,2,0,0,1,0
— 6h6,0,0,0,0,03M15,0.2,0,0,01 — 2111,2,0,0,0,0,1121,0,0,0,0,2,1



—51h6,0,0,0,0,03M15,0,2,0,0,0,1 = 17R11,2,0,0,0,0,1121,0,0,0,021 — 17h15,0,2,0,0,0,1121,0,0,0,0,2,1
— 8h35100020 + 16h2510,0,020126,1,000,02 — 8136,1,000,02 — 8159010020
+ 16h290,1,0,02,0130,0,1,00,02 — 8130,0.1,0,0,02 = 17110,2,0,0,01,0136,0,0,0,0,1,2
— 17h14,0,2,0,0,1,0136,0,00,0,1,2 — 8h50,1,00,0,1,1 — 8hG3,0.1,0,0,1,1
— 2h11,2,0,0,0,0,1M48,1,1,0,0,1,0 T 2R15,0,2,0,0,0,1148,1,1,0,0,1,0
+ 2h10,2,0,0,0,1,0149,1,1,0,0,01 — 2114,0,2,0,0,1,0149,1,1,0,0,0,1)
+ 203 w3 (26w3(ho 20,002 + 1020020 + 12,0000.2 + 12,0,0020)
— 78h6,0,0,0,0,0,3111,2,0,0,0,0,1 — 78R5,0,0,0,0,3,0("10,2,0,0,0,1,0 + 114,0,2,0,0,1,0)
— 78h6,0,0,0,0,0,3115,0,2,0,0,0,1 — 26h11,2,0,0,0,0,1121,0,0,0,0,2,1
— 26h15,02,0,0,01121,000,021 = 12835 10,0020 + 24h25,1,00,0,2,0126,1,00,0,0,2
— 12h36 100,002 — 12h39,0,1,00,2,0 + 24h29,01,0,0.2,0130,0,1,00,0.2
— 12h300.1,0,002 — 26h10,2,0,00,1,0136,0,0,0,01,2 = 26M14,02,0,0,1,0136,0,0,0,0,1,2
— 12h30 100011 — 12h3301,0011 + 12R1120,0,0,01148,1,1,00,1,0
— 12h45,0,2,0,0,0,1148,1,1,0,0,1,0 — 12h10,2,0,0,0,1,0149,1,1,0,0,0,1
+ 12h44,0,2,0,0,1,0149,1,1,0,0,01 — 17h42,0,1,0,1,1,0151,0,1,1,0,0,1
+ 17hs53,1,0,1,0,1,0154,1,0,0,1,01 + 17hs50,0,1,1,0,1,0155,0,1,0,1,0,1
— 17h391,0,0,1,1,0M56,1,0,1,0,0,1) + 20203 (=253 (R 20002 + 10,2,00,2,0
+ 12,0,0,00,2 + 12,00,02,0) T 75h6,0,0,0,0,03M11,2,000,0,1
+ 75h5,0,0,0,0,3,0(110,2,0,0,0,1,0 T 114,0,2,0,0,1,0) T 75R6,0,0,0,0,0,3115,0,2,0,0,0,1
+ 25h11,20,0,0,01121,0,00,021  25R15,0,2,00,0,1121,0,000,21 + 12135100020
— 24h2510,0,0.2,0126,1,0000.2 + 12h36 100002 + 12h39.0,100,2,0
— 24h290,1,0,02,0130,0,1,00,02 + 12h30,01,0002 + 25110,20,0,0,1,0136,0,0,0,0,1,2
+ 25R14,0,2,0,0,1,0136,0,000,1,2 + 12030100011 + 12hZ30,100,1,1
+ 18h11,2,0,0,0,0,1148,1,1,0,0,1,0 — 18R150,2,00,0,1148,1,1,00,1,0
— 18h10,2,0,0,0,1,0149,1,1,0,0,0,1 + 18R14,02,0,0,1,0749,1,1,0,0,0,1
+ 21h42,0,1,0,1,1,0151,0,1,1,0,0,1 — 21153,1,0,1,0,1,0154,1,0,0,1,0,1
— 21hs0,0,1,1,0,1,0155,0,1,0,1,01 T 21h39,1,00,1,1,0"56,1,0,1,0,0,1)
+ 17w5w3(2hg 2,0,1,0,0,0 (132,001,020 + 133,00,1,002)
+ 2h12,0,2,1,0,0,0(132,0,0,1,0,20 + 133,0,0,1,00.2) + 2h9,2,0,0,1,0,0734,0,0,0,1,2,0
+ 2h130,2,0,1,0,0134,0,00,1,2,0 + 219,2,0,0,1,0,0135,0,0,0,1,0,2
+ 2h1302,0,1,00135,0,0,01,02 T 1391,0,0.1,1,0 T Rd2,0101,10 + h20,0,1.1,01,0
+h&10,11001 + h83101,010 T héa1,001,01 + hé50101,01 + PE610,1,001)
— 13wiw3(4hg 20,1000 (132,001,020 + 133,00,1,002)
+ 4h12,0,2,1,0,0,0(132,0,0,1,0,20 + 133,0,0,1,00.2) + 419,2,0,0,1,0,0734,0,0,0,1,2,0
+ 4h130,2,0,1,0,0134,0,00,1,2,0 + 419,2,0,0,1,0,0135,0,0,0,1,0,2
+ 4h1302,01,00135,0,0,01,02 T 139100110 T Ri20101,10 + h20,0,1101,0
+hé1011001 + "83101010 + hé41001,01 + hEs010,101
+ hé6101,001)))/(Bwrw3 (4w} — 17w w3 + 4w w3) (] + (W5 — w3)?
— 20f (w5 + w5)))
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ANEXO A- TEOREMAS UTILIZADOS

Nesta secdo apresentaremos alguns teoremas fundamentais para o estudo da

estabilidade das solucdes de equilibrio.
A.1 Teorema da estabilidade de Liapunov (Método direto)

Teorema: Seja V uma funcdo real das variaveis reais t, X;....,Xn Sujeita as

zx§SHet2to

d
onde to e H sdo constantes, com H ndo nulo. Assumindo que esta funcdo é

condicbes

continua e nula quando Xq=0. Se nas equacdes diferenciais do movimento
perturbado é possivel determinar o sinal funcédo V, a derivada de V cujo sinal
seja oposto ao do sinal definido por V ou identicamente zero, entdo o
movimento ndo perturbado é estavel. A demonstracdo deste teorema pode ser

encontrada em Chetaev (1961).
A.2 Teoremade Arnold

Limitando os termos da Hamiltoniana até quarta ordem e eliminando os termos

nao ressonantes com 2 graus de liberdade, significa:

o P

ko, + ko, # 0 para |k|+[k,|<4 ou se ;ta com p,g=1,2,3,4.

2

Para vizinhanca do equilibrio linearmente estavel, temos na forma normal
(MOSER, 1968),

o' o N
v=1 v, u=1

2 ) 2
H:Z?’RU+ D> 5 RR,+ 5

emque R, =x>+Yy’ e 9. € uma série contendo termos até quinta ordem.
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Dessa forma segue o teorema de Arnold (1961): se para um sistema dado

hamiltoniana H, o determinante

oy O, o
D=6, 6, o,|= _(511(’)22 —26,0,0, + é‘225012) =0
o, o, 0

entdo x=y=0 & um ponto de equilibrio estavel para o sistema.

A.3 Teorema de Lie em transformagdes candnicas

Seja g, nj um conjunto de 2n variaveis e f(g, n), S(¢, n) seja fungdes arbitrarias

de g e n;. Define-se operadores Dy (n=0, 1, 2, ...) por:

DO f = f (A.1)
D!f = 4,S (A.2)
D'f=D" 4S5 (A.3)
para n = 2, onde +,s }%Z—i—%% representa os paréntesis de

Poisson.
Segundo o teorema de Lie se o conjunto de 2n variaveis de x; e y; definidas
pela equacdo (HORI,1966):

() =35I (En) (A.4)
n=0 '™

€ canbnica se a série da equacdo (A.4) converge, sendo € um pequeno

parédmetro independente de ¢; e n);.
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