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RESUMO

Recentemente, diversos mapeamentos de séries temporais em redes complexas foram
propostos com o intuito de utilizar técnicas de caracterizagao de redes complexas
para a analise de séries temporais. Embora esses mapeamentos demonstrem que
séries temporais com dinamicas distintas resultam em redes complexas com dife-
rentes topologias, ainda nao se sabe dizer como tais propriedades topolédgicas estao
relacionadas com as séries originais. Nesta tese, propoe-se um mapeamento de uma
série temporal em uma rede complexa com uma operacgao inversa aproximada, tor-
nando possivel a utilizagao de estatisticas em redes complexas para a caracterizagao
de séries temporais e vice-versa. Como prova deste conceito, um conjunto de séries
temporais é gerado, variando de periddica a aleatéria e demonstra-se que o mapea-
mento proposto retém a maior parte da informagao embutida na série temporal (ou
rede) apos a aplicagao do mesmo e de seu inverso. Os resultados obtidos sugerem que
a analise de redes complexas pode ser utilizada na distincao de regimes dinamicos
em séries temporais e, talvez o mais importante, a analise de séries temporais pode
fornecer um conjunto de ferramentas tteis para a caracterizagao de redes complexas
de uma forma totalmente original.
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DUALITY BETWEEN TIME SERIES AND NETWORK ANALYSIS

ABSTRACT

Recently, several mappings from a time series to a network have been proposed
with the intent of using network metrics to characterize time series. Although these
mappings demonstrate that different time series result in networks with distinct
topological properties, it remains unclear how these topological properties relate to
the original time series. Here, it was proposed an intuitive mapping from a time
series to a network with an approximate inverse operation, making it possible to use
network statistics to characterize time series and time series statistics to characterize
networks. As a proof of concept, an ensemble of time series ranging from periodic
to random were generated and confirm that the proposed mapping retains much
of the information encoded in the original time series and networks after repeated
application of the mapping and its inverse. The results obtained in this thesis suggest
that network analysis can be used to distinguish different dynamic regimes in time
series and, perhaps more importantly, time series analysis can provide a powerful set
of tools that augment the traditional network analysis toolkit to quantify networks
in new and useful ways.

xiil






2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

LISTA DE FIGURAS

Pag.

O problema das pontes de Konigsberg. (a) A cidade de Konigsberg, atual
Kaliningrado, Rissia com suas sete pontes conectando a ilha de Kneiphoff

para as margens do rio Pregel. (b) Representacao sistemética da drea com

as pontes. (c) Representagao de Euler para o problema. . . . . . . . . ..

Exemplos de redes complexas: (a) Rede de contatos sexuais entre indi-
viduos; (b) Rede de contagios entre pessoas; (¢) Rede dos amigos numa

escola dos Estados Unidos; (d) Documentos num sitio da Web e ligagoes

entre eles. . . ..

Representagao grafica de redes (a) nao-direcionada, (b) direcionada e (c)
com peso e nao-direcionada com N = 7 vértices e M = 14 arestas cada.
Na rede direcionada, as arestas com flechas indicam a dire¢ao com que os
vértices sao conectados. Na rede com peso, os valores de w;; indicam os

pesos das arestas, graficamente representados por arestas com diferentes

ESPESSUTIaAS. . . . . . . o oo o e e e e e e e e e e e e e e

Representagao esquematica das relagoes entre os diferentes tipos de redes

complexas. . . . . ...

Representacao de redes complexas em matrizes de adjacéncia. (a) Rede
nao-direcionada: pares de vértices n; e n;, conectados por uma aresta,
sao representados pelo valor 1 na posi¢ao a;; da matriz de adjacéncia A,
caso contrario, pelo valor 0. (b) Rede direcionada: os elementos a;; da

matriz de adjacéncia A sao iguais a 1 se existe uma aresta direcionada

do vértice n; para o vértice n;. . . ... ..o

Exemplo de uma rede complexa com uma estrutura modular elevada.
Note que os vértices em um mesmo grupo estao ligados por um nimero

elevado de arestas, e que vértices em grupos diferentes estao ligados por

um numero reduzido de arestas. . . . . . . ...

Redes geradas a partir do modelo de Erdos e Rényi utilizando valores de
p iguais a 0.0;0.5 e 1.0, respectivamente. Com o incremento de p a rede

torna-se cada vez mais conectada até que para p = 1.0 todos os vértices

estao conectados uns aos outros. . . . . ... Lo

XV



2.8 Distribuicao dos graus de conectividade de uma rede gerada a partir
do modelo de Erdos e Rényi com 1,000 vértices, conectados com uma
probabilidade p=0.2. . . . . . ...

2.9 Procedimento de interpolacao entre uma rede regular e uma rede ale-
atoria, sem alterar o numero de vértices ou arestas. Uma rede regular
é obtida quando p = 0.0 e o valor p = 1.0 produz uma rede aleatoria.
Valores intermediarios de p como, por exemplo, p = 0.5 produzem redes
do tipo pequeno mundo. . . . . .. ...

2.10 Valores de C' e L em funcao do parametrop. . . . . . . . . .. .. .. ..

2.11 Distribuicao do grau de conectividade para uma rede pequeno mundo
formada por 1,000 vértices, k = 25 vizinhos préximos e p =0.3. . . . . .

2.12 Redes geradas a partir do modelo de Barabasi e Albert com 20,30 e 50
vértices e M = 1, respectivamente. Em todos os casos pode-se observar
a presenca de um numero reduzido de hubs. . . . . .. .. ... ... ..

2.13 Distribuic¢ao do grau de conectividade para uma rede livre de escala for-
mada por 10,000 vértices e M = 5. Esta distribuicao segue uma lei de
poténcia da forma P(k) ~ k7. . . . . .. ...

2.14 Exemplos de séries temporais obtidas a partir da evolucao das variaveis
de estado x(t), y(t) e z(t) em funcdo do tempo ¢ do Sistema (2.14),
respectivamente. . . . . .. L L.

2.15 Espectros de poténcias de séries temporais com dinamicas distintas. (a)
Série temporal aleatéria uniformemente distribuida entre [0, 1]. (b) Série
periddica (func¢do seno). (c) Série temporal quasiperiddica x(t), oriunda
do sistema de Lorenz (2.14). . . . . . . . ..o

2.16 Funcoes de autocorrelacao de séries temporais com dinamicas distintas
com 0 < 7 < 60. (a) Ruido branco uniformemente distribuido entre [0, 1].
(b) Série periddica (fungao seno). (c) Série temporal z(t) do sistema de
Lorenz (2.14). . . . . . . .

2.17 Séries temporais pseudo-periddicas (com minimos locais representados
por circulos, em vermelho) e suas representagoes em redes complexas. (a)
A série temporal aleatéria acrescida a uma taxa de ruido estd associada
a uma rede aleatéria. (b) A série temporal cadtica estd associada a uma

rede com caracteristicas de redes pequeno mundo e livre de escala. . . . .

Xvi

31



2.18 Exemplo de uma série temporal com 20 pontos e sua respectiva rede com-

3.1

4.1

4.2

4.3

plexa, obtida a partir do algoritmo de visibilidade descrito anteriormente.
Nesta rede cada vértice corresponde, na mesma ordem, a um ponto da

série temporal. A visibilidade entre os pontos define a ligagao entre os

vértices na rede associada. . . . . . . ...

[lustracao do mapeamento proposto. Mapeamento direto: Uma série tem-
poral X é mapeada em uma rede complexa g com () = 4 vértices (quan-
tis). Transi¢oes repetidas entre quantis resultam em arestas na rede com
pesos maiores (representados por linhas mais grossas). Mapeamento in-
verso: A partir de uma rede complexa g, constituida de () = 4 vértices,

é construida uma série temporal X movendo-se aleatoriamente T passos

de um vértice n; para um vértice n;, com probabilidade w;;. . . . . . ..

Avaliagao qualitativa da fidelidade do mapeamento proposto. Note que a
primeira geragao (1G) e a segunda geragao (2G) de séries temporais e re-
des complexas possuem propriedades similares (Fig. 4.2-4.3), sugerindo-se

que pode ser possivel utilizar a andlise de séries temporais para quantifi-

car redes complexas, e vice-versa. . . . . . ... ...

Comparacao de algumas propriedades estatisticas associadas a primeira
geragao (1G) e a segunda geragao (2G) de séries temporais. Sao compa-
radas as médias destas propriedades sob 10 realizagoes distintas. As bar-
ras de erro denotam os desvios padrao sob tais realizagoes. Para ambas
as geracoes de séries temporais, as fungoes de autocorrelacao, os espec-

tros de poténcia e as distribuicoes de seus valores sao bastante similares,

independente dos valoresde p. . . . . . ... ..

Comparacao de algumas propriedades topoldgicas associadas a primeira
geragao (1G) e a segunda geragao (2G) de redes complexas. Sao compa-
rados os valores médios de tais propriedades sob 10 realizacoes diferentes.
As barras de erro denotam os desvios padrao sob tais realizacoes. Para
ambas as geracoes de redes complexas, as distribuicoes das forcas de en-

trada, os pesos das arestas e os comprimentos dos menores caminhos sao

bastante similares, para todos os valoresde p. . . . . .. ... ... ...

XVvil



4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

[lustragao do mapeamento direto Mgr em séries temporais cadticas. Sao
utilizados T" = 10, 000 pontos das variaveis x(t) das equagoes de Lorenz e
de Rossler e construidas redes complexas com ) = 50 quantis. As redes
complexas resultantes apresentam diferengas nitidas em suas topologias.
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onde os dois 16bulos do atrator sao mapeados nos dois maiores modulos
da rede complexa. Por outro lado, a rede complexa associada ao sistema
de Rossler apresenta uma estrutura alongada decorrente do padrao qua-
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Exemplos de séries temporais auto-similares com —1.0 < 3 < 2.0. Note
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tornam mais correlacionados.

Espectros de poténcia (em escala log-log) associados as séries temporais

auto-similares da Figura 4.5. Em todos os casos, os espectros de poténcia
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1 INTRODUCAO

Redes complexas sao descritas por um conjunto de vértices (nés) e arestas (conexoes,
ligagoes ou links) e algum tipo de interacdo entre os mesmos. Diversos sistemas de
importancia tecnoldgica ou mesmo social podem ser representados por redes com-
plexas. Por exemplo, uma célula pode ser descrita como uma rede de componentes
quimicos conectados por reagoes quimicas; a Internet é uma rede de roteadores e
computadores conectados por conexoes fisicas ou sem fio; idéias se propagam atra-
vés de uma rede social cujos vértices sao os seres humanos e as arestas representam
os diferentes tipos de relacoes sociais. Esses sistemas representam apenas alguns dos
muitos exemplos que tém chamado a atengao da comunidade cientifica na investiga-
¢ao de seus mecanismos internos, sob a perspectiva em redes complexas (BARABASI,
2002).

Historicamente, o estudo de redes complexas tem sido de dominio de um ramo
da matematica discreta conhecida como Teoria de Grafos. Desde o seu nascimento
em 1736, quando o matematico suico Leonardo Euler publicou a solugao para o
problema das sete pontes de Konigsberg, esta teoria tem se desenvolvido e fornecido
respostas para uma série de questoes praticas, tais como colorir regioes de um mapa
utilizando um nimero minimo de cores ou ainda preencher n empregos por n pessoas
com utilidade méxima (BOCCALETTI et al., 2006). Além de fazer uso de medidas
desenvolvidas pela teoria dos grafos, a teoria de redes complexas utiliza conceitos

provenientes da mecanica estatistica, fisica nao-linear e sistemas complexos.

De modo geral, as redes complexas sao divididas em quatro diferentes categorias:
redes sociais, redes de informacao, redes tecnoldgicas e redes biologicas. Em uma
rede social os vértices representam pessoas e as arestas representam interagoes entre
as mesmas. Desta forma, a estrutura das relagoes existentes entre pessoas (LILJEROS
et al., 2001) ou grupos de individuos de uma determinada especialidade, como artis-
tas (GLEISER; DANON, 2003), cientistas (ALBERT et al., 2002; MATIA et al., 2005), co-
laboradores (GUIMERA et al., 2005) ou mesmo esportistas (ONODY; CASTRO, 2004),
pode ser estudada sob uma perspectiva de redes complexas. Em uma rede de in-
formagao, os vértices representam algum tipo de informagao (conhecimento) e as
arestas representam relagoes entre essas informagoes. Um exemplo classico de uma
rede de informacao é a rede de citagoes entre artigos académicos. Neste caso, os
vértices representam artigos e uma aresta direcionada de um artigo A para um ar-

tigo B indica que A cita B (REDNER, 1998). Um outro exemplo de uma rede de



informacao é a WWW (World-Wide Web), uma rede de péginas de textos acessiveis
através da Internet, na qual seus vértices sao as paginas e suas arestas sao hiper-
links (URLs) (HUBERMAN, 2001). As redes tecnoldgicas sao sistemas onde o objeto
de estudo sao estruturas ou sistemas criados pelo ser humano para a distribuicao de
recursos. Exemplos de redes tecnoldgicas incluem a Internet (formada por roteadores
conectados por fibras dticas) (FALOUTSOS et al.,, 1999) e a Teia Mundial (formada
por portais, blogs e sites pessoais e educacionais que se referenciam) (ALBERT et al.,
1999). No caso da Internet, fatores dinamicos podem ser simulados, como propagagao
de falhas ou virus entre roteadores. Por fim, redes complexas podem ser utilizadas
para descrever varios sistemas biolégicos. Um exemplo de rede bioldgica é a rede
de interagoes entre proteinas, onde os vértices constituem proteinas e as arestas as
interagoes entre as mesmas (MASLOV; SNEPPEN, 2002). As cadeias alimentares tam-
bém podem ser representadas por redes formadas por espécies conectadas de acordo
com relagoes de predatismo (AMARAL; MEYER, 1999; CAMACHO et al., 2007; STOUF-
FER et al., 2007; STOUFFER et al., 2006). Nestas redes, fenémenos dinamicos podem
ser simulados, a fim de quantificar os efeitos causados por desastres ambientais ou
extingao de espécies (KRAUSE et al., 2003).

O interesse na area de redes complexas tem sido incrementado por diversos fatores.
Primeiro, a informatizacao na aquisicao de dados em diversas areas tem levado ao
surgimento de bases de dados amplas com informagoes detalhadas sobre a topologia
de diversas redes reais. Segundo, o poder computacional disponivel para os cientistas
tem permitido a pesquisa de redes contendo milhoes de vértices, levantando questoes
que nao poderiam ser investigadas anteriormente. Terceiro, a proximidade cada vez
maior entre diversas dreas da ciéncia tem permitido a investigacao de propriedades
comuns dos mais variados tipos de redes complexas. Estes trés fatores combinados
vem permitindo a comunidade cientifica mover-se além das aproximagoes reduci-
onistas do passado e investigar o comportamento das redes complexas como um
todo (ALBERT; BARABASI, 2002).

Recentemente, a teoria de redes complexas foi utilizada em uma aplicacao até en-
tao inédita: na andlise da dinamica de séries temporais. No contexto de sistemas
dinamicos, a analise de séries temporais é primariamente utilizada na identificagao
da natureza subjacente a um fenomeno de interesse através de uma sequéncia de
observagoes. Atualmente, existe um grande nimero de técnicas de andlise de séries

temporais que varia desde métodos tempo-frequéncia, tais como as transformadas



de Fourier e Wavelet (KORNER, 1988; BOX et al., 2008; PERCIVAL; WALDEN, 2000), a
métodos nao-lineares, tais como reconstrucao do espago de fases, dimensao de cor-
relagdo, expoentes de Lyapunov e entropias (STROGATZ, 1994; KANTZ; SCHREIBER,
2003; CAMPANHARO et al., 2008). Tais técnicas permitem pesquisadores sumarizar
as caracteristicas de uma série temporal, e desta forma, determinar a dinamica sub-

jacente de um sistema ou predizer como o mesmo evolui com o tempo.

Obviamente, estas medidas nao preservam necessariamente todas as propriedades de
uma série temporal, e desta forma, novas técnicas tém sido propostas para capturar
informagoes adicionais ou quantificar séries temporais de novas formas (ZHANG et
al., 2006; LAT et al., 2010; VERPLANCKE et al., 2010; AO, 2010). Um dos avangos mais
interessantes foi sugerido pelo trabalho de Zhang e Small (2006) e outros (LACASA et
al., 2008; LUQUE et al., 2009; YANG; YANG, 2008; MARWAN et al., 2009; XU. et al., 2008;
GAO; JIN, 2009), que propuseram diferentes mapeamentos de séries temporais em re-
des complexas baseados em conceitos como visibilidade (LACASA et al., 2008; LUQUE
et al., 2009), correlagoes (YANG; YANG, 2008), andlise de recorréncia (MARWAN et
al., 2009) e reconstrugao do espago de fase (XU. et al., 2008; GAO; JIN, 2009). Es-
tes estudos demonstraram que, independentemente do mapeamento utilizado, séries
temporais com caracteristicas distintas possuem representacoes em redes complexas
com topologias distintas. Este fato sugere que pode ser possivel diferenciar proprie-
dades de uma série temporal utilizando medidas em redes complexas, contudo nao
¢ ainda claro como a andlise de séries temporais pode ser 1til na investigacao das

propriedades topolégicas de uma rede complexa.

Na raiz deste problema estd o fato que a maior parte destes mapeamentos M : 7 —
G de uma série temporal X € 7 em uma rede complexa g € G (ZHANG; SMALL, 2006;
LACASA et al., 2008; LUQUE et al., 2009; YANG; YANG, 2008; MARWAN et al., 2009; XU.
et al., 2008; GAO; JIN, 2009) nao possui uma operacao inversa M~ : G — 7. Se tal
mapeamento e seu inverso existissem, seria possivel criar uma representacao dual
entre uma série temporal e uma rede complexa e relacionar diretamente proprie-
dades estatisticas entre as mesmas. Nao somente a andalise de séries temporais se
beneficiaria da pesquisa relacionada a redes complexas (NEWMAN, 2003; COSTA et
al., 2007), mas a teoria de redes complexas seria capaz de utilizar mais de trés sécu-
los de pesquisas tedricas e aplicadas em séries temporais. Neste trabalho, cumpre-se
este objetivo introduzindo um mapeamento inédito de uma série temporal em uma

rede complexa que possui uma operacao inversa aproximada.



Os capitulos restantes desta tese estao organizados da seguinte maneira:

e Capitulo 2: Neste capitulo é feita uma descricao das principais medidas to-
poldgicas disponiveis na literatura para a caracterizacao de redes comple-
xas. E feita também uma breve descricao de algumas ferramentas utilizadas

na analise de séries temporais;

e Capitulo 3: Neste capitulo é apresentado um mapeamento inédito de uma
série temporal em uma rede complexa (mapeamento direto), como também,
sua operagao inversa aproximada (mapeamento inverso). Sao também dis-

cutidas as principais caracteristicas dos mesmos;

e Capitulo 4: Neste capitulo sao apresentados os principais resultados obti-
dos a partir da aplicagao do mapeamento direto e de seu inverso em um
conjunto de séries temporais e redes complexas reais e sintéticas, respecti-

vamente;

e Capitulo 5: Com base nas anélises realizadas no Capitulo 4, neste capitulo
sao apresentadas as conclusoes obtidas, como também algumas sugestoes

para trabalhos futuros.



2 METODOS E APROXIMACAO
2.1 Analise de redes complexas
2.1.1 Introducao histérica

Historicamente, o estudo de redes complexas tem sido de dominio de um ramo da
matematica discreta conhecida como Teoria de Grafos. Esta teoria iniciou-se com o
trabalho de Leonhard Euler para resolver o famoso problema das Sete Pontes de Ko-
nigsberg. Como afirmado por Euler em seu manuscrito: “Na cidade de Kénigsberg na
Prissia ha uma ilha A, chamada Kneiphoff com dois bragos do rio Pregel circulando
ao redor dela. Existem também setes pontes a, b, ¢, d, e, f e g cortando os bragos
do rio Pregel. A questao é se uma pessoa pode caminhar de tal forma a atravessar

cada uma dessas pontes uma e ndo mais que uma vez” (conforme Figura 2.1).

Pregel

Figura 2.1 - O problema das pontes de Koénigsberg. (a) A cidade de Konigsberg, atual
Kaliningrado, Rissia com suas sete pontes conectando a ilha de Kneiphoff
para as margens do rio Pregel. (b) Representacao sistematica da drea com as
pontes. (c¢) Representagdo de Euler para o problema.

Fonte: (AMARAL; OTTINO, 2004)

Euler representou a topologia da regiao em um grafo, onde regioes de terra corres-
pondiam vértices e pontes suas arestas criando, possivelmente, o primeiro grafo da
historia. Para a resolugao deste problema, Fuler dividiu os vértices em graus pares

e impares e entao demonstrou que:



e A soma dos graus dos vértices de um grafo é par;

e Todo grafo tem um nimero par de vértices com grau fmpar.

Estes resultados permitiram FEuler mostrar que:

e Se o0 nimero de vértices com grau impar é maior que dois entao nao existe
caminho Euleriano — um caminho Euleriano é um caminho entre dois vér-
tices arbitrarios no qual todas as arestas de um grafo aparecem exatamente

uma vez;

e Se o numero de vértices com grau impar é exatamente dois, existe um

caminho Fuleriano a partir de um destes vértices com grau impar;

e Sem a presenca de vértices com grau impar, o caminho Euleriano pode ser

iniciado a partir de qualquer vértice arbitrario.

Portanto, como todos os quatro vértices do problema das pontes de Kénigsberg eram
impares, Euler demonstrou que nao existia solugao para este problema, ou seja, nao

existia nenhum caminho que permitisse atravessar cada ponte uma tnica vez.

Desde seu nascimento em 1736, a teoria de grafos forneceu respostas para questoes
praticas como por exemplo: distribuir tarefas entre pessoas com a maxima eficiéncia;
colorir regioes de um mapa usando um nimero minimo de cores ou ainda preencher
n empregos por n pessoas com utilidade maxima (BOCCALETTI et al., 2006). A teoria
das redes complexas nasceu da aplicagao de medidas desenvolvidas pela teoria dos
grafos e conceitos provenientes da mecanica estatistica, fisica nao-linear e sistemas
complexos (COSTA et al., 2007). Redes complexas sao descritas por um conjunto de
vértices (nés) e arestas (conexoes, ligagoes ou links) e algum tipo de interagao entre

os mesmos (conforme Figura 2.2).

Embora existam semelhangas, a teoria das redes complexas difere da teoria dos grafos
em trés aspectos basicos: (i) ela esta relacionada com a modelagem de redes reais,
por meio de anélise de dados empiricos; (ii) em geral, as redes estudadas nao sao
estédticas, mas evoluem no tempo, modificando sua estrutura; (iii) as redes, muitas
vezes, nao sao consideradas apenas objetos topoldogicos, mas constituem estruturas
onde processos dinamicos (como a propagagao de doencas e opinides) podem ser
simulados (COSTA et al., 2007).



(a)

(c) (d)

Figura 2.2 - Exemplos de redes complexas: (a) Rede de contatos sexuais entre individuos;
(b) Rede de contégios entre pessoas; (c¢) Rede dos amigos numa escola dos
Estados Unidos; (d) Documentos num sitio da Web e ligagbes entre eles.
Fonte: (MENDES, 2005)

2.1.2 Definicoes e conceitos basicos

Matematicamente, uma rede g = (N, £) é formada por um conjunto de N vértices,
N ={ny,ns,...,ny} e um conjunto de M arestas, L = {ly,lo,...,ly}. As arestas
presentes podem ser direcionadas - quando o sentido da ligacao é considerado, e nao-
direcionadas - quando o sentido da ligagao nao é considerado. Se as arestas possuem
intensidade, a cada aresta é associado um peso, e neste caso, a rede é representada
por g = (N, L, W), onde W = {wy,ws,...,wy} constitui um conjunto de pesos
das M arestas. Exemplos de redes nao-direcionadas, direcionadas e com peso sao

apresentadas na Figura 2.3.

Em uma rede complexa nao-direcionada e sem peso, cada uma de suas arestas é
definida por um par de vértices n; e n;, e denotada como (n;, n;) ou l;;. Dois vértices
n; e n; conectados por uma aresta sao referenciados como adjacentes. Quando um
par de vértices nao-adjacentes n; e n; pode ser conectado por uma sequeéncia de
m arestas distintas (n;,l1), (1, l2), . . ., (Ln—1,n;), diz-se que este conjunto de arestas

constitui um caminho entre os vértices n; e n; e que m é o comprimento do caminho
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(a) (b)

Figura 2.3 - Representagao grafica de redes (a) nao-direcionada, (b) direcionada e (c) com
peso e nao-direcionada com N = 7 vértices e M = 14 arestas cada. Na rede
direcionada, as arestas com flechas indicam a direcao com que os vértices sao
conectados. Na rede com peso, os valores de w;; indicam os pesos das arestas,
graficamente representados por arestas com diferentes espessuras.

Fonte: (BOCCALETTI et al., 2006)

entre 0s mesmos.

As redes complexas podem ser estdticas, quando nao héa variacdo do nimero de
vértices, arestas ou na configuracao das mesmas; ou dinamicas, quando hé a variacao
de pelo menos uma destas componentes. O tipo mais comum de rede é aquele cujas
arestas sdo direcionadas e com peso (COSTA et al., 2007). A partir deste tipo de
rede mais geral é possivel obter as demais configuragoes através de operacoes de
limiarizacao, para a obtencao de redes sem peso, e simetriza¢ao, para a obtencao de
redes nao-direcionadas. A Figura 2.4 apresenta um diagrama com estas operagoes. A
limiarizacao é realizada retirando-se as arestas cujo peso é menor do que um limiar
pré-definido e associando pesos unitarios as arestas remanescentes. Ja a simetrizagao

transforma as arestas direcionadas em nao-direcionadas.

Em termos computacionais, uma rede complexa pode ser armazenada em dois tipos
diferentes de estruturas de dados: matrizes de adjacéncia ou listas. Na representagao
em matrizes de adjacéncia, se dois vértices n; e n; estao conectados, a posicao a;;
da matriz de adjacéncia A serd igual a um, caso contrario igual a zero. Em uma
rede com peso a posi¢ao w;; da matriz de adjacéncia com pesos W serd igual ao
peso da aresta entre n; e n;. Na representagao em listas, apenas os pares de vértices

(n;,n;) conectados por uma aresta sdo armazenados. Para redes com peso, a lista



Rede com diregao
€ com peso

Limiarizagao Simetrizagéao

Rede com diregédo
e sem peso

Rede sem direcéo
e com peso

Limiarizacao

Simetrizagao

Rede sem diregéo
e sem peso

Figura 2.4 - Representacao esquematica das relacoes entre os diferentes tipos de redes
complexas.
Fonte: (RODRIGUES, 2007)

possui um terceiro elemento relacionado ao peso das aresta, (n;, n;, w;;). A Figura 2.5
mostra um exemplo de armazenamento de uma rede nao-direcionada e de uma rede

direcionada em matrizes de adjacéncias.

1 2 001010 1 2 000010

000011 000001

—> A=|100010 —3» A=|100010

3 A 000011 3 A 000011

111100 010000

4 6 010100 4 6 000000
(a) (b)

Figura 2.5 - Representagao de redes complexas em matrizes de adjacéncia. (a) Rede nao-
direcionada: pares de vértices n; e n;, conectados por uma aresta, sao repre-
sentados pelo valor 1 na posicao a;; da matriz de adjacéncia A, caso contrario,
pelo valor 0. (b) Rede direcionada: os elementos a;; da matriz de adjacéncia
A sdo iguais a 1 se existe uma aresta direcionada do vértice n; para o vértice
n;g.

Cada estrutura de armazenamento tem suas vantagens e desvantagens. O uso de lis-
tas permite maior economia de memoria, principalmente se a rede é do tipo esparsa.

Contudo, o acesso as ligacoes é mais complexo devido a necessidade de buscas. O



acesso as ligacoes em matrizes de adjacéncias é mais simples, porém, este tipo de
estrutura de dado é somente bem aproveitado em redes densas (ou seja, redes que

possuem a maior parte de seus vértices conectados entre si) (RUGGIERO et al., 2011).
2.1.3 Medidas estruturais em redes complexas

A pesquisa em redes complexas iniciou-se com o esfor¢o em definir-se medidas para
caracterizar a topologia de redes reais. O resultado principal tem sido a identificagao
de uma série de propriedades estatisticas comuns para grande parte das redes re-
ais consideradas (NEWMAN, 2003; ALBERT; BARABAST, 2002). Alguns dos conceitos
mais utilizados no estudo de redes complexas serao discutidos a seguir, e ainda, tais

medidas serao aplicadas nas redes construidas no Capitulo 4.
2.1.3.1 Grau de conectividade

Por defini¢ao, o grau de conectividade de um vértice n;, em uma rede nao-direcionada

com N vértices, é o nimero de suas arestas incidentes a outros vértices, ou seja:

ko= a; =Y aj, (2.1)
J J
onde a;; (i =1,2,...,Nej=1,2,...,N) sdo elementos da matriz de adjacéncia A

associada. O grau de conectividade médio é definido como a média aritmética dos

graus de conectividade sobre todos os vértices, ou seja:

0 =5 Y k=y 0 (2:2)

No caso de redes direcionadas, cada um de seus vértices possui dois tipos de graus
de conectividade: o grau de conectividade de entrada (ntmero total de arestas de

entrada) e o grau de conectividade de saida (nimero total de arestas de saida):

k%sntrada — Z ajia (23)



Note que, no caso de redes direcionadas, o grau total de conectividade de um vértice
n; é dado por k; = kfmirada 4 fsaida (g oraus de conectividade de entrada e saida

médios sao 0s mesmos, ou seja:

(ko) = (k™) = Zaw (2.5)

Finalmente, no caso de redes com peso para cada vértice é associada uma quantidade

denominada forga (em inglés, strength), definida como a soma do peso de suas

arestas:
entrada Z wji, (26)
salda Z wij, (27)
onde w;; (i =1,2,...,Nej=12...,N) sao elementos da matriz de adjacéncia

com pesos W associada.

A caracterizacao topoldgica mais béasica de uma rede g pode ser obtida em ter-
mos da distribuicao P(k), definida como a probabilidade que um vértice escolhido
aleatoriamente tenha grau de conectividade k. Em redes reais, a distribuicao P(k)
desvia-se significantemente de uma distribuicao de Poisson! esperada para uma rede
aleatéria e, em muitos casos, exibe caracteristica de uma lei de poténcia com um
expoente 7 entre 2 e 3 (BOCCALETTT et al., 2006). As redes com estas caracteristicas

sao chamadas de redes “livre de escala” (em inglés, scale free).
2.1.3.2 Coeficiente de agrupamento

Também conhecido como transitividade, o agrupamento ¢ uma propriedade tipica de
redes de conhecimento, onde dois individuos com um amigo em comum sao também
conhecidos um do outro (WASSERMAN; FAUST, 1994). Esta tendéncia inerente ao
agrupamento é quantificada pelo coeficiente de agrupamento (WATTS; STROGATZ,

1998). Dada uma rede nao-direcionada g, suponha que um vértice n; tenha k; vizi-

TA distribuicdo de Poisson é um tipo de distribuicdo discreta de probabilidade, cuja forma

analitica é dada por P(k) = %, onde \ é o parametro da distribuigao.
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nhos, logo k;(k; — 1)/2 arestas podem existir entre tais vizinhos (isto ocorre quando
todos os vizinhos de n; estao conectados entre si). A razao entre o numero £; de
arestas que realmente existem pelo numero total de arestas possiveis fornece o valor

do coeficiente de agrupamento C; do vértice n;, ou seja:

(2.8)

Define-se o coeficiente de agrupamento médio da rede como a média dos C; para
todos os vértices n; (i = 1,2,...,N). Pela Equagao (2.8) pode-se observar que
o coeficiente de agrupamento assume valores pertencentes ao intervalo [0, 1]. As
definigbes do coeficiente de agrupamento para redes direcionadas e/ou com peso

podem ser encontradas em Fagiolo (2007).
2.1.3.3 Comprimento do menor caminho

Em uma rede sem peso e nao-direcionada, o comprimento do menor caminho entre
dois vértices n; e n; ¢ um caminho que os conecta cujo comprimento é minimo, ou
seja, um caminho com o menor nimero possivel de arestas. No caso de redes com
peso, os pesos das arestas podem ser interpretados de duas maneiras distintas. Pri-
meiramente, eles podem estar relacionados com alguma distancia fisica, como por
exemplo, em uma rede onde os vértices constituem cidades e as arestas as distancias
entre as mesmas. Neste caso, a distancia ao longo de um caminho pode ser conside-
rada como a soma dos pesos das arestas naquele caminho. Segundo, os pesos podem
refletir a forca de conexao entre os vértices como, por exemplo, em uma rede de
Internet onde os vértices constituem roteadores e os pesos das arestas as larguras de
banda. Neste caso, a distancia ao longo de um caminho pode ser considerada como

a soma dos inversos dos pesos das arestas naquele caminho (COSTA et al., 2007).

Os menores caminhos entre todos os pares de vértices de uma rede podem ser re-
presentados através de uma matriz de distancias D, cujos elementos d;; representam
o valor do menor caminho entre os vértices n; e n;. O menor caminho médio L de
uma rede conectada é entao obtido com base na média dos valores da matriz D, ou

seja:

1
L= NN D) ;dlj. (2.9)

12



Um problema encontrado com a definigao (2.9) é que o valor de L diverge se existir
pelo menos uma componente desconectada na rede associada. Uma possibilidade
para evitar tal divergéncia ¢é limitar a soma apenas a pares de vértices pertencentes
a maior componente conectada da rede (WATTS; STROGATZ, 1998). Outra possibili-
dade é utilizar a definicao de eficiéncia global (LATORA; MARCHIORI, 2001):

1 1
E=—— S — (2.10)
NN —1) ; d;

que quantifica a eficiéncia da rede no envio de informacao entre vértices, assumindo

que a mesma ¢ proporcional ao inverso da distancia entre dois vértices n; e n;.

Existem varios métodos numeéricos que calculam o menor caminho entre quaisquer
pares de vértices de uma rede complexa, tais como os algoritmos de Dijkstra, Floyd-
Warshall, Bellman-Ford, etc. Neste trabalho, o valor de L foi obtido com base no
algoritmo de Floyd-Warshall e a descricao do mesmo pode ser encontrada no Capi-
tulo 6.

2.1.3.4 Modularidade

Uma grande parte das redes reais, incluindo redes sociais, bioldgicas e tecnologi-
cas, possui uma estrutura modular. Ou seja, arestas densamente distribuidas entre
vértices pertencentes a um mesmo grupo e esparsamente distribuidas entre vértices
pertencentes a grupos distintos (Fig. 2.6). A modularidade é uma medida que quan-
tifica a divisao de uma rede em moédulos. Para uma dada particao de vértices em

uma rede em modulos, a modularidade M, desta particao é definida como:

m=3 k- (5)] 211)

onde r é o nimero de médulos, L é o ntimero de arestas na rede, [, é o nimero de
arestas entre vértices no modulo s, e ds é a soma dos graus dos vértices no médulo
s. Esta definicao de modularidade implica que M, < 1 e que M, = 0 em uma
particao aleatoria de vértices. A modularidade M, de uma rede é definida como a
maior modularidade de todas as possiveis parti¢oes M, = max M, (GUIMERA et al.,
2004; SALES-PARDO et al., 2007).

Além das medidas apresentadas anteriormente, diversas medidas tém sido propostas
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Figura 2.6 - Exemplo de uma rede complexa com uma estrutura modular elevada. Note
que os vértices em um mesmo grupo estao ligados por um nuimero elevado
de arestas, e que vértices em grupos diferentes estao ligados por um nimero
reduzido de arestas.

Fonte: (NEWMAN, 2006)

na literatura com a finalidade de se analisar a estrutura e o funcionamento de uma
rede complexa. As descricoes de tais medidas podem ser encontradas nos trabalhos
de Costa et al. (2007) e de Barabdsi (2002).

2.1.4 Modelos de redes complexas
2.1.4.1 O modelo de Erdos e Rényi (1959)

Em 1959, dois matematicos huingaros, Paul Erdds e Alfred Rényi criaram um modelo
de rede baseado em ligacoes aleatorias, que ficou conhecido como grafos aleatorios
de Erdos e Rényi (ERDOS; RENYI, 1959). De acordo com este modelo, uma rede
aleatoria é construida a partir de um conjunto de N vértices totalmente desconec-
tados e a cada passo dois vértices sao escolhidos aleatoriamente e conectados com
uma probabilidade fixa p, sendo que cada par de vértices é considerado uma tnica
vez. Redes complexas geradas por este modelo possuem uma estrutura altamente

homogeénea.

A Figura 2.7 mostra as redes obtidas a partir do processo descrito acima, para
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trés diferentes realizacoes. Pode-se observar que para p = 0.0, a rede é totalmente
desconectada, com o incremento de p a rede torna-se cada vez mais conectada até

que para p = 1.0 todos os vértices estao conectados uns aos outros.

A Figura 2.8 apresenta um histograma da distribuicao do grau de conectividade
para uma rede aleatéria com 1,000 vértices. Pode-se observar que este histograma
segue uma distribui¢ao de Poisson, o que significa que, em média, a maior parte dos
vértices tem o mesmo grau de conectividade e que poucos vértices possuem graus
de conectividade inferior ou superior a média. Além disso, as redes geradas por este
modelo possuem valores de L pequenos, decaindo com o logaritmo do tamanho da
rede, L ~ In N/In(k), sendo (k) = 2M/N = p(N — 1) o nimero médio de arestas

na rede.

Diversos sistemas na natureza e na sociedade, tais como redes de reacoes quimicas,
redes de roteadores e a de Internet, foram inicialmente representados como grafos
aleatdrios. Contudo, estudos posteriores concluiram que a topologia e evolugao de re-
des reais sao governadas por principios de organizacao robustos e que as mesmas nao
poderiam ser representadas por um modelo de rede puramente aleatério (ALBERT;
BARABASI, 2002).

2.1.4.2 O modelo de Watts e Strogatz (1998)

Watts e Strogatz (1998) observaram que a conexao topoldgica em redes reais, in-
cluindo redes bioldgicas, sociais e tecnoldgicas, nao era completamente regular ou
completamente aleatéria, todavia se situava entre esses dois extremos. Ou seja, que
redes reais poderiam ser altamente agrupadas, como redes regulares, mas com ca-
racteristicas de pequeno caminho, como grafos aleatorios. Esta caracteristica é co-
nhecida como a propriedade “mundo pequeno” (em inglés, small world). O conceito
de redes pequeno mundo em termos simples descreve o fato de que apesar de seu ta-
manho amplo, na maior parte das redes ha um menor caminho entre quaisquer dois
vértices. A manifestacdo mais popular das redes pequeno mundo é a “separacao de
grau seis”, descoberta pelo psicélogo Milgran (1967), que concluiu que héd em média
um caminho de comprimento de seis pessoas entre a maioria de pares de pessoas nos
Estados Unidos.

Baseados nesta descoberta, Watts e Strogatz sugeriram um modelo alternativo ao

modelo de grafos aleatoérios, conhecido como o Modelo Small World de Watts-
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Figura 2.7 - Redes geradas a partir do modelo de Erdos e Rényi utilizando valores de p
iguais a 0.0;0.5 e 1.0, respectivamente. Com o incremento de p a rede torna-
se cada vez mais conectada até que para p = 1.0 todos os vértices estao
conectados uns aos outros.

Strogatz. A construcao deste modelo é feita através de um processo de interpolagao

entre uma rede regular e uma rede aleatoria, obtida a partir do seguinte processo:

e Inicia-se com uma rede circular e regular de N vértices, cada qual conectado

aos seus k vizinhos mais préximos.

e Escolhe-se um vértice e uma aresta que o conecta a seu vizinho mais pro-
ximo em um sentido horario. Com probabilidade p, reconecta-se esta aresta
a um vértice escolhido aleatoriamente (de maneira uniforme) ao longo da
rede, com proibicao de duplicagoes ou auto-conexoes. Em outras palavras,

muda-se a aresta de lugar.

e Repete-se este processo sobre todos os vértices da rede até que uma volta

seja completada.
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Figura 2.8 - Distribuicao dos graus de conectividade de uma rede gerada a partir do modelo
de Erdos e Rényi com 1,000 vértices, conectados com uma probabilidade p =
0.2.
Fonte: (RODRIGUES, 2007)

e Considera-se agora as arestas que conectam vértices a seus segundos vi-
zinhos mais proximos. Como anteriormente, reescreve-se aleatoriamente
cada uma dessas arestas com probabilidade p, e continua-se este processo,
circulando sobre a rede e indo em direcao aos vizinhos mais distantes apds
cada volta, até que cada ligacao na rede original tenha sido considerada
uma vez. Como hd Nk/2 arestas em toda a rede, o processo de reescrita

péara apds k/2 voltas.

A Figura 2.9 mostra as redes obtidas a partir do processo descrito acima, para trés
diferentes realizagoes. O ntiimero de vértices em todos os casos é N = 20 e o niimero
de vizinhos iniciais é k = 4. Pode-se observar que para p = 0.0, a rede original é
regular e a mesma se mantém inalterada; com o incremento de p a rede torna-se
cada vez mais desordenada até que para p = 1.0 todas as arestas sao reescritas

aleatoriamente.

A Figura 2.10 mostra os valores do coeficiente de agrupamento C' e do comprimento
do caminho médio L, ambos em funcao do parametro p, com 0.0 < p < 1.0. Tais

valores foram normalizados pelos valores de C'(0) e L(0), calculados a partir de redes
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Figura 2.9 - Procedimento de interpolacao entre uma rede regular e uma rede aleatoéria,
sem alterar o nimero de vértices ou arestas. Uma rede regular é obtida quando
p = 0.0 e o valor p = 1.0 produz uma rede aleatéria. Valores intermediarios
de p como, por exemplo, p = 0.5 produzem redes do tipo pequeno mundo.

regulares (p = 0.0), respectivamente. O ntimero de vértices é N = 1,000, o niimero

de vizinhos iniciais é k = 10 e o eixo-x estd em escala logaritmica.

Pode-se observar que a rede regular (p = 0.0) é altamente agrupada e possui o
comprimento do caminho médio elevado. Contudo, a rede aleatéria (p = 1.0) é
fracamente agrupada e possui o comprimento do caminho médio reduzido. Mais
importante, a Figura 2.10 revela um intervalo de valores de p sobre o qual L(p) é
praticamente pequeno como Liqndom € ainda C(p) > Crandom, onde Lyandom € Crandom
sao o comprimento do menor caminho e o coeficiente de agrupamento associados a
uma rede aleatoria, respectivamente. Estas redes do tipo pequeno mundo resultam
de uma queda abrupta de L(p) devido a introdugao de poucas arestas de longo
alcance, o que diminui consideravelmente a distancia entre os vértices. Em resumo,

no fenomeno pequeno mundo tem-se: L 2 Lyandgom mas C' > Crandom-
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Figura 2.10 - Valores de C' e L em funcao do parametro p.
Fonte: (WATTS; STROGATZ, 1998)

A Figura 2.11 mostra a distribuicao do grau de conectividade para uma rede pequeno
mundo formada por 1,000 vértices. Pode-se observar que este histograma segue
aproximadamente uma distribuicao de Poisson, o que significa que, em média, a
maior parte dos vértices tem o mesmo grau de conectividade e que poucos vértices

possuem grau de conectividade inferior ou superior a média.
2.1.4.3 O modelo de Barabdsi e Albert (1999)

Barabdasi e Albert (1999) mapearam a topologia das conexoes entre as paginas da
Teia Mundial e descobriram que além da mesma apresentar o fenomeno pequeno
mundo, sua distribui¢ao de conexoes nao era aleatéria, mas do tipo livre de escala,

ou seja, da forma P(k) ~ k™.

A distribuicao livre de escala é um tipo de distribuicao de probabilidade que reflete a
invariancia de escala. Este tipo de distribuicao possui uma lei de poténcia associada,
que é uma curva continuamente decrescente sem um pico caracteristico, sendo des-
crita por um tunico expoente. As quantidades geradas aleatoriamente possuem uma
escala tipica, sendo descritas por curvas caracteristicas definidas por uma média e
um desvio padrao. Diferentemente da uniformidade, as leis de poténcia sugerem que

muitos eventos pequenos podem coexistir com poucos eventos grandes.

19



250 T T T T T T T T T T T
200 - ‘e i e
.'lll "l'.
w - \ ]
8 150 ®
= i \ |
< \®
o -
E 100 -
b= . ) \ o
50 _,-“" "\. i
. J \ |
o e
0 — _I- T T T -;- '
35 40 45 50 a5 60 65

Figura 2.11 - Distribuicao do grau de conectividade para uma rede pequeno mundo for-
mada por 1,000 vértices, k = 25 vizinhos préximos e p = 0.3.
Fonte: (RODRIGUES, 2007)

Barabasi e Albert propuseram um modelo de crescimento capaz de gerar redes livres

de escala, baseado nos seguintes passos:

e (Crescimento: Inicia-se uma rede com um pequeno numero de vértices Ny.
A cada passo é adicionado um novo vértice com M arestas (M < Ny) que

se conectam com os vértices ja presentes na rede.

e Ligacao preferencial: O novo vértice a ser adicionado na rede tende a se
conectar com os vértices com maior grau de conectividade, ou seja, a pro-
babilidade de um vértice n; ser escolhido é proporcional ao seu grau de

conectividade.

Pode-se observar que os dois mecanismos descritos acima para a construcao das
redes livres de escala nao estao presentes no modelo aleatério de Erdos e Rényi e
no modelo de redes pequeno mundo de Watts e Strogatz, j4 que nos mesmos nao
ha adicao de novos vértices e as arestas sao estabelecidas de forma homogénea. Por
outro lado, nas redes geradas pelo modelo livre de escala, os vértices mais conectados
tendem a receber mais arestas. As redes resultantes sao entao formadas por um

namero reduzido de vértices altamente conectados, denominados hubs, e por uma
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grande quantidade de vértices poucos conectados, o que define a distribuicao livre

de escala.

A Figura 2.12 mostra as redes obtidas a partir do processo descrito acima, para
redes com 20, 30 e 50 vértices e M = 1. Pode-se observar que, em todos os casos,
as redes geradas apresentam um nimero reduzido de hubs. A Figura 2.13 mostra
a distribuicao do grau de conectividade para uma rede livre de escala com 10,000

vértices.

Figura 2.12 - Redes geradas a partir do modelo de Barabdsi e Albert com 20,30 e 50
vértices e M = 1, respectivamente. Em todos os casos pode-se observar a
presenca de um ntimero reduzido de hubs.

As representacoes graficas das redes presentes neste capitulo foram obtidas por meio
do software NetworkX, que é um mddulo pertencente a linguagem Python para
a criacao, manipulacao e estudo da estrutura e dinamica de redes complexas. O
NetworkX ¢ software de acesso livre, em codigo aberto, e compativel com o sistema

operacional Windows, Linux e Mac.
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Figura 2.13 - Distribuicao do grau de conectividade para uma rede livre de escala formada
por 10,000 vértices e M = 5. Esta distribuigao segue uma lei de poténcia da
forma P(k) ~ k7.

Fonte: (RODRIGUES, 2007)
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2.2 Analise de séries temporais
2.2.1 Introducao

Um sistema dinamico é um sistema que evolui a cada instante de acordo com um
conjunto de regras fixas que determinam como um estado do sistema se altera para
um outro. Dois tipos principais de sistemas dinamicos sao encontrados em aplicagoes:
aqueles em que a varidvel tempo é continua (¢t € R) e aqueles em que a varidvel tempo
é discreta (t € N).

Um sistema dinamico continuo pode ser descrito por equacoes diferenciais ordinéarias
(EDO'’s) ou parciais (EDP’s). Para o caso de uma ou mais EDO’s, tal sistema assume

a forma .
dz(t)/dt = Z(t
( Z/ {u( (1)) (2.12)
7(0) = oo
enquanto um sistema dinamico discreto pode ser representado como a iteragao de

uma ou mais fungoes, isto é
fn—l—l - fy(fn)a (213)

onde & € R™ corresponde ao vetor de estados do sistema, f, constitui um conjunto
de m fungdes, p é definido como um parametro de controle do sistema e Z(0) é o

vetor de condicoes iniciais das variaveis de estado do sistema dinamico.

O conjunto dos valores assumidos pelas variaveis de estado ao longo do tempo, a
partir da condigao inicial #(0), é chamada de trajetdria ou drbita do sistema di-
namico. As trajetérias descritas pelas varidveis de estado de um sistema dinamico
sao usualmente representadas em um espaco euclidiano R™, que neste contexto é
chamado de espaco de estados ou ainda espaco de fase, sendo m a dimensao do
sistema. Se ﬁ é constituido de m funcoes continuas lineares, o sistema dinamico
é linear; caso contrario, o sistema dinamico é nao-linear. Se ﬁ nao depende expli-
citamente do tempo t, o sistema dinamico é autonomo; caso contrario o sistema é
nao-autonomo (ALLIGOOD et al., 1997).

Um exemplo de sistema dinamico continuo, nao-linear e autonomo de EDO’s é dado

por:
de/dt = o(—x+y)
dy/dt = re—y—uzz (2.14)
dz/dt = —bz+uxy
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onde o, r e b sao parametros reais e positivos.

O sistema de equagoes (2.14) é comumente denominado sistema de Lorenz (LORENZ,
1963) e fornece uma aproximacao para a dinamica de uma camada de fluido convec-
tiva. A solucao deste sistema pode apresentar comportamento estavel, periddico ou
quasiperiédico. Para valores de parametros iguais a o = 10, b = 8/3 e r = 28, por
exemplo, a solucao deste sistema oscila confinada em uma regiao limitada do espaco
de fase, sem entretanto, apresentar periodicidade. Tal trajetéria é atraida para um
sub-conjunto de pontos do espago de fase, conhecido como atrator cadtico (ALLI-
GOOD et al., 1997).

Quando as equacoes que governam um sistema dinamico sao conhecidas, o estudo
das caracteristicas de suas solucoes pode revelar comportamentos complexos e inte-
ressantes. Porém, em situacoes reais raramente se dispoe de um conjunto de equa-
¢oes diferenciais ou mesmo um mapa que descreva o comportamento do sistema.
Em geral, monitora-se uma tnica variavel a partir de um experimento que se sabe
de antemao depender de outras varidveis (KANTZ; SCHREIBER, 2003). Desta forma,

obtém-se uma série temporal de medidas:

X = {z(t)|t € N, z(t) € R}, (2.15)

com T pontos. Sao exemplos de séries temporais a evolucao das variaveis de es-
tado z(t), y(t) e z(t), em fungao do tempo ¢ do Sistema (2.14), conforme mostra a
Figura 2.14.

2.2.2 Técnicas de Analise de Séries Temporais
2.2.2.1 Analise espectral

As técnicas de analise espectral sao utilizadas, em geral, na detecgao de periodicida-
des ou padroes ciclicos em séries temporais. Sob condi¢oes bem gerais, uma funcao
f(t) pode ser considerada como sendo a superposi¢gao de um nimero (eventualmente
infinito) de componentes periddicas. A determinagao do peso relativo de cada uma
dessas componentes é chamada de andlise espectral. Se f(t) é periddica, seu espectro
pode ser representado como a combinacao linear de oscilacoes cujas frequéncias sao
multiplos inteiros da frequéncia bésica w. Essa combinacao linear é chamada série de

Fourier. Quando f(t) é ndo-periddica, o espectro de frequéncias varia continuamente
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Figura 2.14 - Exemplos de séries temporais obtidas a partir da evolucao das varidveis de
estado x(t), y(t) e z(t) em funcao do tempo ¢ do Sistema (2.14), respectiva-
mente.

e usa-se a chamada transformada de Fourier para representar f(t) em termos dessas

frequéncias (PAPOULIS, 1962). Escreve-se a transformada de Fourier de f(t) como:

flw) = / et gyt (2.16)

O espectro de poténcias P(w), que indica o “peso relativo” com que a frequéncia w
comparece na composicao de f(t), é definido como o quadrado do médulo de f(w),
ou seja,

P(w) = [f(@)*. (2.17)

Na situagao do presente trabalho, dispoe-se de uma série temporal finita e discreta
da forma (2.15). Se T' é o numero total de pontos na série, entdo x; corresponde a

um tempo total de medida t,,,, = T'At. A transformada discreta de Fourier, de uma
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série temporal, é definida por uma outra série 7, tal que:

T

~ 1 2mtk

Tp = —— g Ty €XP {2 ], k=1....,T. (2.18)
VT = T

A série temporal (2.15) depende do tempo; por outro lado, 7y, depende das frequén-
cias, isto é, T, = T(w = kAf) com Af = 1/tax. O cdlculo da transformada discreta
de Fourier (2.18) pode ser feito com rapidez através do uso do algoritmo conhecido
como FFT (Fast Fourier Transform) (COOLEY; TUKEY, 1965).

O espectro de poténcias P(w) para uma série temporal discreta é definido por:

P(w) = |T3]*. (2.19)

A Figura 2.15 apresenta os espectros de poténcias de um ruido branco uniformemente
distribuido entre [0, 1], de uma série periddica (fungao seno) e da série temporal z(¢)
que é parte da solugao do Sistema (2.14). Séries temporais com evolugoes diferentes
apresentam espectros de poténcia distintos. Sinais aleatorios apresentam espectros de
poténcia com energia constante ao longo das frequéncias. Sinais periédicos de periodo
P apresentam um pico bem definido na frequéncia correspondente a esse periodo.
Por outro lado, séries temporais quasiperiodicas apresentam espectros de poténcia

com uma “banda larga”, o que indica a existéncia de um continuo de frequéncias.
2.2.2.2 Funcao de autocorrelagcao

Uma importante medida para se identificar as propriedades de uma série temporal

consiste no calculo da fungao de autocorrelagdo A,.(7), definida como:

Aac;t(T) _ = i - 2 ($t - f) (xt+T - f), (220)

2
t=1 Sza

onde T' é o nimero de pontos da série X, T sua média e s2, sua variancia. Essa
funcao representa a média do produto dos valores da série temporal nos instantes ¢ e
t+ 1At e indica por quanto tempo o valor da série temporal no instante ¢t depende de
seus valores prévios; em outras palavras A, (7) mede o grau de semelhanga existente
no sinal & medida que o tempo passa (BAKER; GOLLUB, 1996).
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Figura 2.15 - Espectros de poténcias de séries temporais com dinamicas distintas. (a) Série
temporal aleatéria uniformemente distribuida entre [0, 1]. (b) Série periddica
(fungao seno). (c) Série temporal quasiperiddica z(t), oriunda do sistema de
Lorenz (2.14).

A fungao de autocorrelacao (2.20) pode ser utilizada na descrigao das propriedades de
uma série temporal. Se a série temporal é um ruido branco, por exemplo, A,,(7) tem
valor unitario quando 7 = 0 e é aproximadamente nula para todos os demais valores
de 7. Az, (7) de um sinal periédico é igualmente periddica, pois o sinal periédico volta
a se parecer consigo mesmo apés um intervalo de tempo correspondente ao periodo.
Por fim, em uma série quasiperiddica A,,(7) — 0 quando 7 — o0; a semelhanga de
uma série temporal consigo mesma diminui com o tempo e acaba por desaparecer
completamente (Fig. 2.16) (ARGYRIS et al., 1994).

Analogamente, o grau de semelhanga entre duas séries temporais X = {z(¢)[t €
N,z(t) € R} e Y = {y(t)|t € N,y(t) € R}, com T pontos cada, pode ser obtido

através da funcao de correlacao cruzada Cy,(7), definida como:
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1 = Tt —T) Ytyr — Y
Z( ) (y Y)

T—71 — 525y

Coy(T) = (2.21)

Y

onde T e i sao as médias associadas as séries X e Y e s, e s, os desvios padroes de

XeY,

respectivamente.
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Figura 2.16 - Funcoes de autocorrelacao de séries temporais com dindmicas distintas com
0 < 7 <60. (a) Ruido branco uniformemente distribuido entre [0, 1]. (b) Série
periédica (fungao seno). (c) Série temporal z(t) do sistema de Lorenz (2.14).
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2.2.2.3 Coeficiente de Hurst

Hurst (HURST, 1951) prop6s uma técnica estatistica conhecida como Anélise R/S
(em inglés, R/S analysis) para a deteccao de correlacdo (persisténcia) em uma série

temporal. Esta medida é definida como:

St S |1 k< T4 1< k< T 4
J=1 J=1

Ry 1 . -
- — [ max (x; —7) — min (z; —E)] , (2.22)
onde T é o nimero de pontos de X e sp seu desvio padrao. Em geral, observa-
se como R/S varia com sucessivos intervalos 7 de T substituindo-se 7' por 7 na

Equagao (2.22), e entao:

(5.-6"

O valor do coeficiente de Hurst é entao obtido através de um ajuste linear da
curva de log(R,/S;)ay contra log(7/2). Os valores de H, variam entre 0.0 e 1.0.
O valor de H, = 0.5 indica auséncia de correlacdo (memdria). Anti-persisténcia
(anti-correlagdo) ¢ caracterizada por um valor de H, pertencente ao intervalo
0.0 < H, < 0.5 e persisténcia (correlagdo) por um valor de H, pertencente ao
intervalo 0.5 < H, < 1.0.

2.2.3 Aproximacao por Redes Complexas

De maneira geral, as técnicas em anélise de séries temporais permitem pesquisadores
resumir as caracteristicas de uma série temporal, e desta forma, entender a dinamica
subjacente de um sistema ou predizer como o mesmo evolui com o tempo. Novas
técnicas tém sido propostas para capturar informacoes adicionais ou quantificar sé-
ries temporais de novas formas (ZHANG et al., 2006; LAI et al., 2010; VERPLANCKE et
al., 2010; AO, 2010). Um dos avangos mais interessantes foi sugerido pelo trabalho
de Zhang & Small (ZHANG; SMALL, 2006) que utilizou, pela primeira vez, a teoria

de redes complexas na andlise de séries temporais.
2.2.3.1 O trabalho de Zhang e Small (2006)

A idéia proposta no referido trabalho consiste em dividir uma série temporal em n

ciclos disjuntos de acordo com seus minimos locais (ou maximo locais), denotados
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por {C},Cs, ..., C,}, sendo que cada ciclo corresponde um vértice da rede associada.
A conectividade entre os vértices é obtida com base no coeficiente de correlagao linear

p entre cada par de ciclos, dado por:

Cay
P=—"F 7>
V Amv Ayy

onde A,, e Cy, correspondem & autocorrelacao (2.20) e a correlacdo cruzada (2.21)

(2.24)

com 7 = 0, respectivamente. O coeficiente de correlagao caracteriza a similaridade
entre os ciclos, assim pares de ciclos com uma correlacao temporal superior a um

limite pré-estabelecido D, estarao conectados na rede correspondente.

Tais estudiosos trabalharam com dois tipos de séries pseudo-periédicas: o primeiro
tipo se refere a uma série periédica acrescida com uma taxa de ruido (denominada

“série periddica com ruido”), ou seja:

Yn = sin(27wn) + bn,, (2.25)

onde b = 0.2836 e 7 ¢ um parametro aleatdrio tal que n ~ N(0,0?).

O segundo tipo se refere a série temporal oriunda da evolugao temporal da variavel
de estado x do sistema de equagoes diferenciais ordindrias de Rossler (denominada

“série cadtica”):

de/dt = —y—=z
dy/dt = z+ay (2.26)
dz/dt = d+ (v —c)z

onde a, d e ¢ sao parametros reais e positivos.

A representacao utilizada no referido trabalho codifica a dinamica da série temporal
em estudo em uma topologia de rede complexa, e desta forma, séries temporais
com dinamicas diferentes exibem estruturas topoldgicas de rede distintas (conforme
Figura 2.17). Especificamente, séries temporais periddicas com ruido correspondem
a redes aleatdrias, e séries temporais cadticas geram redes com caracteristicas de
redes pequeno mundo e livre de escala. Estas classificacoes foram obtidas através do
estudo das propriedades topoldgicas usuais de uma rede, como a distribuicao do grau

de conectividade P(k) versus k, o comprimento do caminho médio e o coeficiente de
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Figura 2.17 - Séries temporais pseudo-periédicas (com minimos locais representados por
circulos, em vermelho) e suas representacoes em redes complexas. (a) A
série temporal aleatéria acrescida a uma taxa de ruido esta associada a uma
rede aleatéria. (b) A série temporal cadtica estd associada a uma rede com
caracteristicas de redes pequeno mundo e livre de escala.

Fonte: Figura adaptada de Zhang e Small (2006).

O mapeamento proposto por Zhang e Small (2006) identifica com éxito a dinamica
de uma série temporal a partir do estudo de sua rede correspondente. Porém, este
procedimento faz uso de ciclos presentes em uma série temporal, e desta forma, o
mesmo fica restrito a analise de séries temporais com periodicidade. Além disso, as
topologias das redes geradas através deste mapeamento sao altamente sensiveis ao
valores assumidos pelo parametro D. Ou seja, valores de D proximos de 1.0 geram

redes altamente esparsas, enquanto que valores de D proximos de 0.0 geram redes
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altamente densas.
2.2.3.2 O trabalho de Lacasa et al. (2008)

Posteriormente, Lacasa et al. (2008) propuseram uma estratégia de mapeamento de
uma série temporal em uma rede complexa baseada no conceito de wvisibilidade. Para
ilustrar a idéia proposta, a Figura 2.18 apresenta os vinte primeiros valores de uma
série temporal periédica (parte superior) como também a representagao desta série
em um grafico de barras (parte intermedidria). Uma dada barra é conectada com
todas aquelas que podem ser vistas do topo da primeira, obtendo-se assim o grafo
associado (parte inferior). Neste grafo, cada vértice corresponde, na mesma ordem,
a um ponto da série temporal, e dois vértices serao conectados se existe visibilidade
entre os pontos correspondentes da série temporal, ou seja, se existe uma linha que
os conecta, de tal forma que a “linha de visibilidade” nao intercepta nenhum ponto

intermedidrio.

0.87,049,0.36,0.83,0.87,0.49,0.36,0.83,0.87,0.49,0.36,0.83,0.87,0.49,0.36,0.83,0.87,0.49,0.36,0.83...

Figura 2.18 - Exemplo de uma série temporal com 20 pontos e sua respectiva rede com-
plexa, obtida a partir do algoritmo de visibilidade descrito anteriormente.
Nesta rede cada vértice corresponde, na mesma ordem, a um ponto da série
temporal. A visibilidade entre os pontos define a ligacdo entre os vértices na
rede associada.
Fonte: (LACASA et al., 2008)
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Formalmente, é possivel estabelecer o seguinte critério de visibilidade entre os pontos
de uma série temporal: dois pontos arbitrarios de uma série temporal (., y,) € (ty, ys)
serao visiveis, e consequentemente, serao vértices conectados na rede associada, se

qualquer outro ponto da série temporal (., y.) colocado entre eles satisfizer a relagao:

ty — to
ty — ta

Ye < Yo+ (Yo — Wp) (2.27)

O processo de mapeamento desenvolvido por Lacasa et al. (2008) foi aplicado em
trés conjuntos distintos de séries temporais. O primeiro conjunto se refere a séries
periddicas com diferentes periodos. Neste caso, todas as séries temporais foram ma-
peadas em redes regulares (como aquela obtida na parte inferior da Figura 2.18). O
segundo conjunto se refere a séries aleatérias obtidas a partir de uma distribuigao
uniforme entre [0, 1]. Neste caso, todas as séries temporais aleatdrias foram mape-
adas em redes aleatdrias. Por fim, o ultimo conjunto analisado se refere a séries

fractais, que foram mapeadas em redes do tipo pequeno mundo.

Analogamente ao mapeamento proposto por Zhang e Small (2006), o mapeamento
proposto por Lacasa et al. (2008) codifica a dinamica da série temporal em estudo
em uma topologia de rede complexa. Este mapeamento é mais amplo se comparado
com o primeiro, ja que sua aplicagdo nao esta restrita a andlise de séries temporais

com periodicidade.

Apés os trabalhos de Zhang e Small (2006) e Lacasa et al. (2008), diversos mapea-
mentos de séries temporais em redes complexas foram sugeridos (LUQUE et al., 2009;
YANG; YANG, 2008; MARWAN et al., 2009; XU. et al., 2008; GAO; JIN, 2009) com base
em conceitos como visibilidade (LUQUE et al., 2009), correlag¢oes (YANG; YANG, 2008),
anélise de recorréncia (MARWAN et al., 2009) e reconstrucao do espago de fase (XU. et
al., 2008; GAO; JIN, 2009). Estes estudos demonstraram que, independentemente do
mapeamento utilizado, séries temporais com diferentes caracteristicas sao mapeadas
em redes com propriedades topoldgicas distintas. Este fato sugere que pode ser pos-
sivel diferenciar as propriedades de uma série temporal utilizando medidas em redes
complexas, contudo, nao é ainda claro como a analise de séries temporais pode ser

util na investigacao das propriedades topoldgicas de uma rede complexa.

33






3 MAPEAMENTO PROPOSTO

Seja M um mapeamento de uma série temporal continua X € 7 em uma rede com-
plexa g € G. Em condigoes ideais, tal mapeamento preservaria toda a informacgao da
série original, possivelmente através de um mapa bijetivo M, onde cada série tem-
poral X seria mapeada exatamente em uma rede complexa g = M,[X]| que, por sua
vez, seria inversivelmente mapeada na mesma série temporal X = M, ' [M,[X]]. Na
pratica, isto se torna impossivel ja que séries temporais continuas possuem infinitos
valores enquanto redes complexas sao limitadas a um conjunto finito de vértices e
arestas. Desta forma, qualquer mapeamento de uma série temporal continua X em

uma rede complexa g deve discretizar de alguma forma a série temporal.

Neste trabalho, utiliza-se a discretizagao de X com base nos quantis de seus valores.
Em estatistica descritiva, o conceito de quantil é utilizado para particionar uma
amostra com 7' pontos em () subconjuntos (quantis) de mesmo tamanho, cada qual
com T'/@Q) pontos. Desta forma, o ¢;-ésimo quantil de uma amostra, ordenada em

ordem crescente, é obtido através da relacao:

¢ = (T'*1)/Q, (3.1)

onde i =1,2,...,Q. Desta forma, dada uma série temporal X, primeiramente seus
() quantis sao identificados, e entao, cada quantil ¢; é associado a um vértice n; € N/
na rede correspondente. Dois vértices n; e n; estarao conectados na rede com um
arco (n;,nj, w;;) € L, onde o peso w;; de cada arco é dado pelo nimero de vezes que

um dado ponto z; no quantil ¢; é seguido por um ponto x4 no quantil ¢; (Fig. 3.1).

O mapeamento proposto, Mgy, possui duas propriedades importantes. Primeira-
mente, ele é sobrejetivo. Dada uma série temporal X com 7" pontos e ) quantis, o
mapeamento produzird uma e somente uma rede complexa g = Mqr[X], contudo
séries temporais distintas X e X’ podem ser mapeadas em uma mesma rede com-
plexa g = Mgr[X]| = Mgr[X']. Segundo, o mapeamento direto é bastante simples
ja que o mesmo requer a especificacao de um tnico parametro () que pode ser obtido,
por exemplo, através da relacdo Q ~ v/T. Em diversos mapeamentos propostos (XU.
et al., 2008; GAO; JIN, 2009; MARWAN et al., 2009; YANG; YANG, 2008), a estrutura
da rede complexa resultante é bastante sensivel a escolha de diversos parametros,
tais como, tempo de atraso, dimensao de imersao e limiarizagao, necessarios para a

reconstrucao do espaco de fases e analise de recorréncia.
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Figura 3.1 - Tlustragao do mapeamento proposto. Mapeamento direto: Uma série temporal
X é mapeada em uma rede complexa g com @) = 4 vértices (quantis). Tran-
sicoes repetidas entre quantis resultam em arestas na rede com pesos maiores
(representados por linhas mais grossas). Mapeamento inverso: A partir de
uma rede complexa g, constituida de @) = 4 vértices, é construida uma série
temporal X movendo-se aleatoriamente 17" passos de um vértice n; para um
vértice n;, com probabilidade w;;.

O mapeamento proposto fornece uma vantagem significativa em relagao aos mape-
amentos existentes. O mesmo possui uma operacao inversa aproximada /\/lélT Esta
operacao consiste na realizacao de um caminho aleatério sobre a rede com probabili-
dade w;; dada pela matriz de adjacéncia com pesos W, de tal forma que ) jwig =1
(Fig. 3.1). Iniciando-se de um vértice aleatdrio, a série temporal é construida através
da realizacao deste caminho, na qual a probabilidade de mover-se do vértice n; para

o vértice n; ¢ dada por w;;. Se for possivel associar cada vértice da rede a um quantil
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na série temporal resultante X, é possivel construir a série temporal dividindo seu
dominio em () quantis e escolher aleatoriamente um valor pertencente ao quantil

correspondente.

Na auséncia de uma correspondéncia direta entre vértices e quantis assume-se sua-
vidade na série temporal resultante. Desta forma, os vértices podem ser associados
a quantis através do reordenamento da matriz de adjacéncia com pesos W, de tal
forma que a mesma possua seus maiores elementos w;; proximos da diagonal (SALES-
PARDO et al., 2007). Este reordenamento é feito utilizando-se a técnica do recozimento
simulado (em inglés, simulated annealing) (KIRKPATRICK et al., 1983) e uma descri-
¢ao do mesmo pode ser encontrada no Capitulo 7. A série temporal resultante sera o
mais suave possivel — uma propriedade muito comum em diversas séries temporais

empiricas.

Tal como o mapeamento direto Mgy, 0 mapeamento inverso MC}lT também pos-
sui algumas propriedades importantes. Ele é também sobrejetivo. Dada uma rede
complexa g, o mapeamento ird produzir uma série temporal X = /\/lé%p[g, €] sobre
uma realizacao €, contudo, redes complexas distintas g e ¢’ podem ser mapeadas
sobre uma mesma série temporal X = Mé% lg, €] = /\/lé%p [, €']. Apesar deste ma-
peamento nao ser estritamente um-para-um devido a presenca de estocasticidade,
ou seja, /\/lélT lg, €] # ./\/lélT lg, €], as séries temporais resultantes terdo propriedades
bastante similares. Em contraste, mapeamentos inversos anteriores (STROZZI et al.,
2009; HARAGUCHI et al., 2009) sdao dependentes da escolha arbitraria na enumera-
¢ao dos vértices, o que torna as séries temporais resultantes altamente sensiveis a

enumeracao escolhida.

Sumarizando, ao algoritmo a seguir descreve os passos necessarios para a obtencao
de uma rede complexa a partir de uma série temporal qualquer (mapeamento direto,
Mgr), como também, os passos necessarios para a obtencao de uma série temporal

com T pontos a partir de uma rede complexa qualquer (mapeamento inverso, MélT)
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Mapeamento direto Mgy:

|

IT

II1

Particionamento da série temporal. Dada uma série temporal X com T

pontos, divide-se X em @ quantis (conforme a Equagao (3.1));

Determinacao dos vértices da rede associada. Cada quantil ¢; (i =
1,2,...,Q) é associado a um vértice n; € N na rede g correspondente, nesta

mesma ordem;

Determinacao das conexoes entre vértices da rede. Dois vértices n; e n;
sdo conectados na rede com uma aresta (n;, nj, w;;) € L, onde o peso w;; de
cada aresta é dado pelo niimero de vezes que um dado ponto x; no quantil ¢; é

seguido por um ponto x;;1 no quantil g;.

A rede resultante tera () vértices e o peso total das arestas sera dado por T — 1.

Mapeamento inverso M élT

[

II

III

1Y

Determinacao da matriz de transicao V. Dada uma rede complexa g com
@ noés, primeiramente sua matriz de adjacéncia com pesos W é normalizada,
de tal forma que, jwij = 1. Desta forma, cada elemento w;; representa a

probabilidade de transicao do vértice n; para o vértice n;.

Associagao entre os vértices de g com os quantis em X. A associagao
entre vértices e quantis é obtida através do reordenamento de W de modo que
seus valores mais elevados estejam proximos da diagonal e a série temporal

resultante seja o mais suave possivel (SALES-PARDO et al., 2007).

Determinacao do dominio de X. Assume-se que os valores de X estao
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1]. Desta forma, este intervalo é

dividido em () partes iguais.

Construcao dos elementos de X. A série temporal X é construida movendo-
se repetidamente do vértice n; para o vértice n; com probabilidade w;;. A cada
passo € assinalado aleatoriamente um nimero real pertencente ao quantil cor-

respondente g;, e este processo ¢ repetido 1" vezes.

A série temporal resultante tera T' pontos, que correspondem aos 1" passos do cami-

nho aleatério sobre a rede complexa g.
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4 RESULTADOS

Com o propésito de verificar quais propriedades de uma série temporal (rede
complexa) sao recuperadas quando Mgr e ./\/lélT sao aplicados sequencialmente,
introduz-se um conjunto de séries temporais que varia de periédica a totalmente

aleatoria:

mod (z(t — 1)+ +n,1),  com probabilidade p
z(t) = (4.1)

mod (z(t — 1) +6,1), caso contrario

onde 1 é uma varidvel aleatéria obtida de uma distribui¢ao uniforme entre [0, 1] e p
parametriza a probabilidade com que este ruido modifica a série peridédica original.
Tomando p = 0,1072,1071,10° e § = 0.05, gera-se um conjunto de séries temporais
com T = 320 pontos cada (Fig. 4.1).

O mapeamento direto Mgr ¢ entao aplicado nas séries temporais obtidas através
da relagao (4.1) utilizando-se @ = 20 quantis e as redes complexas resultantes sao
obtidas. Estas séries temporais e redes complexas sao referenciadas como “primeira
geracao” de séries temporais e redes complexas, respectivamente. A Figura 4.1 mos-
tra que séries temporais com propriedades distintas sao mapeadas em redes comple-
xas com propriedades topoldgicas distintas. Especificamente, a medida que as séries
temporais se tornam mais aleatdrias as redes complexas associadas também se tor-
nam mais aleatorias, como no modelo de redes pequeno mundo de Watts & Strogatz
descrito na Secao 2.1.4.2 (WATTS; STROGATZ, 1998).

Em seguida, o mapeamento inverso ./\/lélT ¢é aplicado na primeira geracao de redes
complexas para se obter a segunda geracao de séries temporais, cada uma com T =
320 pontos. Por simplicidade, assinala-se cada quantil ao mesmo quantil da primeira
geragao de séries temporais. E visivel a similaridade entre a primeira geracao de séries
temporais X e segunda geracao de séries temporais /\/lgng [Mor[X], €], independente

dos valores de p (Fig. 4.1).

Finalmente, o mapeamento proposto Mgy ¢ aplicado na segunda geracao de sé-
ries temporais utilizando-se () = 20 quantis para se obter a “segunda geracao” de
redes correspondentes. E notével que o mapeamento proposto é capaz de produzir

a primeira geragao de redes complexas g e a segunda geracao de redes complexas
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Figura 4.1 - Avaliagdo qualitativa da fidelidade do mapeamento proposto. Note que a pri-
meira geracao (1G) e a segunda geracao (2G) de séries temporais e redes
complexas possuem propriedades similares (Fig. 4.2-4.3), sugerindo-se que
pode ser possivel utilizar a analise de séries temporais para quantificar redes
complexas, e vice-versa.

MQT(MC}}F(Q)) com topologias similares para todos os valores de p (Fig. 4.1).

Demonstra-se quantitativamente a confiabilidade do mapeamento proposto no do-
minio temporal 7 através da comparacao de diferentes propriedades estatisticas das
primeira e segunda geragoes de séries temporais. Em ambos os casos, as fungoes de
autocorrelacao e os espectros de poténcia sao bastante similares e revelam a presenca
de periodicidade nas séries associadas quando p = 0, na qual desaparece com o incre-
mento de p. Além disso, ambas as primeira e segunda geracoes de séries temporais
possuem valores uniformemente distribuidos entre 0.0 e 1.0, para todos os valores
de p (Fig. 4.2).

A fidelidade do mapeamento no dominio de redes complexas G é demonstrado atra-
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Figura 4.2 - Comparacao de algumas propriedades estatisticas associadas a primeira ge-
ragdo (1G) e a segunda geracao (2G) de séries temporais. Sdo comparadas
as médias destas propriedades sob 10 realizagoes distintas. As barras de erro
denotam os desvios padrao sob tais realizagoes. Para ambas as geracoes de
séries temporais, as funcoes de autocorrelacdo, os espectros de poténcia e as
distribuicoes de seus valores sao bastante similares, independente dos valores
de p.

vés da comparagao de varias propriedades estatisticas das primeira e segunda ge-
ragoes de redes complexas, incluindo a distribuicdo da forga de entrada (em inglés,
in-strength), o peso das arestas e o comprimento do menor caminho. A forga de
entrada ¢ unitaria em cada vértice quando as primeira e segunda geracoes de re-
des complexas sao regulares (p = 0.0) e quando tais redes se tornam aleatérias, a

distribuicao da for¢a de entrada se espalha devido a redistribuicao dos pesos. Note
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que a forga de saida (em inglés, out-strength) de cada vértice é unitaria em todos
0S casos, ja que os pesos sao probabilidades markovianas. Os pesos das arestas sao
unitarios quando as primeira e segunda geracoes de redes complexas sao regulares
(p = 0.0). Quando p aumenta, a distribuigao dos pesos das arestas mostra a presenga
de pequenos pesos (w ~ 0.0) como também grandes pesos (w ~ 1). O comprimento
do menor caminho é calculado como a soma minima do inverso dos pesos sob um
caminho entre dois vértices. Os comprimentos dos menores caminhos sao uniforme-
mente distribuidos quando as primeira e segunda geracoes de redes complexas sao
regulares (p = 0.0). Quando p aumenta, os atalhos aleatérios diminuem as distancias
entre os vértices, embora em alguns casos, comprimentos do caminho mais longos
surgem devido a redistribuicao dos pesos. A medida que as redes se tornam mais

aleatorias, as distribuigoes dos menores caminhos assumem um pico (Fig. 4.3).

Pode-se observar que as propriedades topoldgicas da primeira geracao de redes com-
plexas sao recuperadas na segunda geracao de redes complexas para todos os valores
de p. De modo geral, os resultados aqui apresentados (Fig. 4.1-4.3) indicam que o
método proposto nesta tese é capaz de preservar informacoes estruturadas e nao
estruturadas nos dominios série temporal e rede complexa, sob sucessivas aplicagoes

dos mapeamentos direto e inverso.
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4.1 Aplicacao do mapeamento direto em séries temporais cadticas

Com o intuito de enfatizar o potencial do mapeamento direto, o mesmo é aplicado
em duas séries temporais pertencentes a sistemas dinamicos distintos. A primeira
série temporal é a variavel x(t) do sistema caético de Lorenz (2.14), com o = 10.0,
r = 28.0, e b = 8/3. As solugbes numéricas destas equagoes se desenvolvem em
um atrator imerso no espago tridimensional com coordenadas (z,y,z) (LORENZ,
1963). A trajetéria do sistema rotaciona ao redor de um dos pontos de equilibrio
instaveis e eventualmente escapa para a orbita do outro ponto de equilibrio. Este
comportamento é reconhecido em sua varidvel x(t) ja que seus valores oscilam entre

valores positivos e negativos (Fig. 4.4).

A segunda série temporal é a variavel x(t) do sistema caético de Rossler (2.26), com
a = 0432, b = 2.0, e ¢ = 4.0. Seu espago de fase gera um atrator cadtico com
um unico l6bulo, em contraste com o atrator de Lorenz que possui dois. A trajetéria
dentro do atrator segue uma espiral préxima do plano (x,y), ao redor de um ponto de
equilibrio instavel. Uma vez que a trajetoria rotaciona por varias vezes, o segundo
ponto de equilibrio a influencia, ocasionando um salto na dimensdo z (ROSSLER,
1976). Este comportamento gera um padrao oscilatério quasiperiédico na varidvel
x(t) (Fig. 4.4).

Em ambos os casos, o mapeamento direto Mgy € aplicado utilizando-se 7' = 10, 000
pontos da varidvel z(t) das equagoes de Lorenz e Rossler e redes complexas sao
construidas utilizando-se () = 50 quantis. Cada vértice é colorido de acordo com o
modulo no qual estd inserido. As redes complexas resultantes (Fig. 4.4) apresentam
diferengas nitidas em suas topologias. A rede complexa do sistema de Lorenz apre-
senta uma estrutura densa com dois grandes modulos. Tal rede possui modularidade
M, = 0.4547, que é muito maior que a modularidade média (M,)p = 0.0298+0.0018,
obtida de redes construidas através da aleatorizagao da série temporal original. Além
disso, os dois 16bulos do atrator de Lorenz sao mapeados nos dois maiores modulos
na rede. Por outro lado, a rede complexa associada ao sistema de Rossler apresenta
uma estrutura alongada devido a periodicidade presente na série temporal corres-
pondente. Tal rede possui modularidade M, = 0.6437, que é muito maior que a
modularidade média (M,)p = 0.0280 4+ 0.0017, obtida de redes construidas a par-
tir da aleatorizacao da série original. Além disso, esta rede possui cinco pequenos

moédulos em virtude das diferentes amplitudes geradas pelo atrator.
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Figura 4.4 - Tlustracao do mapeamento direto Mg em séries temporais cadticas. Sao uti-
lizados T" = 10,000 pontos das varidveis z(t) das equagoes de Lorenz e de
Rossler e construidas redes complexas com = 50 quantis. As redes com-
plexas resultantes apresentam diferengas nitidas em suas topologias. A rede
associada ao sistema de Lorenz apresenta uma estrutura densa, onde os dois
l6bulos do atrator sao mapeados nos dois maiores médulos da rede complexa.
Por outro lado, a rede complexa associada ao sistema de Rossler apresenta
uma estrutura alongada decorrente do padrao quasiperiédico presente na série
temporal correspondente.
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4.2 Aplicagcao do mapeamento direto em séries temporais auto-similares

O mapeamento direto é também aplicado em um conjunto de séries temporais auto-
similares. Uma série temporal é auto-similar se o espectro de poténcia correspon-
dente, P(w), é caracterizado por uma lei de poténcia (MALAMUD; TURCOTTE, 1999),

ou seja:

P(w) ~w™?, (4.2)

onde o expoente 5 é uma medida da intensidade da persisténcia (correlagao) na
série temporal associada. Mais especificamente, valores estritamente positivos de (3
indicam persisténcia e quanto maior o seu valor, maior a persisténcia. O valor § = 0
indica a auséncia de persisténcia, e por fim, valores estritamente negativos de (3

indicam anti-persisténcia e quanto menor o seu valor, maior a anti-persisténcia.

A Figura 4.5 apresenta exemplos de séries temporais auto-similares com 7" = 1,000,
geradas a partir de valores de (3 iguais a —1.0; —0.5;0.0;0.5; 1.0 e 2.0. A medida que
o valor de § aumenta as séries temporais correspondentes se tornam mais persisten-
tes, ou seja, seus valores adjacentes se tornam mais correlacionados. A Figura 4.6
apresenta os espectros associados as séries da Figura 4.5. Note que tais espectros

sdo caracterizados por uma lei de poténcia com inclinagao dada por —f3 (em escala

log-log).

O mapeamento direto Mgy é aplicado utilizando-se séries temporais com 7' =
10,000 pontos e Q = 50 quantis (Fig. 4.5). As redes complexas resultantes apre-
sentam diferencas significantes em topologia, conforme observado nas matrizes de
adjacéncia com pesos associadas (Fig. 4.7). A medida que o valor de 3 aumenta,
maior é a probabilidade dos valores adjacentes de uma série temporal estarem cor-
relacionados, e desta forma, maior a probabilidade de vértices vizinhos estarem co-

nectados entre si.
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correlacionados.
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Figura 4.7 - Matrizes de adjacéncia com pesos obtidas através da aplicacao do mapea-
mento direto Mgt nas séries temporais auto-similares da Figura 4.5. Quanto
maior a anti-persisténcia na série temporal, maior é a probabilidade de vér-
tices distantes estarem conectados. A medida que § aumenta, a correlagao
na série associada também aumenta e maior é a probabilidade de vértices
vizinhos estarem conectados na rede correspondente.



As diferencas em topologia observadas na Figura 4.7 ficam mais evidentes em graficos
do coeficiente de agrupamento C' e do comprimento do menor caminho médio L em
funcao do coeficiente 5 (Fig. 4.8). Os valores de C' e L foram obtidos com base em
redes sem peso, obtidas a partir da aplicacao da operacao de limiarizagao nas redes
com peso da Figura 4.7. Como esperado, um ruido branco (5 = 0.0) é mapeado
em uma rede completamente aleatéria. Além disso, as correlagoes crescentes (ou
maior persisténcia) produzem redes cada vez mais regulares, onde o fenomeno de
pequeno mundo tende a desaparecer. Em conjunto, estes resultados atestam que o
mapeamento proposto traduz de modo eficaz propriedades puramente geométricas de
uma série temporal (auto-similaridade, por exemplo) em caracteristicas topolégicas

bem definidas na rede correspondente.

1.0 T T T 1T
12.0—
0.8 L
06 8.0
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Figura 4.8 - Coeficiente de agrupamento e comprimento do caminho médio em fungao
do coeficiente [ associados as redes da Figura 4.7. Sao comparadas as médias
destas propriedades sob 10 realizagoes distintas. As barras de erro denotam os
desvios padrao sob tais realizagoes. Como esperado, um ruido branco (5 = 0.0)
gera uma rede completamente aleatéria. Observe que séries com correlagoes
crescentes (ou maior persisténcia) produzem redes cada vez mais regulares,
onde o fenomeno de pequeno mundo tende a desaparecer.
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4.3 Aplicagcao do mapeamento direto em séries temporais de batimento

cardiaco

Com o intuito de ilustrar o potencial do mapeamento proposto em aplicacoes reais,
o mesmo ¢ aplicado ao problema de deteccao de diferencas em batimentos cardia-
cos em séries temporais de pacientes sadios e doentes (GOLDBERGER et al., 2000).
Especificamente, utiliza-se duas séries temporais de batimento cardiaco do Physi-
oNet (PHYSIONET..., ); uma de um paciente sadio e outra de um paciente com
faléncia cardiaca (Fig. 4.9). A série temporal do paciente sadio é nao-estaciondria
e irregular. Por outro lado, a série temporal de um paciente com faléncia cardiaca
estd associada a emergencia de regularidade excessiva. O mapeamento direto Mgr
é aplicado em séries temporais normalizadas de 100-minutos de pacientes sadios e
com faléncia cardiaca amostradas a 0.01 segundos (7" = 10,000 pontos) e @ = 50
quantis (Fig. 4.9). As redes complexas resultantes apresentam diferengas nitidas em
topologia, especialmente aparente na rede associada ao paciente nao-sadio. Esta rede
possui um “cluster” em separado decorrente da presenca de intermiténcias (em inglés,

bursts) na série temporal correspondente.

A robustez dos resultados encontrados na Figura 4.9 é demonstrada aplicando o
mapeamento direto Mgy nas séries estudadas utilizando-se diferentes valores de Q.
A Figura 4.10 sugere que o mapeamento direto é capaz de produzir redes complexas
com topologias similares as encontradas na Figura 4.9, independente dos valores
de ). Como uma outra demonstracao de robustez, aplica-se o mapeamento direto
Mr em séries temporais de batimento cardiaco de diferentes pacientes sadios e nao-
sadios. A Figura 4.11 sugere que o mapeamento direto é capaz de produzir redes
complexas com topologias similares as encontradas na Figura 4.9, para pacientes

sadios e nao-sadios.
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Figura 4.9 - Ilustragao do mapeamento direto M7 no problema de detec¢ao de diferencas

na dinamica das séries temporais associadas a pacientes em diferentes con-
digoes de saude. Sao utilizadas séries temporais normalizadas de batimento
cardiaco a 100-minutos de pacientes sadios e com faléncia cardiaca. Redes
complexas sdo construidas utilizando-se (Q = 50 quantis. As redes resultantes
apresentam diferencas topoldgicas, com a presenca de um cluster em separado
na rede associada ao paciente nao-sadio.
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Figura 4.10 - Trés aplicacoes do mapeamento Mgr utilizando-se ¢ = 40,60 e 70 quantis
em séries temporais de pacientes sadios e nao-sadios. Note a similaridade en-
tre tais redes com as redes apresentadas na Figura 4.9, atestando a robustez
dos resultados associados ao mapeamento direto, independente dos valores

de Q.
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Figura 4.11 - Trés aplicacoes do mapeamento Mgr utilizando-se @ = 50 quantis em di-
ferentes séries temporais associadas a pacientes sadios e nao-sadios. Inde-
pendente do niimero de pacientes, as redes complexas resultantes sao visu-
almente similares as apresentadas na Figura 4.9.
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4.4 Aplicagcao do mapeamento inverso em redes complexas reais

O potencial do mapeamento inverso em aplicacoes reais é ilustrado aplicando-o em
duas redes complexas pertencentes a classes distintas. A primeira rede é a rede meta-
bolica de Arabidopsis thaliana, que apresenta elevada modularidade e é caracterizada
por uma estrutura em cadeias e um conjunto de hubs que sao diretamente atingiveis
entre si. A segunda rede é a rede de Internet nos Estados Unidos em 1997, que possui
uma estrutura em estrela com diversos hubs e baixa modularidade, conforme mostra
a Figura 4.12 (GUIMERA et al., 2007; NETGEO..., ).

Primeiramente, vértices sao associados a quantis através do reordenamento da ma-
triz de adjacéncia com pesos correspondente (SALES-PARDO et al., 2007) (Fig. 4.13) e
séries temporais com T = 100, 000 pontos cada sao geradas através da aplicacao do
mapeamento inverso MC_QIT (Fig. 4.13). As séries temporais resultantes apresentam
diferencas nitidas em dinamica. Na primeira aplicacao, as caracteristicas topologicas
da rede metabdlica sao traduzidas em séries temporais com elevado grau de persistén-
cia (ou correlagoes de longo alcance), devido a presenca de cadeias em sua estrutura
original. Por outro lado, cada vez que o caminhante aleatério atinge um dos diversos
hubs na rede de Internet, existe uma probabilidade elevada do mesmo ser levado a
diferentes partes da rede. Este comportamento produz um sinal caracterizado por

uma série temporal de baixa persisténcia (correlagoes de curto alcance).

A. thaliana Internet 1997

Figura 4.12 - Representacoes esquematicas de duas redes complexas pertencentes a classes
distintas. A primeira é a rede metabdlica de Arabidopsis thaliana, que é
caracterizada por uma estrutura em cadeias e um conjunto de hubs que sao
diretamente atingiveis entre si. A segunda é a rede de Internet nos Estados
Unidos em 1997, que possui uma estrutura em estrela com diversos hubs.
Fonte: Figura adaptada de Guimera et al. (2007).

95



60OF T T T T /L
o
- //// -
"= 400} / .
3
=] r va ]
= L
D200 S :
/.?‘
',/{
ox"_, | . | A 0
0 200 400 600
Vertice i
]
1500F A~
[ S
"o 1000F -
o r T ]
t | ik 4
\q) L . 4
> 500F y .
L7 ]
[/ ]
(0] T R B s
0 500 1000 1500
Vertice i

-
o

100 o
Q

O.

10" &
o

®

a
102 @
=

Q

o

. @
10° ©
an

o
=
-

o

100 O
Q

.

4 8
10" ®
o

®

o3

102 &2
=

Q

>
)

~ Q0
10°Q
o
=

—~~

—

~
x

0

] |
200

|
800

| ]
600

| ]
400
t

|
1000

1.0
0.8:
0.6
0.4

0.2

0.0

0

|
200

| | |
400 600 800

Il
1000

eueley) sisdopiqely

66| 1duislu] VSN

Figura 4.13 - Ilustracao do mapeamento inverso em redes complexas reais de diferentes
tipos — a rede metabdlica Arabidopsis thaliana e a rede de Internet nos
Estados Unidos em 1997. Primeiramente, vértices sao associados a quantis
através do reordenamento da matriz de adjacéncia com pesos correspon-
dente (ambas em escala log-log). Em seguida, séries temporais sao obtidas
com T = 100, 000 pontos cada utilizando-se redes com ) = 607 e 1, 589 vér-
tices, respectivamente. As séries temporais resultantes apresentam diferencas

nitidas em dinamica.
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As diferencas em dinamica nas séries temporais resultantes sao demonstradas quanti-
tativamente através do calculo da funcao de autocorrelacao, do espectro de poténcia
e do coeficiente de Hurst associados (Fig. 4.14). Note que as correlagoes de longo
alcance presentes na rede metabdlica sao bem capturadas pela funcao de autocorre-
lacao, pelo espectro de poténcia com inclinacao § = —1.4541 e pelo valor médio do
coeficiente de Hurst, dado por H, = 0.8579 + 0.0006. Por outro lado, os resultados
associados a rede de Internet mostram a assinatura de baixa correlacao gerada por
esta rede. Note que neste caso, o espectro do poténcia associado possui uma incli-
nacao inferior, dada por § = —1.1865 e valor médio do coeficiente de Hurst também

inferior, dado por H, = 0.7045 £ 0.0014.

A robustez destes mesmos resultados é demonstrada aplicando-se o mapeamento
inverso ./\/lélT, sob diferentes realizagoes, na rede metabdlica Arabidopsis thaliana e
na rede de Internet. Séries temporais com 7' = 100,000 pontos cada foram geradas
através da aplicacao sucessiva do mapeamento inverso /\/lé%,, em suas matrizes de
adjacéncia com pesos reordenadas (Fig. 4.13). A Figura 4.15 sugere que dada uma
rede complexa, o mapeamento inverso é capaz de produzir séries temporais com
dinamicas similares, sob diferentes realizacoes. De modo geral, os resultados apre-
sentados demonstram que redes complexas com topologias distintas resultam em

séries temporais com dinamicas distintas.

A Figura 4.16 apresenta as matrizes de adjacéncia com pesos de redes pertencentes
a diversas classes, incluindo redes metabdlicas, de transporte aéreo e de interagoes
entre proteinas. Primeiramente, vértices sao associados a quantis através do reorde-
namento da matriz de adjacéncia com pesos correspondente e séries temporais com
T = 100,000 pontos cada sao geradas através da aplicacao do mapeamento inverso

Mé%p As séries temporais resultantes apresentam dinamicas distintas.

A Tabela 4.1 apresenta algumas caracteristicas das redes em estudo, tais como nu-
mero de vértices, nimero de arestas e valores médios de modularidade associados as
redes originais (M,) e de suas versoes aleatorizadas ({M,)p). Algumas caracteristicas
das séries temporais associadas sao também apresentadas, tais como o valor médio
de H, e a inclinacao média de seus espectros de poténcia. Apesar desta pequena
amostra nao permitir que sejam tiradas conclusoes definitivas sobre a existéncia
de correlacoes entre as propriedades de uma rede real e as caracteristicas da série
temporal correspondente, alguns resultados na Tabela 4.1, como os valores médios

da modularidade e do expoente de Hurst para as redes metabdlicas ou a Internet,
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Figura 4.14 - Propriedades estatisticas das séries temporais apresentadas na Figura 4.13,
obtidas da rede metabdlica Arabidopsis thaliana e da rede de Internet nos
Estados Unidos em 1997. As correlagoes de longo alcance presentes na rede
metabdlica sao bem capturadas pela funcao de autocorrelagao, pelo espectro
de poténcia com inclinagao § = —1.4541 e pelo valor médio do coeficiente de
Hurst, dado por H, = 0.8579+0.0006. Por outro lado, os resultados na rede
de Internet mostram a assinatura de baixa correlagao gerada por esta rede.
Neste caso, o espectro do poténcia associado possui uma inclinacao inferior,
dada por § = —1.1865 e um coeficiente de Hurst também inferior, dado por
H, =0.7045 £+ 0.0014.

sugerem fortemente que estudos mais aprofundados devem ser realizados sobre este

tépico, como prosseguimento desta tese.
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Quatro realizacoes do mapeamento inverso ME)IT na rede metabdlica Arabi-
dopsis thaliana (Q) = 607 e T' = 100, 000) e na rede de Internet nos Estados
Unidos em 1997 (@ = 1,589 e T' = 100,000). Note a similaridade destas
séries com as séries apresentadas na Figura 4.13, demonstrando a robustez
do mapeamento inverso proposto.
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Figura 4.16 - Aplicacdo do mapeamento inverso em redes complexas reais pertencentes a
diferentes classes — a rede metabdlica Escherichia coli, as redes de trans-
porte aéreo da Asia & Meio Leste e Norte Americana e a rede de iteragoes
entre proteinas em Saccharomyces cerevisia. Primeiramente, as matrizes de
adjacéncia com pesos associadas sao reordenadas e a associagao entre vér-
tices e quantis é estabelecida. As séries temporais resultantes apresentam
diferencas em dinamica.
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Tabela 4.1 - Caracteristicas de diversas redes reais estudadas e das séries temporais cor-

1

QT

respondentes, obtidas através da aplicagdo do mapeamento inverso M
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As figuras deste capitulo foram geradas com o software PyGrace (http://pygrace.
sourceforge.net) utilizando-se esquemas de cores da ferramenta ColorBrewer
(http://colorbrewer.org). Além disso, as redes complexas aqui apresentadas fo-
ram geradas pelo software Pajek (http://vlado.fmf.unilj.si/pub/networks/
pajek). A critério de conhecimento, a disposigao dos vértices de uma dada rede no
plano (z,y) foi determinada, de forma que, as arestas associadas possuissem apro-
ximadamente o mesmo tamanho e que houvesse um niimero minimo de intersecgoes
entre as mesmas. Mais especificamente, foi utilizado um algoritmo de forca direcio-
nada que considera as arestas como objetos elasticos e os vértices como particulas
eletricamente carregadas. Desta forma, a rede complexa é tratada como um sistema
fisico e as forgas aplicadas nos vértices fazem com que os mesmos se aproximem ou
se afastem ao longo do tempo. Este procedimento é repetido iterativamente até que
o sistema atinja um estado de equilibrio, ou seja, até que as posigoes dos vértices nao
se alterem no plano (z,y) de uma iteragdo para outra (BATAGELJ; MRVAR, 1998).
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5 CONCLUSOES

Os resultados apresentados nesta tese constroem uma ponte conectando a analise de
séries temporais e a pesquisa em redes complexas. Neste sentido, uma rede complexa
pode ser analisada explorando um conjunto extenso de propriedades estatisticas da
série temporal associada. Por exemplo, subgrafos em uma rede serao mapeados em
periodicidades em uma série temporal, nas quais podem ser facilmente caracteriza-
das através do calculo do espectro de poténcia associado. Por outro lado, regimes
dinamicos distintos em séries temporais podem ser analisados explorando-se um con-
junto extenso de propriedades topoldgicas das redes associadas (conforme Fig. 4.4,

por exemplo).

E importante mencionar que o mapeamento proposto remete algumas técnicas de
analise classica. Por exemplo, o mapeamento direto de uma série temporal em uma
rede complexa pode ser comparado com a dinamica simbodlica, onde um sistema
continuo é discretizado em uma sequéncia de simbolos representando um estado
de um sistema dinamico (LIND; MARCUS, 1995). No mapeamento proposto nesta
tese os vértices desempenham o papel de simbolos e uma série simbdlica é entao
obtida através de um caminho pela rede complexa. O mapeamento proposto também
fornece uma aproximacao unica para a compressao de uma série temporal. Desde
que a grande parte das séries temporais reais, incluindo séries temporais financeiras
e climaticas possuem milhoes de pontos, este mapeamento produz naturalmente um
mecanismo de compressao de 1" pontos de uma série temporal em uma lista de no

méximo Q? elementos da matriz de transicao de Markov .

Finalmente, o mapeamento proposto pode ser modificado a fim de incluir corre-
lagoes de ordens elevadas. Por exemplo, correlacoes de segunda ordem podem ser
capturadas através do célculo da densidade de probabilidade markoviana p(z(to +
)|x(to), z(to—1)), o que resultara em redes complexas com hiperconexdes (com peso
e direcionadas) conectando os vértices associados com os quantis de z(ty) e x(tg — 1)

com o vértice associado com o quantil de x(tp).

O estudo dos tépicos acima (dinamica simbdlica, compressao de dados e captura de
correlagoes de ordem superior), bem como uma investigagdo mais aprofundada das
propriedades das séries temporais e redes reais estudadas no Capitulo 4 constituem

sugestoes naturais de trabalhos futuros.
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6 APENDICE A - O algoritmo de Floyd-Warshall

Sejam N = {ny,na,...,ny} os vértices de uma rede complexa direcionada g =
(N, L), e considere um subconjunto {n, ny,...,n;} de vértices para algum k. Para
quaisquer pares de vértices n;,n; € N, considere todos os caminhos desde n; até n;
cujos vértices intermedidrios sao todos tracados a partir de {ny,ns,...,ni}, e seja
P um caminho de peso minimo dentre eles. O algoritmo de Floyd-Warshall explora
um relacionamento entre o caminho P e caminhos mais curtos desde n; até n; com
todos os vértices intermedidrios no conjunto {ni,ng,...,nx_1}. O relacionamento

depende do fato de nj ser ou nao um vértice intermediario do caminho P.

e Se ny nao é um vértice intermediario do caminho P, entao todos os vértices
intermediarios do caminho P estdo no conjunto {nj,na,...,ng_1}. Deste
modo, um caminho mais curto desde o vértice n; até o vértice n; com
todos os vértices intermedidrios no conjunto {ny,ns,...,n,_1} também é
um caminho mais curto desde n; até n; com todos os vértices intermediarios

no conjunto {ny, ng,...,ny}.

e Se ni ¢ um vértice intermediario do caminho P, entao desmembra-se P
em n; até ny (por P;) e de ny até n; (por P,). Como o vértice nj nao
é um vértice intermediario do caminho P;, entao P; é um caminho mais
curto desde n; até n;, com todos os vértices intermediarios no conjunto
{n1,na,...,nx_1}. De modo andlogo, P, é um caminho mais curto desde o

vértice ny até o vértice n; com todos os vértices intermedidrios no conjunto

{nl, No, ... ,nk_l}.

Com base nas observacoes anteriores, define-se uma formulacao recursiva de valores
de caminhos mais curtos. Seja dg?) o peso de um caminho mais curto desde o vértice
n; ao vértice n; para o qual todos os vértices intermedidrios estao no conjunto
{n1,n9,...,n;}. Quando k = 0, um caminho desde o vértice n; até o vértice n;
sem vértices intermediarios com numeracao mais alta que 0 nao tem absolutamente
nenhum vértice intermedidrio. Tal caminho tem no maximo uma aresta (ou ligagao),
e entao dgjq) = w;;. Uma definigao recursiva que segue a discussao anterior ¢ dada

por:

65



d(k) _ Wij sek=0
min(dj; 7, dl "V +dps V) sek > 1
onde os w;; sao elementos da matriz W, que representa os pesos das arestas da rede,

ou seja:

0 sei =]
wij = o peso da aresta (n;,n;) sei# je (n;,n;) €K
00 sei# je(n,n;) ¢ K

Considerando-se que, para qualquer caminho, todos os vértices intermediarios estao
no conjunto {ny,na, ..., ny}, a matriz D) = (dl(jv)) fornece a resposta final: dgv) =
(i, j) para todo n;,n; € N' (LEISERSON et al., 2002).

O algoritmo de Floyd-Warshall possui diversas caracteristicas, dentre elas:
e Utiliza uma representacao por matriz de adjacéncias, que é uma estrutura
de dados bastante simples;

e E muito eficiente em termos de espaco requerido para armazenamento. A
implementacao pode utilizar a propria matriz de adjacéncias para atualizar

distancias;

e E um algoritmo de complexidade ctibica, ou seja, O(N?).
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7 APENDICE B - Reordenamento da matriz de adjacéncia com pesos

Neste trabalho, a correspondéncia entre um vértice de uma rede complexa a um
quantil na série temporal é feita através do reordenamento da matriz de adjacéncia
com pesos W, de forma que a mesma possua seus maiores elementos w;; préximos
da diagonal (SALES-PARDO et al., 2007). Para encontrar um reordenamento préximo
ao 6timo, utiliza-se a técnica do recozimento simulado com uma fungao custo que

atribui um peso para cada elemento de W com base na sua distancia a diagonal:

N
1 o
= S wyli—jl (1)

1,j=1

onde N é a ordem da matriz W.

Para cada interagao da busca no recozimento simulado, é proposto O(N?) movi-
mentos. Cada tentativa de movimento é realizada ou nao utilizando-se o algoritmo
Metrépolis. Em seguida, calcula-se o valor da funcao custo para a nova ordem de C,
definida como C’, e esta nova ordem ¢é aceita com probabilidade p = exp[(C —C")/T.
Inicialmente, a matriz C é reordenada aleatoriamente a uma temperatura inicial 7.
Em cada iteragao, o valor de T decresce por um fator no dominio [0.95,0.999] e o
processo de reordenamento é finalizado quando os valores de C se mantém inalte-
rados apds 20 iteragoes. Informacgoes detalhadas sobre o processo de reordenamento

da matriz C podem ser encontradas em Sales-Pardo et al. (2007).
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