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RESUMO

A descrigao da maioria dos fenomenos fisicos por meio de equacoes diferenciais en-
volve erros, uma vez que um modelo fisico-matematico é sempre uma aproximacao
da realidade. Para sistemas operacionais de previsao, uma estratégia para lidar com
incertezas do erro de modelagem e das observagoes é adicionar alguma informagao
real do sistema fisico ao modelo matematico. Esta informacao adicional consiste de
observagoes (valores medidos) sobre o fenomeno que se deseja modelar. No entanto,
os dados observados devem ser inseridos com cuidado para evitar uma degradacao no
desempenho da previsao. Técnicas de assimilacao de dados sao ferramentas que com-
binam de modo eficaz observacoes com dados de modelos fisico-matematicos para
a determinagao do dado de andlise (condigao inicial), que é usado para executar o
modelo de previsao. Esse processo é fundamental na pratica operacional da previsao
numérica do tempo e em circulacao oceanica. Com o desenvolvimento do sistema
de observacao e a evolucao dos modelos numéricos, a ordem de dados observados
disponiveis para serem assimilados ¢ de 10° a 107, enquanto o ntimero de pontos de
grade do modelo é da ordem de 10% a 10%, isso representa um grande desafio no pro-
cesso de assimilacao de dados, isto €, o estudo de técnicas que utilizam todos os dados
disponiveis produzindo uma andlise dentro do periodo disponivel da prdtica opera-
cional. Deste modo, este trabalho apresenta uma técnica de assimilacao de dados que
utiliza redes neurais artificiais aplicada ao modelo de dgua rasa em duas dimensoes
e na equacao da onda em uma dimensao. As observacoes utilizadas foram sintéticas.
As rede neurais aplicadas foram a Perceptron de Multiplas Camadas, utilizada para
emular as técnicas de Filtro de Kalman (FK) e o método Representante. O método
empregado apresentou grande eficiéncia computacional com a mesma qualidade das
analises obtidas por meio do FK e o método Representante. No cenario atual de
dados de observacao em crescente expansao, bem como o aumento da resolucao dos
modelos de circulagao atmosférica e oceanica, esta técnica pode ser uma alternativa
viavel para o problema de assimilagao de dados.
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ARTIFICIAL NEURAL NETWORKING TO DATA ASSIMILATION
AT OCEAN CIRCULATION MODEL

ABSTRACT

The description of physical phenomena through differential equations carries errors,
since the mathematical model is always an approximation of reality. For an opera-
tional prediction system, one strategy to deal with uncertainties from the modeling
and observation errors is to add some information from the real dynamics into the
mathematical model. This aditional information consists of observations on the phe-
nomenon. However, the observational data insertion should be done carefully, in
order to avoid loss of performance of the prediction. Technical data assimilation are
tools to combine data from physical-mathematics model with observational data to
obtain a better forecast. This process is fundamental to the practice of operational
numerical weather prediction and ocean circulation. With the development of the
observing system and the development of numerical models, the order of observed
data available to be assimilated is 10° to 107, while the number of grid points of the
model is around 10° to 10%, this represents a hard challenge in the process of data
assimilation, that is, the development of techniques that uses all available data to pro-
duce an analysis within the available period of operational practice. Thus, this work
presents a data assimilation technique that uses artificial neural network models ap-
plied in shallow water in two dimensions and the wave equation in one dimension.
Synthetic Observations were used. The neural network was applied to Multi-Layer
Perceptron, which is used to emulate the techniques of Kalman Filter (KF) and rep-
resenter method. The method showed high computational efficiency with the same
quality of the analyzes obtained by the FK and representer method. In the current
scenario observation data are becoming increasingly widespread, requiring higher
resolution models of atmospheric and oceanic circulation, this technique may be a
viable alternative to the problem of data assimilation.
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1 INTRODUCAO

Muitos problemas em geociéncias requerem a estimagao do estado de sistemas ao
longo do tempo utilizando medidas ruidosas realizadas sobre o sistema em estudo.
Esses sistemas podem ser descritos por meio de modelos matematicos, isto é, por um
conjunto de equagoes diferenciais (ISMAIL-ZADEH; TACKLEY, 2010). No entanto, de-
screver fenomenos fisicos a partir de equagoes diferenciais, seja parciais ou ordinarias,
isto é, por meio da modelagem matematica, é uma atividade passivel de erro, uma

vez que o modelo fisico e matematico é sempre uma aproximagao da realidade.

Em meteorologia e oceanografia, assimilacao de dados é um meio de estimacao do
estado da atmosfera ou do oceano pela combinacao de dados observacionais com
uma estimativa a priori proveniente do modelo dindmico (GRIFFITH, 1997). Esta
estimativa do estado da atmosfera ou do oceano é frequentemente denominada de
analise. No caso da meteorologia, a principal aplicacao da assimilacao de dados é na
Previsao Numérica do Tempo, na qual ela é usada para obter uma boa estimativa

do estado atual da atmosfera para iniciar um modelo de previsao.

Para a oceanografia, modelar o oceano consiste em resolver as equagoes do modelo
tao exatas quanto possivel comparando os resultados com as observacoes. Contudo,
como o oceano é um fluido turbulento, pequenas mudancas nas condigoes iniciais
podem originar impactos significativos sobre a evolucao subsequente do fluido. Por
outro lado, mesmo que fosse possivel resolver completamente a equacao diferencial
parcial do movimento do fluido, a previsao do estado do oceano sera limitada pela

acuracia dos dados das condicoes iniciais e condigoes de contorno.

O modelo numérico, seja oceanico ou atmosférico, requer discretizacao das equagoes
diferencais, com consequente reducao dos graus de liberdade da equagoes originais.
Ocorre também a parametrizacao de alguns processos fisicos, como turbuléncia, radi-
acao, entre outros, gerando fonte significativa de erro. Estes fatores impossibilitam
simular o fluxo de fluido com exatidao (ZARON, 2009; ROBINSON; LERMUSIAUX,
2000).

De acordo com Robinson e Lermusiaux (2000), o problema fundamental em
oceanografia pode ser definido como: dado o estado passado do oceano, o estado
do oceano no tempo posterior é estimado pela dinamica do modelo. A lei béasica e

os principios da fisica, quimica e biologia do oceano envolvem a variavel de estado



do modelo avangando no tempo. Assim, do ponto de vista pratico, estimar o estado
) )
presente e futuro das variaveis de estado do oceano para aplicagoes esta intimamente

acoplado ao fundamento da ciéncia do oceano.

Usualmente, as variaveis de estado sao: componentes de velocidade do vento, pressao,
densidade, temperatura, salinidade e elevacao da superficie. Exemplos de variaveis
de estados biolégicas e quimicas sao: campos de concentracao de nutrientes, planc-
ton e etc. Devido a complexidade dos sistemas biogeoquimicos marinhos, o niimero
de variaveis possiveis é extremamente grande e a limitacao para um subconjunto
finito de variaveis de estado “criticas” é um problema importante de pesquisa con-
temporanea (ROBINSON; LERMUSIAUX, 2000).

A oceanografia operacional é uma &area de crescente relevancia para uma melhor
caracterizagao do oceano. Os oceanos exercem uma grande influéncia no ambi-
ente global, tornando a sua investigacao fundamental para compreender os feno-
menos que neles ocorrem. O seu conhecimento exige, entre outros, estudos das cor-
rentes, temperaturas, salinidades e elevacao da superficie do mar, constituindo ob-
jetivos da oceanografia operacional, com aplicagoes no ambito cientifico, ambiental

e econodmico.

Um fator importante para a compreensao das ferramentas de assimilacao de dados
é o conceito de erros, isto é, a estimacao do erro associado aos dados observados
e ao erro de modelagem. As observacoes contém erros oriundos de diversas fontes,
por exemplo, erro de instrumentacao, amostragem e representatividade. O modelo
dinamico, por sua vez, é imperfeito, com erros provenientes da aproximacao fisica
(quimica ou bioldgica) que governam a evolugao explicita das varidveis de estado, a
representacao de processos fisicos que parametrizam a interagao entre as variaveis e
a discretizacao do modelo. Portanto, é necessario lidar com incertezas e limitagoes
inerentes ao modelo fisico-matematico e com as incertezas associadas aos dados

observados. Estes fatores estimulam a utilizagao das ferramentas de assimilacao de

dados.

Os componentes basicos para sistemas operacionais de previsao sao: a rede de dados
de observacao, o modelo numérico e o método de assimilagao de dados. As técnicas
de assimilacao de dados sao uma alternativa para combinar de modo eficaz os dados
observados com os dados do modelo fisico matematico. Essas técnicas podem ser
baseadas em teoria da estimacao (como: Filtro de Kalman (FK) (KALMAN, 1960);



Filtro de Particulas (FP) (GORDON et al., 1993; CHORIN; KRAUSE, 2004)); no calculo
variacional (TALAGRAND; COURTIER, 1987)(como: método do Representante (BEN-
NETT, 2002)), ou ainda, baseadas em Inteligéncia Artificial (IA), com o uso de Redes
Neurais Artificiais (RNA)(NOWOSAD, 2001; HARTER, 2004; CINTRA, 2010).

As técnicas de assimilacao de dados tornaram-se uma ferramenta de extrema im-
portancia para modelos numéricos, por exemplo, na previsao numérica do tempo
(KALNAY, 2003; DALEY, 1993), em circulagdo oceanica (BENNETT, 2002), e mais
recentemente tém sido utilizada para a previsdo de clima espacial (HARTER et al.,
2008; SCHERLIESS et al., 2004; PETRY et al., 2012).

Na previsao numérica do tempo, é importante ressaltar que, mesmo considerando,
por hipdtese, modelos deterministicos e observagoes perfeitas, a natureza cadtica
da atmosfera limitaria o tempo de previsibilidade (KALNAY, 2003). Esse fenémeno
foi primeiramente observado no trabalho de Lorenz (1963), em que a solugao de
equacoes semelhantes as que governam os movimentos atmosféricos apresentaram
dependéncia sensivel com relacao a variagao da condicao inicial, conforme ilustrado

na Figura 1.1.

O processo de assimilacao de dados pode ser visto como um problema de determi-
nacao de condigao inicial (c. i.) e definido como: “a ciéncia de se ter uma adequada
combinacao de dados de um modelo fisico-matemdtico com dados de observac¢ao para
se determinar o dado de andlise (ou c. i.)” (CAMPOS VELHO et al., 2007). Portanto,
quanto mais préximo da realidade for a estimativa da condicao inicial, melhor serd

a qualidade da previsao.

A Figura 1.2 ilustra a aplicagao da técnica de assimilagao de dados. Observa-se que,
a medida que sao inseridas as observacoes no sistema, a dinamica da estimativa
(curva vermelha) aproxima-se da referéncia de verdade (curva azul), uma vez que
¢ interrompida a insercao das observagoes, ocorre o desacoplamento das dinamicas.
Assim, as observacoes, quando combinadas de modo eficaz com dados do modelo
fisico-matematico, servem para aproximar com a precisao desejada a estimativa da
condigao inicial real do sistema. Neste estudo de caso, as observagoes assimiladas sao
observagoes sintéticas, determinadas por meio da integragao do sistema de Lorenz

com um ruido adicionado.

A evolucgao historica dos métodos de assimilacao de dados passa pelo Ajuste de
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Figura 1.1 - Tlustragao da sensibilidade das condicdes iniciais do sistema de Lorenz. Para
condigoes iniciais ligeiramente diferentes o modelo produz trajetérias distin-
tas.

Fonte: Adaptado de Furtado (2008)

Funcoes, Corregoes Sucessivas, Analise de Correcoes, Interpolacao Otima, Métodos
Variacionais, Filtro de Kalman e Técnicas de Monte Carlo, (DALEY, 1993; KALNAY,
2003; GRIFFITH, 1997). Todos esses métodos implicam em diferentes técnicas de se
combinar uma previsao de “background” (estimativa a priori do modelo de previsao)
com observagoes, resultando no dado de andlise ou condigao inicial (c.i.), que serd

usado para iniciar os modelos numéricos para o ciclo seguinte de previsao.

Matematicamente, assimilacao de dados é um processo que compreende dois passos:

(1) Passo de Previsao:
X = F(xj) (1.1)

(2) Passo de Andlise, que pode ser feito de varias formas, entre as quais:

(2.1) teoria da estimacao
xi = x; + K(y, — Hlx]) (1.2)
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Figura 1.2 - Série temporal da componente x do sistema de Lorenz. Curva azul: referéncia
de verdade; quadrados verdes: observacoes; curva vermelha: estimativa.
Fonte: Adaptado de Furtado (2008)

(2.2) célculo variacional

Xy = MinJ(xP) (1.3)
M

X = Xi—i—Zﬁme(l‘,k‘) (1.4)
m=1

(2.3) redes neurais artificiais
Xy = Frnvag, (Vi x3) (1.5)

em que x;, ¢ o vetor de varidveis de estado prevista do modelo, o subescrito k indica
o tempo discreto, x¢ representa o dado de andlise (c.i.), y, o vetor de observagoes.
Na Equacgao 1.1, F representa o modelo numérico de previsao. Na Equacao 1.2, a
matriz H é o operador linear que representa o sistema de observacao, K é a matriz
de ganho de Kalman. Na Equacao 1.4, x é a coordenada espacial, 3 é o coeficiente
do representante e r é o valor do representante. No Capitulo 4, descreve-se como

se determinam esses valores. Na Equacao 1.5, Fgrya: ¢ uma fungao que mapeia os

>



dados de entrada (y,,x}) com os dados da saida desejada x{ para a determinagao

do w* 6timo. No Capitulo 5, descreve-se como esse processo é realizado.

A inovacao tecnoldgica permitiu o surgimento de supercomputadores, a evolugao
dos modelos numéricos de previsao e da rede de observacao. Esses fatores vem pro-
porcionando maior confiabilidade na previsao numérica operacional. O aumento na
quantidade de satélites lancados disponibiliza uma grande quantidade de informacoes
meteorolégicas e oceanograficas. O aperfeicoamento da resolucao de grade dos mo-
delos numéricos de previsao também é fato. Isso significa que a ordem de grandeza
de dados observacionais disponiveis é da ordem de 10° a 107, enquanto o nimero de
varidveis do modelo ¢ da ordem de 10% a 10% (KALNAY, 2003).

Pode-se dizer que o desafio atual da assimilagao de dados consiste em: conceber for-
mas para utilizar os dados observados disponiveis em modelos com crescente ntimero
de pontos de grade e produzir uma analise dentro do tempo disponivel na pratica
operacional. De acordo com os trabalhos de Nowosad et al. (2000), Harter (2004) e
Cintra (2010), a abordagem para assimilagdo de dados por meio de Redes Neurais

Artificiais pode ser uma solucao.

O uso de redes neurais para assimilacao de dados é recente. Esta metodologia foi
sugerida como uma possivel técnica por Hsieh e Tang (1998). No entanto, a primeira
implementagao foi feita por Nowosad et al. (2000), apresentando o uso de um Filtro
de Kalman Estendido Adaptativo e Redes Neurais Perceptrons de Multiplas Ca-
madas. Essas técnicas foram aplicadas para trés modelos de sistemas dinamicos nao
lineares: sistema de tempo discreto caotico de Hénon, sistema de Lorenz em regime
cadtico e modelo computacional DYNAMO!. A RNA utilizada para fazer assimi-
lacao de dados foi treinada para “emular” o filtro de Kalman, com o objetivo de
reduzir o custo computacional. Nowosad et al. (2000) concluiu que para sistemas de
alta dimensao as redes treinadas podem ser computacionalmente mais rapidas que os
filtro de Kalman. O algoritmo foi paralelizado em Vijaykumar et al. (2002), havendo
uma reducao significativa do tempo de processamento durante o treinamento do
Perceptron de Multiplas Camadas (PMC).

Mais tarde, o trabalho de Harter (2004) apresentou o desempenho das RNA Fungdes
de Base Radial (FBR), Elman (RN-E), Jordan (RN-J) e PMC, avaliando a eficiéncia

destas em “emular” o Filtro de Kalman. As aplicacoes foram feitas nos sistemas nao

!Simulador meteorolégico baseado na equacio de Agua Rasa 1D (LYNCH, 1989).
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lineares cadticos de Lorenz e no modelo DYNAMO, sendo que o PMC também foi
aplicado ao modelo de iteracao nao linear entre as ondas de Langmuir, Whistler
e Alfvén (Modelo de 3 ondas)?. Esse foi um dos resultados inéditos do trabalho
de Harter (2004): aplicagdo de assimilacdo de dados com RNA em clima espacial.
Ressalta-se que as RNAs desenvolvidas por Harter (2004) foram implementadas
segundo uma técnica conhecida como validacao cruzada (cross-validation), o que
permitiu que se conhecesse a superficie de erros de treinamento e validagao, propor-

cionando a obtencao do melhor conjunto de pesos para o problema investigado.

Salienta-se também que houve uma evolugao significativa no desenvolvimento do
algoritmo de assimilagao de dados com redes neurais artificiais: ao invés de se usar
uma rede global, que se baseia em uma andlise sobre todo o dominio (NOWOSAD,
2001), foi desenvolvida uma estratégia de rede local, em que a andlise é gerada em
cada ponto de grade (HiRTER; CAMPOS VELHO, 2008). O ganho com a diminui¢ao do
espago de busca foi um resultado importante da pesquisa de Harter (2004), pois em
problemas de minimizacao de gradiente em aplicacoes de grande dimensao, diminuir

o espaco de busca pode ser o fator a tornar a aplicagao operacionalmente viavel.

Dando continuidade a essas investigagoes, a pesquisa de mestrado desenvolvida por
Furtado (2008) avaliou o desempenho de uma rede neural PMC treinada para emular:
o Filtro de Kalman (FK), o Filtro de Particulas (FP) e o Método Variacional (MV),
técnicas essas aplicadas ao sistema de Lorenz em regime cadtico. Na Figura 1.3,
apresenta-se o grafico de erros para essas metodologias, em que o erro é a diferenca
absoluta entre a estimativa (trajetéria do modelo obtida pela técnica de assimilagao)
e a referéncia de verdade (integragao do modelo no tempo, ou seja, considerou-se que
o modelo é perfeito). Na coluna a esquerda, tem-se a estimativa com o FK, FP e o

MYV, e a direita o erro para a rede PMC “emulando” essas técnicas, respectivamente.

De acordo com o grafico, nota-se que a técnica que obteve a melhor estimativa foi
o MV. Na coluna a direita, pode-se ver que a rede PMC foi compativel com as
demais metodologias abordadas. E importante ressaltar que o FP é um método que
viabiliza fazer assimilacao dos dados observados a cada 500 passos de tempo, e a
rede neural também é capaz de assimilar os dados com essa mesma frequéncia de
inser¢ao de observagoes (FURTADO et al., 2008), sendo que o FK e o MV falham. No
trabalho de Furtado et al. (2011), compara-se o método de RNA com a formulagao

variacional. No entanto, a abordagem para assimilagao de dados com redes neurais

2 Aplicagdo em assimilacdo de Dados em Clima Espacial, veja (HARTER, 2004) pag. 93
7



artificiais possui vantagens no seguinte aspecto: o algoritmo é altamente paralelizavel

e permite implementacoes em hardware.

Figura 1.3 - Grafico com os erros de assimilag@o para o sistema de Lorenz. Coluna a di-
reita Filtro de Kalman (FK), Filtro de Particulas (FP), Método Variacional
(MV). Coluna a esquerda estimativa com a rede PMC. As observagoes foram
assimiladas a cada 12 passos de tempo.
Fonte: Adaptado de Furtado (2008)

O 1ltimo trabalho desenvolvido por esse grupo de pesquisa entitula-se “Assimilacao
de dados com redes neurais artificiais em um modelo de circulagao geral da at-
mosfera.” (CINTRA, 2010), que fez uso do modelo SPEEDY (Simplified Parameter-
izations, primitivE-Equation DYnamics). Este é um modelo de circula¢do geral da
atmosfera com grade em coordenadas tridimensionais (3D), que possui caracteristi-
cas semelhantes aos modelos operacionais de previsao do tempo (MOLTENI, 2003).
A técnica de redes neurais artificiais foi utilizada para emular o método do fil-
tro de Kalman por conjunto transformado e Localizado (Local Ensemble Transform

Kalman Filter - LETKF). Esse método é uma aproximagao do Filtro de Kalman



onde um conjunto de previsoes de curto prazo sao usadas para estimar as covarian-

cias do erro do modelo de previsao. Maiores informagoes encontram-se em (CINTRA,

2010).

Assim, o objetivo deste trabalho é continuar a investigacao da metodologia de redes

neurais artificiais no contexto de assimilacao de dados com énfase na:

(a) aplicac@o no contexto de circulagao oceanica;

(b) utilizagdo das redes neurais para emular o Filtro de Kalman e o método do

Representante (uma variante da técnica Variacional).

O método do representante é uma técnica de assimilacao de dados desenvolvida por
Bennett e colaboradores para modelos de circulagao oceanica. Uma compilagao de
desenvolvimento e aplicagoes da técnica podem ser consultadas nos livros Bennett
(1992), Bennett (2002). As aplicacoes das técnicas de assimila¢ao sao testadas nos

mesmos modelos usados em teste preliminares pelo método do representante:

(a) equagdo da onda de primeira ordem 1D (BENNETT; BAUGH, 1992; BENNETT,
2002),

(b) modelo de agua rasa 2D (BENNETT, 2002).

Esta tese tem como principal contribui¢ao apresentar a metodologia de Redes Neu-
rais Artificiais (RNA) como uma técnica de assimila¢do de dados para modelos de
circulagao ocednica. A RNA emula o método do representante. Essa ferramenta
obtém ganho computacional com relagao as demais metodologias de assimilacao de

dados aqui apresentadas.

Assim, o texto desta tese estda estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2
apresentam-se os modelos fisico-matematicos, que serao usados para validar as
metodologias aqui abordadas. No Capitulo 3, deriva-se o método de Filtro de Kalman
a partir do métodos de minimos quadrados, que se enquadram na categoria de fil-
tragem. No Capitulo 4, descreve-se o método do Representante, uma abordagem
baseada no método variacional. No Capitulo 5, apresenta-se a técnica de assimilagao
de dados, que é baseada em inteligéncia artificial, o principal foco deste trabalho.

Utiliza-se redes neurais artificiais por meio de um Perceptron de Multiplas Camadas.



O Capitulo 6 é reservado para os resultados. Por fim, no Capitulo 7, apresentam-se

as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 MODELOS PARA TESTES DE METODOS DE ASSIMILACAO DE
DADOS

As equacoes matematicas que descrevem o movimento do oceano sao baseadas na
Lei de Newton e nas Leis da Termodinamica. Uma representacao realista do oceano
origina equagoes que sao muito complicadas para serem resolvidas por métodos
matematicos usuais. Como uma aproximacao pratica para o problema, criam-se
aproximacoes para estas equacoes que possam ser resolvidas numericamente por

meio de métodos computacionais (ISMAIL-ZADEH; TACKLEY, 2010).

Os modelos oceanicos sao convencionalmente formulados como equagoes do movi-
mento com forcantes distribuidas, condicoes iniciais e condicées de contorno. As
equacoes sao resolvidas por uma aproximacao numérica, produzindo campos de cir-
culagao oceanica por todo o dominio do modelo em algum intervalo de tempo. Se
as observacoes reais do oceano estao disponiveis para o mesmo intervalo de tempo,
entao é possivel fazer a comparacao. No entanto, hd usualmente uma discordancia
entre a saida do modelo e as observagoes do sistema real. E plausivel que as entradas
do modelo, tais como, condicoes iniciais, de contorno e forcantes, sejam ajustadas

até que haja um acordo satisfatério com as observagoes (CHUA; BENNETT, 2001).

O melhor ajuste ou aproximacao para a circulagao estimada, requer uma extensao
para a definicdo de um modelo oceanico. Além disso, para a equacao de movimento,
forcantes distribuidas, condigoes iniciais e de contorno adota-se a hipdtese de que
os respectivos erros seguem uma distribuicao gaussiana. No caso mais simples, a
média e covariancias do erro serao prescritas com a hipétese de Gaussianidade. Em
resumo, um modelo oceanico, segundo Chua e Bennett (2001) é uma hipétese nula
para a distribuicao de probabilidade dos erros nas componentes do modelo oceanico

forward.

Este capitulo se propoe a apresentar os modelos utilizados, com a finalidade de testar
as técnicas de assimilacao de dados aqui empregadas. Utilizou-se dois modelos, um

modelo linear de uma dimensao e o modelo de dgua rasa em duas dimensoes.
2.1 Equagao da onda linear

Este modelo é considerado como um exemplo que envolve uma “circulagao oceanica”
nao conhecida n = n(x,t), em que x e t sdo varidveis reais. A “bacia do oceano” é

o intervalo 0 < x < L, enquanto o tempo de interesse ¢ 0 < ¢t < T. A “dinamica
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do oceano” é expressa pela equacao diferencial parcial de primeira ordem, dada a

seguir:
o o
ot “ou

em que 7 é o deslocamento, ¢ é uma constante conhecida, positiva, denominada de

= F(x,t) (2.1)

velocidade de fase, F' = F'(x,t) é um campo for¢ante especificado ndo homogéneo, ¢
¢ o tempo e x é o espaco. O subindice F' indica a solugao avancada, isto é, a solugao a
priori. A Equacao 2.1 pode ser interpretada também como a equacao da conveccao,

em que 7 ¢ a concentracao e ¢ é o coeficiente de conveccao.

Uma condigao inicial é n(z,0) = I(x), para 0 < 2 < L, em que [ é especificado.
Uma condigao de contorno periddica é n(0,t) = C(t) para 0 <t < T, em que C é

especificado.

Para a integragao numérica da Equagao 2.1, a condicao inicial periddica, utilizada na
integragao da equagao da onda é a solugao analitica da equacao KAV (Korteweg-de

Vries) avaliada em ¢ é dada por:

1
n(x,t) =1 cosh?|(x —vt)/A]

(2.2)

em que 1 é a amplitude do séliton', v é a velocidade de fase do séliton e A\ o tamanho
da escala do soliton: /A = % e v = ¢+ % Na Tabela 2.1, apresentam-se os
parametros usados na integracao do modelo. Na Figura 2.1, ilustra-se a evolucao tem-
poral em 2000 passos de tempo com 128 pontos na coordenada x para a Equacao 2.1,
projegoes nas coordenadas (z,v, z). Na Figura 2.2, tem-se a evolu¢ao temporal para

a equagao da onda nos instantes inicial (2.2(a)) e em ¢ = 150 (2.2(b)).

Tabela 2.1 - Parametros usados na integracao da equacgao da onda.

Parametro Valor

-60 m

2,42 ms~!

11,62 x 107251
1,46 x 10°m3s~!
1340 m

2,75 ms1

Spwe oS

1¢ uma onda solitdria que mantém sua forma enquanto se propaga em velocidade constante.
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Figura 2.1 - Evolugao temporal da Equacao 2.1 com suas projecoes nos eixos: x distancia;
y: tempo; z: amplitude do sdliton.

O modelo foi integrado com o método de Crank Nicholson (LYNCH, 2004; ISMAIL-
ZADEH; TACKLEY, 2010) com derivada espacial de quarta ordem, dado pela equagao
a seguir:

my =y — en(myta 8yt — 8+ yts) — (M + Sy — 81.1)

1 k+1 k
+ (BT E) (23)

< At
24 Az’

Equagao 2.3 tem-se:

em que ¢; = F é a forcante do modelo, p = 1,nz e k = 1, nt. Rearranjando a

ety — a8y a8t ety = —anl_y T a8n_ iy — a8 T,
1
+ = (FF+ FF (2.4)
2 p p
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tempo t=1

L
0 20 40 60 80 100
distancia x

(a) Integragao numérica da Equagao 2.1 no instante ini- (b) Integracdo numérica da Equagao 2.1 no instante ¢ = 150.

cial.

Figura 2.2 - Evolucao temporal da Equacao 2.1.

Para a solucao da Equacgao 2.4, é necessério resolver o sistema linear na forma:

An(kJrl) — By

(2.5)

Para efeito ilustrativo ao considerarmos nx = 8, as matrizes A e B obtidas sdo:

1 8¢ —cl 0

—8c; 1 81 —cl
¢ —8¢ 1 8¢y
. g —8c 1
c1 —8c
C1
—cl
8 —cl

14
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-1 —8¢; ¢l 0 —C 8¢y
8cy -1 —8c; ¢l 0 —C1
-1 8¢ -1 =8¢ ¢l
— 8 -1 -8 1
B= asa a e (2.7)
0 —c1 8¢ -1 —8¢; cl 0
0 0 —c1 8¢ -1 =8¢ ¢l
cl 0 0 0 —C 8¢y —1 =8¢
—8c;  cl 0 0 0 —c; 8¢ -1
Também como exemplo, podemos fixar a seguinte condicao de contorno periddica,
isto é:
ny=nk., 1<k<nt (2.8)
2.1.1 Dados

Para o processo de assimilacao de dados assume-se um numero finito de obser-
vagoes, que sao coletadas dentro de um dominio espacial (0 < z < L) e temporal
(0 <t <T). As observagoes (d,,) sao medidas pontuais e imperfeitas das varidveis
independentes 7n(z,t) coletadas em M pontos no espago e no tempo (z,, ty,), isto é:

A = Ty tim) + Em, (2.9)

em que 7(z,t) é o campo de deslocamento real, que nao é conhecido. O valor &,
representa o erro de medida. Dado que a forcante, a condicao inicial e os dados
contém erros, nao se pode esperar que o modelo seja perfeitamente consistente com

os dados. Entao, espera-se que:

ne(x,t) #dp, 1<m<M (2.10)
De modo analogo para o caso discreto, tem-se:
dp =1 4+, 1<m<M (2.11)

A Figura 2.3 ilustra o dominio de integracao do modelo, com os pontos de grade do

modelo e as observacoes, em que p € o contador espacial e k o contador temporal.
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Figura 2.3 - Esquema dos pontos de grade do modelo (representado pelo circulos pretos),
as observagoes representadas pelo quadrado verde, que sao distribuidas no
ponto de grade.

2.1.2 Descrigao dos residuos para a onda linear

Devido aos erros na estimativa a priori para F,I e C' que sao: forcante, condicao
inicial e condi¢ao de contorno, respectivamente. A circulacao real deve satisfazer as
Equagoes 2.12 e 2.13:

W—l—c%:F(x,t)—i—f(x,t) 0<z<L (2.12)
n(z,0)=1(x)+i(z) 0<az<L (2.13)
n(0,t) =B(t)+b(t) 0<t<T (2.14)

em que f(z,t) representa o erro na forgante, i(z) o erro na condicdo inicial, b(t) o
erro na condicao de contorno. A condi¢ao de contorno é periddica no tempo com
n(0,t) =n(L,t) com 0 <t <T.

Portanto, as Equagoes 2.9, 2.12, 2.13 e 2.14 correspondem aos residuais de obser-
vacao, modelagem, condicao inicial e condi¢ao de contorno, respectivamente. Os ex-
perimentos numeéricos e discussoes sobre os resultados para esse modelo encontram-se

na Subsec¢ao 6.1.1 do Capitulo 6.

16



2.2 Modelo de agua rasa linear 2D

As equagoes de agua rasa descrevem a propagacao de perturbagoes na agua e a
evolucao de outros fluidos incompressiveis em resposta a aceleracao gravitacional e
rotacional. Os modelos de agua rasa podem ser utilizados para prever a velocidade
da dgua e seu nivel em varios pontos em uma regiao do fluido em diferentes tempos
(SAMPSON, 2008; RANDALL, 2006). O periodo de tempo de interesse para um modelo
relativo a marés é de 12 a 24 horas, para tsunamis ¢ de 15 a 30 minutos, enquanto o
periodo de interesse para tempestades é de varios dias (SAMPSON, 2008). Algumas
aplicagoes desse modelo podem ser vistas em Aravequia e Dias (2004), utilizado para

a previsao de anomalias climéticas e em Cardoso et al. (2002).

As equacoes de agua rasa sao derivadas dos principios de conservagao de massa e de
momento. Essas equagoes sao um conjunto de equacgoes diferenciais parciais hiper-
bélicas derivadas das equagoes de Navier-Stokes, no caso em que a escala de tamanho
horizontal é muito maior que a escala de tamanho vertical. Sob essa condicao, a con-
servacao da massa implica que a velocidade vertical do fluido é pequena. Isto pode
ser mostrado na equacao de momento em que o gradiente de pressao vertical é
aproximadamente hidrostatico, e que os gradientes de pressao horizontal sao devido
ao deslocamento da superficie de pressao. Isto implica que o campo de velocidade
seja aproximadamente constante através da profundidade do fluido. As equacoes de
agua rasa sao derivadas, tomando a velocidade vertical e as variacoes por meio da

profundidade do fluido iguais a zero nas equagoes de Navier-Stokes.

As variaveis independentes sao a profundidade ou altura do fluido, H, e o campo
de velocidade do fluido bi-dimensional, u e v. A forca que age sobre o fluido é a

gravidade, que é representada pela constante gravitacional, g.

O modelo abordado neste trabalho é o linear em duas dimensoes dado a seguir:

ou dq B

ov dq

gl en=F, (2.15D)
dq ou  Ov
ot (—ax + _3y) + 79 =0 (2.15¢)

sobre o dominio 0 <z < X e 0 <y <Y, f representa o parametro de Coriolis, r,,
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Ty, Tq Sa0 0s coeficientes de amortecimento, v e v componentes de velocidade, ¢ é a
perturbacao de superficie livre, ilustrado na Figura 2.4, se ¢ = ¢/, entao o oceano esté

em balango hidrostatico ou em estado de equilibrio, F), e F, sao forcantes externas.

Com condigoes iniciais:
u(@,y,0) =I"(z,y) =0

v(x,y,0) = I"(z,y) =0
q(x,y,0) = I(z,y) =0

e condigoes de contorno, dadas a seguir:

v(z+ X, y,t) = v(z,y,1) (2.17b)
q(z £+ X,y,t) = q(z,y,1) (2.17¢)

Figura 2.4 - Teoria de dgua rasa.
Fonte: Adaptado de Bennett (2002) pagina 127.

18



2.2.1 Discretizagao para o modelo de agua rasa 2D

Nesta secao, descreve-se a discretizacao para integracao do modelo de agua rasa 2D
descrito na secao 2.2. O modelo foi discretizado espacialmente com o método de
grade-C de Arakawa, veja a Figura 2.6 e Figura 2.7 com o método forward-backward
para a discretizagao temporal (MESINGER; ARAKAWA, 2002). Para as condigoes de
contorno, tem-se as paredes norte e sul rigidas, isto é, u(x,0,t) = v(z,Y,t) = 0,

enquanto, todos os campos sao peridédicos na direcao x, veja Figura 2.5.

Y|/////////////////////////u
i i
uv,q | v =0 i w,v,q
periddica’ - ! periédica
1 1

emx

v

L

TTTTT777777 7777777777777
0 X

Figura 2.5 - Canal periédico com paredes rigidas no plano xy.
Fonte: Adaptado de Bennett (2002) pagina 196.

As forgantes do modelo sao:

Fo_ Capau?
Hpy,
F, = 0

em que Cy é o coeficiente de arrasto, p, ¢ a densidade do ar, p,, densidade da agua,

u, € o vento zonal. As condigoes de contorno rigidas sao dadas por:

2y
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As condigoes de contorno periédicas sao:

us; = g, (2.19)
UIJcVI-f—l,j = u’f,j

v]& i = Ulfvz, j
Uzkv1+1, i = Uf,j

qg, o= ‘ﬁw, j
waﬂ, i = ij

As equacoes discretizadas para o modelo representado pela Equacao 2.15 pelo

método de grade-C de Arakawa sao dadas a seguir:

K1k k k k k
AR u” — YL VA —y
Ty — %y +H< i+l — Yig | Uig w) gk =0 (2.20)

At Az Ay

k+1 k k k k k
Uij — Ui Vi1 T Vi T 0541 T Ui
o) 0 f +
At 4

g — g
ij i1 ko
g( Ay > + Tu; Fuﬁj (2.21)

K1k k k k k
Vig Vi f <“z’+1,j T U Uy “m‘l) n

At 4
k+1 _ k+1

2.22
2y ko (222)

A Tabela 2.2 apresenta os parametros usados para a integracao do modelo de dgua
rasa 2D. Adotou-se esses parametros para reproduzir o experimento de Bennett
(2002).

A Figura 2.6 ilustra a discretizagao espacial pelo método de Grade C de Arakawa
e Figura 2.7 ilustra a discretizagao temporal para o modelo de agua rasa 2D dis-
cretizado de acordo com as equacoes 2.20, 2.21 e 2.20. Na Figura 2.8, tem-se a

projegao da variavel ¢ do modelo nas coordenadas (z,y, 2).
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Tabela 2.2 - parametros de discretizacao do modelo 2D.

parametro valor

H 5000 m

T 1,8 x 10% s

g 9,806m s~2

f 1,0 x 1074571

Tu (1,8 x 10%s)7!

Ty (1,8 x 10%s)t

Ty (1,8 x 10%s)~t
c, 1,6 x 102

Pa 1,275 kg m=3

Puw 1,0 x 103 kg m=3

Figura 2.6 - Esquema do método de Grade C' de Arakawa para diferengas espaciais.
Fonte: Adaptado de Bennett (2002) pagina 198.

UO Ul Uk—l Uk UNk—l UNk
4t — — 4 PY t S
e ﬂ.k /1Nk
P
At
u AU
U= v A= AV
q A4

Figura 2.7 - Esquema do método de grade C de Arakawa para diferencas temporais.
Fonte: Adaptado de Bennett (2002) pagina 198.

21



Figura 2.8 - Evolucao temporal da varidvel ¢ nas projegoes (z,y).
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3 ESTIMACAO POR MINIMOS QUADRADOS E FILTRO DE
KALMAN

Neste capitulo, apresenta-se o método do Filtro de Kalman, que serd deduzido a par-
tir do método de minimos quadrados. Primeiro, faz-se uma introdugao ao método de
minimos quadrados, minimos quadrados ponderados e recursivos. Por fim, apresenta-
se 0 algoritmo do Filtro de Kalman. Este método combina a formulacao matematica
de um sistema com observagoes desse sistema. Aqui esta metodologia é usada no

contexto de assimilacao de dados.

De acordo com Polavarapu (2004) assimilagao de dados é um problema que pode ser
descrito como: dado um conjunto de observacoes e um modelo de algum fenémeno
fisico determinar o conhecimento que as observacoes podem fornecer a respeito das

varidveis de estado do modelo.

Um modelo dinamico para aproximar a natureza fisica de algum fendmeno consiste
de um conjunto de equagoes, em geral nao lineares acopladas para cada variavel de
estado de interesse. Propriedades fundamentais que caracterizam o sistema podem
aparecer como parametros. Em principio, esses parametros do sistema podem ser
estimados diretamente das medidas, que sao dados observados a partir de experi-
mentos (ROBINSON; LERMUSIAUX, 2000).

O estimulo para o desenvolvimento da teoria da estimacao veio dos estudos as-
tronoémicos em que o movimento dos planetas e cometas foram estudados a partir
de dados de medicao telescopica. O problema de estimacao considerado consistiu
em inferir os valores dos parametros que caracterizam o movimento dos corpos a
partir de dados medidos. Para resolver o problema relativo as érbitas dos corpos
celestes, o método de minimos quadrados foi idealizado por Karl Friedrich Gauss.
H& uma certa controvérsia a cerca do desenvolvimento dessa ferramenta. O conflito
surge pelo fato da nao publicagao da descoberta de Gauss em 1795 e a publicagao
dos resultados produzidos, independentemente, por Legendre em 1806 (SORENSON,
1970).

A teoria da estimacao é um ramo da probabilidade e estatistica que trata do pro-
blema de inferir informacoes a respeito de propriedades das variaveis aleatorias e
processos estocasticos, dado um conjunto de amostras observadas. O termo esti-

mador ou filtro é comumente usado para se referir ao sistema que é designado para

23



extrair informagoes sobre uma quantidade prescrita de interesse de dados ruidosos. A
teoria da estimacao tem um campo de aplicagao muito amplo. Por exemplo, comuni-
cagoes, radar, navegacao, engenharia biomédica e financeira, entre outras aplicacoes
(HAYKIN; KAILATH, 2002; JAZWINSKI, 1970; POLAVARAPU, 2004).

A aplicacao de interesse desse trabalho estd voltada para o problema de circulagao
oceédnica. O estudo do oceano, tecnologia marinha e operagoes requer o conhecimento
da distribuicao e evolucao no espaco e no tempo das caracteristicas do mar. As
funcoes no espaco e no tempo que caracterizam como o estado do sistema varia
ao longo do tempo sob observagao, sao classicamente designadas como campo. A
determinacao da distribuicao ou evolucao das variaveis de estado define um problema
de estimacao em trés ou em quatro dimensoes (ROBINSON; LERMUSIAUX, 2000).

Ha trés tipos bésicos de estimagao, que sao: filtragem, suavizacao no sentido da
técnica smoothing e previsao, todos podendo ser executados por um estimador. As
diferengas entre estas operacoes sao ilustradas na Figura 3.1 e descritas a seguir de
acordo com Haykin e Kailath (2002).

e [iltragem é uma operacao que envolve a extragao de informacao sobre uma
quantidade de interesse no tempo ¢ usando os dados medidos até o tempo

t, isto é, sao utilizados dados medidos no passado e no presente.

e Suaviza¢ao é uma forma de estimacgao a posteriori, em que os dados medi-

dos depois do tempo de interesse t’ sao usados na estimacao.

e Previsao é a estimativa de um estado futuro. O objetivo ¢é inferir informagao
sobre a quantidade de interesse que sera alterada em algum tempo t + 7

no futuro (para algum 7 > 0) usando inclusive dados medidos no tempo ¢.

Estimacao de parametros via assimilagao de dados vem tendo um impacto cada vez
mais significativo em ciéncias oceanicas. Isto engloba teorias usadas para estimar o
estado de um sistema pela combinacao, usualmente, de uma aproximacao estatistica,
de todo o conhecimento disponivel do sistema incluindo dados observados e modelos

tedricos.

A hipétese a priori e o critério de estimacao sao cruciais no processo de estimacao,

uma vez que eles determinam a influéncia da dinamica e das observagoes sobre a
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©

Figura 3.1 - Ilustracao dos trés tipos basicos de estimacao: (a) filtragem, (b) smoothing e
(c) previsao.
Fonte: Adaptado de Haykin e Kailath (2002) pagina 3.

variavel estimada. Assim, a informacao que se deseja conhecer é dada pela funcao

densidade de probabilidade (fdp) dada por:

pay(xly) = ]ﬁ (3.1)

em que py(y) # 0. No entanto, é muito dificil obter essa informagao, na pratica,
principalmente ao se considerar modelos envolvendo vérias escalas e complexos. O
fato ¢ que existem importantes atributos de py, que auxiliam na estimativa de
X. Denota-se essa estimativa por X para diferenciar da varidvel aleatéria x. Esta
estimativa dependerd dos dados observados. Assim, quando x = x(y) é visto como
uma funcao de y, x é denominado de estimador. Um estimador informa a melhor
estimativa de x para um dado y, tendo por base algum principio (POLAVARAPU,
2004).

Estimadores podem ter varias propriedades desejaveis, por exemplo, ser enviesado
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(imparcial), isto é,
Ex'—%x)=0 (3.2)

em que x' é o valor verdadeiro de x projetado sobre a base do modelo. Se x é

tendencioso, o viés (bias) é definido por:
b(x) = Ex —%)=E(x") —x (3.3)

Uma vez que a média é com relacao a x e o estimador é apenas uma funcao de
y, entao a média do estimador ¢ um estimador. Dados dois estimadores, escolhe-
se aquele com menor variancia. Portanto, se os dois estimadores sao tendenciosos,
entao aquele com menor variancia nao é necessariamente o preferivel, uma vez que
eles podem ter grande bias. Neste caso, é preferivel aquele com menor erro médio
quadrddico. O Erro Médio Quadratico (EMQ) é definido por:

EMQ = E x' — B(x") + B(x') — %) (3.4)

x)* (3:5)

Para estimadores niao tendenciosos, o EMQ ¢ igual a variancia o?(x'), mas para
estimadores tendenciosos, o EQM ¢ igual a variancia mais o quadrado do bias. A

Raiz do Erro Quadratico Médio é definida por:

RMEQ = /EMQ (3.6)

Ao se trabalhar com duas variaveis, por exemplo, a correlacao entre essas variaveis
podera ser alta. Essa correlagao é representada pela equacao a seguir:
cov(z,y) _ El(z —0a)(y — 0y))]
Pay = = Y (3.7)

00y 00y

em que cov é a covariancia, E[.] é o valor esperado ou média. A variancia é definida
por:

0z = El(z — E(2))’] = El(z — pa)’] (3.8)

Pode-se ilustrar a aplicagao desses conceitos em um sistema massa mola, através da
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lei de Hooke, em que ha uma relagao entre forca e deformacao de certo material.
Neste caso, o problema consiste em determinar qual é o melhor ajuste para a cons-
tante (k) que satisfaga a relacdo F' = —kxz. Um exemplo de tal sistema ¢ uma mola.
Uma vez que exercemos uma forga esticando ou comprimindo uma mola, esta se
deforma, e como consequéncia surge uma forga restauradora, também chamada de
forca elastica, que age no sentido de recuperar o comprimento original da mola. A
Figura 3.2 ilustra uma mola com seu comprimento natural (em repouso) e em seguida
a mola sob a acao de uma forca F' que a deforma esticando-a em um comprimento

x.

Para calcular parametros similares ao problema da Lei de Hook, pode-se fazer uso
da teoria da estimacao. Neste contexto, faz-se necessario que o modelo matematico
esteja disponivel. O uso da dinamica do modelo é de importancia fundamental para
uma estimacao eficiente do parametro. Para a Lei de Hook, por exemplo, o modelo

matematico é a prépria Lei F' = —kx.

Figura 3.2 - Tlustracao da Lei de Hook.

Existem varias estratégias para a estimacao do parametro k, tais como:

Minimos quadrados

e Minimos quadrados com restri¢oes

Métodos Baeysianos

Filtro de Wiener

Filtro de Kalman

Filtro de Particula
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e Minima Variancia

o Redes Neurais Artificiais

Um outro exemplo interessante para o problema de estimacao é o “falling body”,
que encontra-se em Kleeman (2012). A seguir descreve-se o método de minimos

quadrados para a construgao do método de Filtro de Kalman.
3.1 Minimos quadrados

A prépria denominacgao do termo de minimos quadrados nos remete a pensar no
quadrado do erro. Esta metodologia é uma técnica de otimizacao que tem por obje-
tivo determinar o melhor ajuste para um conjunto de dados. Consideremos o sistema
Hx = y, quando esse sistema nao possui solucao, tem-se que, o melhor x possivel
é aquele que minimiza a diferenca quadratica ||Hx — y||?. No entanto, alguns ques-

tionamentos sao:

e em que sentido x é a melhor solugao;
e as medidas y; sao igualmente realizaveis;

e ¢ razoavel associar maior peso as medidas mais frequentes;

Para a definicao do problema de estimacao, consideremos que m quantidades medi-
das estao disponiveis nos tempos discretos (tq,ts,...,t,) e sdo denotadas em cada
tempo t; como y; e que o parametro x ¢ determinado a partir dos dados observados
e da relacao:

y=Hx+e (3.9)

em que y é um vetor de observacao m—dimensional, x é o vetor de variavel de estado
a priori n—dimensional, o vetor e representa o erro de observacao m—dimensional
que ocorre em cada passo de tempo. H é uma matriz m X n que representa o
mapeamento das variaveis do modelo para o espaco das observacoes, conhecido como

o operador de observacao, e é uma variavel aleatoria.

Se a primeira observagao é mais confiavel que a segunda, considerando um grande
conjunto de medidas, deseja-se minimizar wi(Hz — y)? + w3(Hx — y)3 + ... com
wy > wy. Uma correlagdo entre as observacoes pode ser calculada por uma matriz

nao diagonal de pesos W.

28



O primeiro passo é encontrar a melhor solucao x para um dado W. O préximo
passo ¢ decidir sobre uma matriz de ponderacao “correta”; ou o equivalente a C =
WTW, se h4 alguma informacao estatistica a respeito dos erros. Espera-se que a
medida y; contenha um erro e;, é fato que, nao conhecemos esse erro. Contudo, é
frequentemente razodavel supor que se conhece a média do erro, ou o valor esperado,

de e;, €7 e e;e;. Isto determinard um W étimo.

O terceiro passo ocorre com a chegada de novas medidas. Suponha que o ajuste
de dados é feito por uma linha reta, e o experimento produz uma medida a cada
segundo. Cada novo ponto de dado significa uma mudanca na melhor reta. A cada
chegada de observacdo no tempo, resolve-se uma nova equacao normal H Hx =
H”y. No entanto, deseja-se apenas uma mudanca em x. O que é necessério para o
calculo em tempo real é o método de minimos quadrados recursivos. Portanto,
procura-se a mudanga em (H"H)™! ou (H'CH)™! produzida por uma nova linha
de H.

Finalmente, hé a possibilidade que o préprio modelo seja nao estaciondrio; o ex-
perimento nao estd estabelecido ainda. Neste caso, uma quantidade diferente x; é
estimada depois de cada passo de tempo. Se o estado x;,1 ¢ nao correlacionado a
X;, os calculos anteriores serao desnecessarios. E muito mais comum ter uma relacao
linear x;,1 = F;x; com F; conhecido e x; nao conhecido (STRANG, 1986). Cada passo
traz uma nova informacao por meio de uma medida y, de H;x;, porém existem erros

nas medidas e na relagao linear:

yi = Hixi+e (3.10)

Xiy1 = Fixi+e

O problema consiste em separar o sinal do ruido. A solu¢ao para problemas nao
estacionarios pode ser dada pelo Filtro de Kalman. O FK é um filtro digital (o
processo é realizado em passos discretos) e recursivo, a estimativa de x;,1 é calculada
da estimativa anterior de x; e de uma nova medida de acordo com a Equacgao 3.11.
O valor mais provavel é definido como o valor que minimiza a soma dos quadrados
dos residuos, que é a diferenca entre o observado e os valores de medidas calculados
(SORENSON, 1970).

O método de minimos quadrados consiste em determinar o valor mais provavel de

x, denotado aqui por X, que minimiza a soma dos quadrados dos residuos. Portanto,
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escolhe-se 0 x que minimiza o funcional a seguir:

J(x) =5 Z(Yz —Hx)"W;(y, — Hix) (3.11)

1=0

Os elementos da matriz W, sao selecionados para indicar o grau de confianca que

se pode colocar em cada medida.

Para uma melhor compreensao de como usar o método de minimos quadrados como

um estimador, considera-se o seguinte modelo linear:

y(x) = Bo + iz (3.12)

Deseja-se estimar (3 e 3; constantes, de acordo com algum critério, por exemplo,
pela minimizacao dos residuos, isto é, pela minimizacao do funcional quadratico

dador por:

T(Bo. B1) = llell* = lly™* = y™|I* = lly™* = (6o + Sr)||* (3.13)

S

em que y°* representa o dado observado e y™°? o dado do modelo. Considerando

um numero finito de medidas e usando a forma discreta para Equacao 3.13, tem-se

5By 1) = lly™ -y (3.14)
= 8lly*™ — (Bo + Bu(2))|I?
= 3D (™) = (Bo + Buay)

= Je
de onde chega-se na condigao:
0y =VJoz=0=VJ=0 (3.15)
em que o residual e é um vetor de tamanho m:

H€H2 =ele=¢% = e%+e§—|—...+e,2n (3.16)
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lell? = [y — (Bo + Brx1)]” + [18° — (Bo + Praa))* +
+ [y = (Bo + Bram))? (3.17)

Minimizando o funcional 3.13 por regressao linear tem-se:

0J(Bo, B1) _ 59[3] 0
J = = 0| = :
ek el IR 29
as derivadas sao dadas por:
860 = —22 s (Bo + Brwi] (3.19)
aJ S obs
S = 22wl = (h+ i) (3.20)

i=1

Em forma de sistema, tem-se:

{ mﬁ0+6lz 1Li = Zm1yzobs (3.21)

ﬁozz 1%"’6121 1%2 = ZZ 1xzyfbs

Na forma matricial

[ ;n Zzlxz ] [50 ] _ [ Doy i ] (3.22)
Zizlxi Zz 125 ﬁl Z lyfbs

A solucao para o sistema dado pela Equacao 3.22 é:

Sy (@ = 3) (™ — 7)
Zz(% —x)?

= % (Z vi — [ Z Iz) (y*) = br(a) =y — % (3.24)
i=1 i=1

O sistema 3.22 pode ser escrito como HF =y e o funcional 3.15 por J(3) = (HSG —

b=

(3.23)

y)T(HB —y) = eTe, cuja a solucio 6 H'HB = H'y, o que implica que 8 =
(H'H)'H"y ¢ a solucio algébrica. A matriz (H'H)'H” ¢ denominada de matriz
de inversa generalizada de Moore-Penrose (LAWSON; HANSON, 1974). O Teorema
de Gauss-Markov garante que para um modelo linear em que o erro tem média

zero, nao correlacionado e tem a mesma variancia, o melhor estimador linear dos
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coeficientes é o estimador de minimos quadrados (SORENSON, 1970; JAZWINSKI,
1970; POLAVARAPU, 2004).

3.2 Minimos quadrados ponderados

O comum para problemas de minimos quadrados é ter um sistema Hx = y sem
solugao, pois a matriz H é nao inversivel. Neste caso, o uso da inversa de Moore-
Penrose, por meio da decomposi¢cao em valores singulares (SVD) é uma solucao
apropriada (CAMPOS VELHO; CLAEYSSEN, 1992). H tem m linhas e n colunas, com
m > n; ha mais dados observados vi,...,¥y, € parametros zi,...,x,. A melhor
escolha x, é aquela que minimiza o tamanho do vetor de erro e = y — Hx, assim
como visto na se¢ao 3.1. Se a medida do comprimento do vetor é feita de modo usual,
assim que |le]|? = (y — Hx)T(y — Hx) ¢ a soma dos quadrados dos erros. De acordo

com Strang (1986) minimiza-se o erro quadrético conforme a equagao a seguir:
H'Hx = H'y, oux = (H'H)'H"y (3.25)

Geometricamente, Hx é uma projecao de y, isto é, o vetor mais préximo a y entre
todos os vetores Hx possiveis. Estes candidatos preenchem o espago coluna de H, e

o minimo quadrado escolhido:
Hx = HH'H)'H"y = Py (3.26)
¢ uma projecao de y sobre este espaco coluna.

Algebricamente, determina-se a equacao normal pela multiplicacdo em ambos os
lados da equacdo sem solucio Hx = y por H”, que produz uma matriz quadrada
H”H; obtendo-se n equagoes para os valores nao conhecidos de 1, . . . , &,,. Assume-se
que a matriz H tem posto cheio (full rank, todas as suas colunas sao independentes),
logo H'H possui inversa e X é completamente determinado. Em aplicacoes praticas
nao é usual determinar x por meio da Equacao 3.26, devido as dificuldades para o
calculo da inversa de H'H. O célculo dessas matrizes é feito por algoritmos estéveis
(GOLUB; LOAN, 1989).

Agora, supoe-se que m medidas nao sao igualmente realizdveis e que as medidas y
nao tém a mesma precisao. Isto é, supondo-se que a medida y; seja mais precisa que

a medida g, é natural atribuir maior peso para y;. Assim, deve-se minimizar o erro
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médio quadratico dador por We?, em que:

|We?|| = wied +wies + ... +wie (3.27)
Se as medidas sao independentes a matriz de pesos W ¢é diagonal, geralmente em
minimos quadrados W = I. Se as medidas sao correlacionadas, isto é, o erro em y;
dependente de y;, a matriz W terd elementos fora da diagonal principal (STRANG,

1986).
A solucao que minimiza WHx = Wy é dada por:

%= (H'CH)'H'Cy (3.28)
em que C = W/ W. Tomando

L= (H"CH) 'H'C (3.29)

tem-se X = Ly. A solucao de minimos quadrados ponderados para um sistema
sobredeterminado Hx = y depende linearmente de y. Se W = I retorna-se ao

problema de minimos quadrados padrao apresentado na segao 3.1 (STRANG, 1986).
3.2.1 A escolha dos pesos

O préximo passo é escolher a matriz W. Para tanto, extraem-se as propriedades
estatisticas do experimento. Para o calculo de W, primeiro assume-se que o ruido
da observagao e = y — Hx ¢é nao tendencioso. O valor esperado! é Ele;] = 0 e a
variancia é dada por E[e?]. Apenas o desvio padrao, que ¢é a raiz quadrada da va-
riancia, é necessario para determinar os pesos. Isto significa que, tendo uma medida
e conhecendo o primeiro e o segundo momento estatistico, média e variancia, respec-
tivamente, é possivel determinar as propriedades dos pesos no método de minimos
quadrados. Havendo mais do que uma medida, é necessario conhecer a dependéncia

mutua entre os ruidos, que é medida pela sua covariancia.

Segundo Strang (1986) para ruidos independentes, o que é mais comum na préatica, a
covariancia é nula. Os pesos W sao dados por w; = 1/0;, o que significa que, quanto

menor for a variancia o;, mais confiaveis sao as observagoes e maiores 0s pesos wj.

LE[g(z)] = [° g(2)p(x)dz, em que p(z) é a densidade de probabilidade associada a varidvel

— 00
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Entao, para observacoes independentes, tem-se:

2 2
|WWy—H@W:HW%W:§?#”+§§ (3.30)
Observa-se que W e C = WW sao diagonais, C contém ntimeros 1 /oi. No caso
em que, as variancias sao iguais, tem-se o método de minimos quadrados padrao
(STRANG, 1986). A matriz C torna o estimador por minimos quadrados ponderados
o “melhor estimador”. Entao, pode-se definir uma matriz de covariancia dos erros de
observacao (dados medidos) R, tal que C = R'. Os elementos de R, denotados por
R;; sao determinados pelas variancias E[e?] e os elementos fora da diagonal principal
determinados por E[e;e;]. Como os produtos €? e e;e; aparecem na matriz quadrada
ee’’ | pode-se abreviar a matriz de covarianica R como o valor esperado de ee’ isto
é,
R = Elee’] (3.31)
Procura-se um C tal que Ele;] = 0. Para isso, o estimador x = Ly, que estima
o verdadeiro, mas nao conhecido valor de x das medidas y, deve ser linear e nao

tendencioso se o valor esperado do erro de estimativa for zero, isto é:
Ex —x] = E[x — Ly] = E[x — L(Hx + e)] = E[(I - LH)x] (3.32)

deduzindo-se que L é nao tendencioso se LH = I. Assumindo a hipétese de Gauss
de que a matriz C deve ser o inverso da matriz de covariancia R e fazendo L = Ly,

tem-se da Equacao 3.29 que:
Lo = (H'R'H)"'H'R™ (3.33)

a qual supoe-se ser a escolha 6tima, pois satisfaz LoH = y. O melhor estimador
linear nao tendencioso (BLUE - Best linear unbiased estimation) é o que satisfaz

C =R ! O estimador X e a matriz 6tima L, satisfazem:
x=(H'R'H)'H'R 'y = Loy (3.34)

Esta escolha minimiza o erro esperado na estimativa, medida pela matriz de covar-

iancia do erro de estimativa P, dado por:

P = F[(x — %)(x — %x)7] (3.35)
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Estimar x o6timo é equivalente a obter P minimo, portanto, minimiza-se a

Equacao 3.35, que ao se substituir o valor de x tem-se
E[(x — LHx — Le)(x — LHx — Le)”] (3.36)
Desde que LH =1 e L seja linear, usando a Equagao 3.31 tem-se:
P = E[(Le)(Le)’] = LE[ee']L” = LRL” (3.37)

Para mostrar que Ly é uma escolha étima, escreve-se L como Ly + (L — Lg), que

substituindo em P = LRL, resulta em:
P = LiRL} + (L — Lo)RL] + LiR(L — Lo)” + (L — Ly)R(L — Ly)"  (3.38)
Para os termos do meio da Equacao 3.38, tem-se:
(L - Lo)RL{ = (L - Lo RR'HH'R'H) ' =0 (3.39)

pois, RR™! é a matriz identidade e (L—LoH =1-1=0. Além disso, o ultimo
termo da Equagao 3.38 é simétrico e, pelo menos, positiva semidefinida (STRANG,

1986). Assim, a Equagao 3.38 pode ser escrita como:
P = LoRL{ + (L — Lo)R(L — Lo)* (3.40)

Esta expressao é minima para L = Ly, entao a Equacao 3.40 se reduz a P = LORLOT.
Substituindo-se Ly por L em P = LRL” obtém-se a seguinte expressao para a

covariancia do erro de estimativa dado por:
P=H'R'H)! (3.41)

A derivacao da matriz P foi desenvolvida de acordo com Strang (1986). Uma outra
maneira alternativa de derivacao da matriz de covariancia dos erros de estimacao
pode ser encontrada em Mendel (1995). De posse das dedugoes das equagoes para o
método de minimos quadrados ponderados (MQP) apresenta-se a se¢ao a seguir o

método de minimos quadrados recursivos.
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3.3 Minimos quadrados recursivos

Supoe-se que se estimou o vetor x tao bem quanto possivel, a partir de um primeiro
conjunto de dados observados y,. Aqui, deduz-se a expressao de minimos quadrados,
para estimar um estado, ao passo que se dispoe de novas medidas, sem a necessidade
de se refazer os calculos. Um maneira de expressar a ideia de minimos quadrados
recursivos (MQR) é considerar que se pretende estimar x; a partir da estimativa x,
agregando a nova observagao y;. Para determinar x, faz-se a mesma suposicao feita
para determinar g, isto é, a matriz C que torna #; a melhor estimativa é C = R},

onde
Ry 0

0 Ry

(3.42)

¢ a matriz de covariancia do erro de observagao. O vetor de erro é dado por:

€0 0
e= [ 0 e ] (3.43)

A matriz R é diagonal por bloco, pois e; é independente de ey. Desta forma, a matriz

H”CH, no célculo de z; ser4:

Ry 0

P = | g ol |
¢ 0 Ry

| Hy H | =HIR;'Hy+ HIR;'H, (3.44)

Lembra-se que ; nao é basedo apenas em y;, e é melhor estimador para o sistema
combinado Hyx = 3, Hiz = 1. Uma vez que a equacao normal é H R™'Hx =
H R 'y, nota-se que H'R™'Hx é exatamente P~'. Assim, o ; 6timo é dado por:

Hy R-! Yo
1 Y1

11 =P =Pi(HyRy 'y, + HI R 'y)) (3.45)

Esta é a solucao que, espera-se encontrar recursivamente, usando o valor de xq
ja calculado no lugar de y, na Equagao 3.45. A dificuldade é que o termo y, é
multiplicado por P;. Portanto, atualiza-se a matriz P com a estimativa de x usando
a Equagao 3.44.

P;'=P,' +HIR;'H, (3.46)
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Isto fornece uma melhoria na aproximacao da segunda medida. H4 uma diminuicao
de P, que mede a incerteza. Note novamente que a Equacao 3.46 nao depende de
uma medida particular y, ou y,, usa-se apenas as suas propriedades estatisticas e a

propriedade estatistica de x;.

A atual estimativa de x; deve ser baseada sobre o atual valor de y, e y;, que é dado
pela Equacao 3.44 e todo o tema de minimos quadrados recursivos é reescrito pela

formula a seguir:

x; = Pi(Py'xo+HIR'y,) (3.47)
x; = P(P'xg— H'R'H,x, + H'R;'y,)
x; = %o+ Ki(y; — Hixg)

A matriz K; = PyHTR; ' é denominada de matriz de ganho. Com esta manipulacio

a formula torna-se recursiva, usa-se xy no lugar de yj.

Suponha que uma nova medida é exatamente consistente com o xg original, isto é,
y; = Hix(. Entao, nao ha razao para mudar a estimativa de x. A melhor hipdtese
¢ ainda x; = x, sempre que os novos pontos y; sao determinados pelos pontos y,.
Calcula-se a previsao do erro ||y, — Hxg||, denominada de inovagao. Generalizando

a Equacgao 3.48 obtém-se a equacao por MQR para x dadas as medidas y;:
x; = %1 + Ki(y, — Hix; 1) (3.48)
e a matriz do erro de estimacao ¢ atualizada de acordo com:
P;' =P}, + H/R; 'H, (3.49)

em que K; = P;H/R;'. A Equacdo 3.48 é um modo eficiente de calcular a estimativa
da variavel de estado x, no instante ¢, dadas as medidas y,_;. Nesta secao, derivou-se
o algoritmo de minimos quadrados recursivos como uma extensao natural do método

de minimos quadrados. Na secao, a seguir introduz-se o Filtro de Kalman.
3.4 Filtro de Kalman

Nesta secao, deriva-se o método de Filtro de Kalman (FK) para processos em tempo
discreto. Este método é um dos avancos mais importantes na teoria de previsao e

filtragem. Esta ferramenta tem uma ampla area de aplicacao. O que ha em comum em
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todas as areas de aplicacao é que quando os sinais chegam, eles devem ser processados
e ha a necessidade de se remover o ruido contido neles. Quando esses sinais sao todos
medidos de uma mesma quantidade, tem-se que a solucao 6tima é dada pela recursao
representada pelas Equacoes 3.48 e 3.49. No entanto, se a quantidade que esta sendo
estimada muda assim que novas medidas estao disponiveis, entao o filtro tera que
calcular essa alteracao. Portanto, o problema de filtragem étima torna-se dinamico
(STRANG, 1986).

Neste caso, para estimar um vetor nao conhecido x; em cada passo i de tempo

precisam-se de duas equagoes para:

e Dados medidos g, y1, - - ., Ym tomados no tempo i = m. Se as observagoes
sao exatas, elas serao relacionadas ao valor real por y, = H;x;. Em geral

as observagoes nao sao exatas e as matrizes H; sao retangulares.

e Uma lei conhecida x;,7 = F;x; que governa as alteracoes nas variaveis
de estado avangando no tempo. As matrizes F; mudam em cada passo de

tempo e poderao conter erros denotado por &;

Assim, as duas equacoes sao representadas por:

y; = H;x; com erro e;

x;11 = F;x;y1 com erro g; (3.50)

Deseja-se combinar estas equagoes em um tunico sistema. Por uma questao pratica,
consideram-se disponiveis as observacoes yo, y1 € Y2 para estimar x,. O sistema 3.50

pode ser reescrito como:

H;x; = 1y, com erro e;

—F;x;11 +x;0.1 = 0 com erro g (3.51)

38



em que ¢ = 0, 1, 2. Entao, o sistema de equagoes pode ser representado por:

- - _ - T
Hy Yo
—F 1 To 0
H,y T | = | W (3.52)
—F1 I ) 0
L Hy i | Y2 |

O objetivo da filtragem é encontrar a melhor solucao para o sistema 3.52. Segundo
Gauss, ¢ possivel resolver este sistema por minimos quadrados, com sua matriz de
ponderacao. De acordo com Kalman, este sistema é resolvido recursivamente. Se x e
x1 ja sao valores conhecidos na Equagao 3.52, apenas x5 devera ser determinado. Mas,
este nao é o caso. A solucao do sistema 3.52 é afetada pela medida y,. Calcula-se a
melhor estimativa para xg e 1, bem como para o, baseada em todas as informacgoes
disponiveis até o tempo t = 2. O aperfeicoamento sobre as medidas anteriores é
denominada de smoothing, e a estimacao de x, é chamada de filtragem, conforme

ilustracao da Figura 3.1. Escrevem-se estas estimativas como x|z, To1 € T2

A maioria das aplicagoes concentra-se no novo valor de )2, que prediz xsjy = Fhro)
no tempo seguinte. Entao y3 corrigirda o valor predito para um valor filtrado, depois
de um passo a mais. Este é apenas um caso nao provavel que ys correspondera
exatamente a predicao Hswsjp. A inovacgao, que ¢ a diferenca entre os dois, serd zero,
pois w33 concordard com o valor predito x3.0 problema ¢ uma extensao direta
do minimo quadrado recursivo, no qual continuamente estima-se o mesmo vetor x
(STRANG, 1986).

No algoritmo do Filtro de Kalman, nao é razoavel supor que x;.1 = F;x; ¢é exato,
visto que o modelo é sempre imperfeito. Os erros €; e e; nao possuem o0 mMesmo
tamanho, pois nao tém a mesma medida e a mesma unidade. Frequentemente os
erros e; sao independentes e com variancia o. Os erros ¢; também sao independentes
com variancia diferente de o/c. Entdo a ponderagdo correta para as equagbes no

sistema 3.52 é escrita a seguir. As linhas em H e y sao dividas por o, e as linhas em
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F e I sao dividas por Z. Entao o sistema 3.52 pode ser escrito como:

o9

_ - _ - T
Hy Yo
—cky c To 0
H1 T = Y1 (353)
—CF1 cl To 0
i Hy | | Y2

Este é o sistema Hx = y que resolve o filtro por minimos quadrados. A aproximagao
recursiva é usar tanto quanto possivel o passo anterior, resumindo o problema de
filtragem por Kalman e sua solucao retoma-se o sistema 3.50. A variavel de estado
do modelo é descrita por:

X1 = Fix; + ¢ (3.54)

e os dados observados sao relacionados com a variavel de estado por:
y; = Hx; +¢; (3.55)

em que ¢€; e e; representam ruidos brancos e independentes. O estado inicial xq
tem valor médio o, e a matriz de covariancia Py_; ¢ independente da posicao
e do ruido de medida. O ruido tem média zero e o segundo momento estatistico

(variancia) é descrita por:

Blee]] = Rid; (3.56)
Eleie}] = P, (3.57)
Eleiel] = 0 (3.58)

em que d; € o delta de Kronecker. Uma estimativa X;; do estado x; ¢ calculada a partir
dos dados observados yg, 91, - - - , Ym, de modo a minimizar o erro quadratico médio na
estimativa definido pela Equacgao 3.5. A estimativa que satisfaz isto é calculada como
uma func¢ao implicita apenas da medida y; e a melhor estimativa anterior x;_;_i.
Esta aproximacao conduz a uma aproximacgao recursiva que fornece uma estimativa
equivalente para a estimativa obtida pelo processamento de todas as observagoes
simultaneamente (SORENSON, 1970). A estimativa do sinal y, = H;x; é dada por
Vi = HiXiji.

Uma solugao possivel para o problema de minimos quadrados, linear e recursivo
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pode ser feita por meio do principio da ortogonalidade?. A solucdo proposta por
Kalman é dada por uma combinacao linear da estimativa predita na auséncia de um
novo dado. O Filtro de Kalman calcula o melhor estimador linear nao tendencioso
no tempo 7. Além disso, o filtro é capaz de estimar a matriz de covariancia do erro

dadas as medidas.

O processo ocorre em duas fases que sao: atualizagao e propagacao. Na fase de
atualizacao, determina-se a estimativa x no instante ¢ dadas as medidas y;. Na
propagacao calcula-se a estimativa X no intante ¢ + 1, dadas as medidas y,. A seguir

apresentam-se os passos do algoritmo.

1. Previsao a partir do modelo e calculo da matriz de covariancia da previsao

Xiy1 = Fiax) (3.59)
P’ = F,P/F] +Q, (3.60)

2. Célculo do ganho de Kalman
Kiy1 =P7 HiTH[RiH +H 1 P, Hﬁl]il (3.61)

i+1 i+1

3. Célculo da estimativa

}’f+1 = Hi+1xf+1 (3.62)
X?Jrl = X€+1 +Ki+1(yz‘+1 _Yf+1) (3.63)

4. Célculo da matriz de covariancia da analise

i =1 -K i Hy]PY (3.64)

O sobreindice p, referente a fase de propagagao, corresponde a previsao; a, referente
a fase de atualizacao, refere-se ao dado de andlise no processo de assimilacao de
dados.

Na aplicacao do algoritmo do Filtro de Kalman, assume-se que os ruidos e os residuos

(y,—H;x;) sado independentes. A distribui¢ao de densidade de probabilidade do ruido

2Estabelece que o erro é minimo se este for ortogonal aos z; (KAY, 1993).
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e das variaveis de estado inicial do modelo possuem distribuicao gaussiana. Em cada
passo de tempo as varidveis de estado e as observacoes manterao a distribuicao

gaussiana devido a linearidade do sistema.

O Algoritmo do Filtro de Kalman no contexto de assimilagao de dados é mostrado

no diagrama esquematico apresentado na Figura 3.3.

~N
Previséo a partir do modelo

) B
"=F, PF]+
n n n Qn )

n+l

Calculo da matriz de covariancia Caélculo do Ganho de Kalman

Piy=(~K,uH, )Pl K,,=PLH! (H, PLH +R.)"

n+l A+l" ntlt T ntl

Calculo da estimativa <:

@ _ P o i
Kyt = X +K(yn+l _Hn+1xn+1)

.

Figura 3.3 - Diagrama esquematico do Filtro de Kalman Linear.

Fonte: Adaptado de Todling (1999)

Segundo Polavarapu (2004) o Filtro de Kalman possui as seguintes propriedades.

1. O FK é um sistema dimensional finito linear em tempo discreto.
2. A entrada do filtro é o vetor y, e a saida é o vetor Xx;

3. As matrizes de covariancia representas pelas equacoes 3.60 e 3.64 sao inde-
pendentes das observacoes e, portanto, as covariancias sao incondicionais.
As matrizes de covariancia representam as incertezas do modelo e das ob-
servagoes. Segundo Bouttier e Courtier (2002) um modo eficiente de se

obter as matrizes de erro do modelo ¢ realizar muitas execugoes do modelo
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com diferentes realizagoes para se obter as estatisticas.

4. A funcao densidade de probabilidade é completamente definida pela média

e covariancia. Assim, o FK descreve um procedimento para a atualizacao

da fdp de x;.

5. Na definigao do ganho de Kalman, definida na Equagao 3.61, é exigido o
célculo da inversa H;PYH! + R;. Uma vez que P? e R, sdo matrizes de

covariancia, elas devem ser semi-definidas positivas.

6. Se o modelo numérico de previsao ¢ invariante no tempo e o ruido de
entrada e de saida sao estacionérios, F;, H;, Q,, R; sao constante. Entao, o

FK serd em geral variante no tempo.

O FK é planejado para sistemas lineares. No entanto, na realidade lidam-se com
problemas nao apenas nao lineares, mas com problemas de alta dimensao e com-
plexo. Entao esta ferramenta nao é pratica. Para o caso de problemas nao lineares,
a matriz F, que é uma funcao das varidveis de estado do modelo, é linearizada.
Tem-se entdo a versao do Filtro de Kalman Estendido (FKE), que é uma versao
mais utilizada do Filtro (JAZWINSKI, 1970; KALNAY, 2003; KALMAN; BUCY, 1961).
No trabalho de Brasseur e Verron (2006), apresenta-se o filtro SEEK (Singular Evo-
lutive Extended Kalman), que é usado na solu¢ao de problemas de assimilagao de

dados em oceanografia.

O problema principal consiste na evolucao da matriz de covariancia. Se o estado é
de dimensao 107, entdo a matriz de covariancia tem 10'* elementos e propagar essa
matriz no tempo torna-se inviavel. Estudos tem sido desenvolvido para reduzir o
custo de computacao dessa matriz (TANGBORN, 2004; WEI-MIN et al., 2010; BROQUET
et al., 2008; KEPERT, 2011).

Os Filtros de Kalman baseados em conjunto, originalmente proposto por Evensen
(1994), foi desenvolvido para possibilitar o cédlculo da matriz de covariancia do mod-
elo em sistemas operacionais de previsao. Os métodos baseados em conjunto tém se
tornado muito populares para assimilagao de dados em modelos numéricos de fluidos
oceanicos ou atmosféricos (BRASSEUR, 2011; SONG et al., 2012).

Os métodos de Filtro de Kalman enquadram-se na categoria de filtragem. O método
descrito no Capitulo 4 a seguir classifica-se na categoria smoothing (JAZWINSKI,
1970; HAYKIN; KAILATH, 2002; CHUA; BENNETT, 2001; BENNETT, 1992).
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4 METODO VARIACIONAL: TECNICA DO REPRESENTANTE

O método variacional é uma técnica de assimilagao de dados elegante baseada na
minimizacao de funcionais. Porém, este desenvolvimento é uma formulagao depen-
dente do problema, ou seja, para diferentes problemas, ter-se-ao diferentes formu-
lagoes (em alguns casos nao é 6bvio que se pode obter a formulacao variacional do
problema). De modo geral, para a formulagao variacional do representante seguem-se

0s seguintes passos:

Descricao do funcional de penalidade: composicao ponderada entre a difer-

encga quadratica existente entre dados de previsao e dados de observacao;

Incorporagao de residuos (restrigoes);

Desenvolvimento das equacoes de Euler-Lagrange;

Equacao adjunta (multiplicadores de Lagrange);

Calculo do representante e da analise;

Neste Capitulo, descreve-se a metodologia variacional para os modelos apresentados

no Capitulo 2.
4.1 Meétodo variacional: equagao da onda 1D

Nesta secao, descreve-se o método variacional para o modelo descrito na Secao 2.1

no Capitulo 2.

A inclusao de observacoes no modelo representado pela Equacao 2.1, que sao medidas
imperfeitas da varidvel n(x,t) em pontos isolados no tempo e no espago torna o
problema sobredeterminado, ou seja, nao existem solugoes suaves que satisfacam ao
modelo e as observagoes simultaneamente (BENNETT, 2004). Portanto, o problema
consiste em determinar a solucao por meio de uma construgao ponderada, realizada

pelo ajuste de minimos quadrados entre as observacoes e o modelo.
4.1.1 Funcional de Penalidade

Para a construgao do funcional de penalidade considera-se: F(x,t) a forcante, I(x)

a condicao inicial e a condicao de contorno peridédica. Para qualquer escolha de
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F(z,t) + f(x,t) e I(z) 4+ i(x), existe uma tunica solugao real n(z,t) para a equagao
da onda linear (BENNETT, 2002). No entanto, tem-se apenas M valores de dados d,»,
para nos guiar e, entao, os campos de erro (f(x,t), i(x) e &,,) ndo sdo conhecidos. O
objetivo é procurar uma solugao 7(z, t) que corresponda ao menor f(z,t), i(x) e g,
em um sentido de minimos quadrados ponderados. Assim, procura-se determinar o

minimo do funcional de penalidade quadratico a seguir:

J = Jn(x,t)] = Wf/o /0 {f(x, )} dtdx + I/Vifo {i(z)}?dx —|—wZ{5m}2 (4.1)

em que Wy, W; e w sao pesos positivos e constantes, escolhidos livremente. Estes
pesos sao operadores inversos de covariancias a priori dos erros da dindmica (mod-
elo), da condigao inicial e das observagoes, respectivamente (CHUA; BENNETT, 2001).
Note a dependéncia de J sobre 7, sendo que, n ¢ um campo de valores para 0 < z < L
e 0 <t <T, o funcional de penalidade J(n) é um tinico nimero para cada escolha

de entrada do campo 7. O lado direito da Equagao 4.1 envolve apenas f,i e €,,.

Reescrevendo a Equagao 4.1 em fungao de f(z,t), i(z) e €,, obtém-se a dependéncia

explicita sobre a variavel n(z,t), de acordo com a equacdo a seguir:

J = Jn(x,t)] Wf//{—+——F(xt)}2dtdm

+ W; /0 {n(z,0) — I(z)}2dr +w Z{n(mm, tm) — dm}? (4.2)

O calculo do funcional 4.2 é feito por meio do célculo das variagoes. Define-se 7(z, t)
como um extremo local, isto é, corresponde ao menor valor da funcao custo para o
menor f(z,t),i(z) e ,. Ressalta-se que como o funcional de penalidade é quadrético,
o extremo local é um extremo global e o funcional é nao negativo, entao o seu extremo

¢ um minimo global. Veja ilustracao no gréafico 4.1.

Agora consideremos uma expansao em série de Taylor de J em torno do ponto 7,
i A
sto é )

- ;A T2 + ... (43)

0 J(n)on +

T+ o] = Tl + 5
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Figura 4.1 - Representacao grafica de um funcional de penalidade quadratico nao negativo.

O funcional acima pode ser escrito como:

Ji + o) = J[A] + 7J (n)dn + O(0n)* (4.4)

Assim,
J[0 +dn] — Jn] = 7 J(n)on (4.5)

para uma pequena variacao 6n = on(z,t), em que dn = v/J(n). Entdo uma primeira

variacao do funcional J pode ser escrita como:

6.J = Jn + on] — J[7] (4.6)
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De acordo com a definicdo do funcional 4.2 pode-se escrever J[7] como:

+ Wi | {i(x,0) — I(x }2dx+wZ{n Ty tm) — A }? (4.7)

e para J[n + dn] tem-se:

on 96 on 96 2
i+ o] = Wf//{—”+—”+ 8—;7+ a—;’—F} dtda

+ Wi/o {H(z,0) + dn(x,0) — I(z)} do+
w Z{n Ty b)) 4 N (T b)) — dp }? (4.8)

Subtraindo as equagoes 4.7 de 4.8 e desprezando a variacoes de segunda ordem tem-

se:

T L on 8(577 aon aon
w2 [ e 3.0) ~ 1620} otz 0)

+ 2w Z{n Ty tim) — o YO0 (T, L) + O(60)*  (4.9)

Portanto, tem-se a primeira variacao para o funcional de penalidade 4.1 dado pela
Equacao 4.9. Uma vez definida a variacao do funcional, o préximo passo é determinar

a equacao de Euler-Lagrange associada, o que é feito na préoxima segao.
4.1.2 Equagao de Euler-Lagrange

Considera-se a primeira variacao dada pela Equacao 4.9, define-se o residual pon-

derado A como:

Na, t) = Wf{gZ c%—F(x,t)} (4.10)
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Usando a definicao do residual 4.10 e dividindo Equacao 4.9 por 2 e distribuindo-se

o primeiro integrando, tem-se:

M / dt/ dm{aén} / dt/ dx)\{ 85”}
W, /0 dr{i(z,0) — I(x)}on(z,0)+

w Z{ﬁ(wmatm) — A }0N( T, ) + O(0m)* (4.11)

Se 7)(z,t) é um extremo local de J, entao 6.J = O(dn)?. Assim, a soma dos termos
restantes deve ser zero e procura-se encontrar o campo 7(x, t) que forga §J a O(dn)?

indiferentemente do campo dn(z, t). Entao, se expressam todas as variagoes de n(z, t)

9dn  9dn

51 aa Ou IN( Ty tin)-

inteiramente em termos de 0n(x,t), isto é, ndo aparecera

Para eliminar %2,

derivada sobre a variacao do residual ponderado. Considerando o termo da derivada

e %—‘ZI de 4.11, usou-se integracao por partes para deslocar a

temporal, tem-se:
[ [ M=
/ da:{[)\( TV, T) + (=\(x, 0)dn(z, 0))] + /OT g;\éndt}

/ dt/ {——&7} da:+/OL{/\(x,T)én(:v,T)}dx+/OL{—/\(90,0)577(x,0)}dx
(4.12)

Do mesmo modo para a derivada espacial, tem-se:

/dt/ dm{ 85”} /dt/ dm{—c—én}
n / dt{eA(L,)n(L. 1)}
+ /O "M 0,080, (4.13)

Note que, os termos de contorno sao iguais e opostos, pois a condigao de contorno é
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periddica. Assim, a Equacao 4.13 pode ser escrita como:

/dt/ dm{ 85”} /dt/ d;c{—c—an} (4.14)

Usando a propriedade da fungao Delta de Dirac! para eliminar §(z,,t,,) em 4.11

em favor de dn(z,t), tem-se:

M

WS (@ ) = Ao Y50 (T ) =

m=1

/0 dt/o dx Z{ﬁ(mm, tm) — dn}on(z, t)0(x — 2,,)0(t — t,)}  (4.16)

em que o segundo e o terceiro § denota a fungao Delta de Dirac. Substituindo as
equacoes 4.12, 4.14 e 4.16 em 4.11, obtém-se:

0= /OT dt/OL dx {_8_>\577} - /OL de{\(z, T)on(x,T)}
—i—/o dx{—\(z,0)on(x,0) }+/ dt/ dx{—c )\(57)}

+ WZ-/O dx{n(x,0) — I(x)}dn(x,0)
—I—/O dt/o dzxw ;{ﬁ(xm, tm) — dp }on(x,t)0(x — 2,,)0(t — t)  (4.17)

Rearranjando os termos da Equacgao 4.17, tem-se:

— o me{n(xm, tm) — dm }O(2 — 2,)0(t — tm)} on

+/0 dx{\(z,t)}on(z, T) —|—/0 dz{—=\(z,0) + W;(7(z,0) — I(x))}on(x,0) (4.18)

Entao, o valor de n(x,t) que origina os coeficentes de én, én(z,T) e dn(x,0) para

desaparecer 7(z,t) é um extremo de J. Definindo-se esses coeficientes iguais a zero,

LA funcdo Delta de Dirac é dada por:

0 sezx#a,

oo sexr = a.

+oo
F(a) = [ F(z)é(x — a)dx, onde 6(z — a) = { (4.15)
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tem-se:

O OA Mo
— o ot wmzl{n(xm, t) — A }6(2 — 2)0(t — tn)} = 0

com0<zx<Le0<t<T

Mz, T)=0
—)\(ZE, 0) + Wf{ﬁ(l‘, 0) - I({lf)} =0

e finalmente, o residual ponderado ja definido:

o7 95
Mz, t) = Wy {8—2 —1—68—2 . F(:c,t)}

(4.19)

(4.22)

Em geral, as Equacoes 4.19 e 4.22 constituem a equacao de Euler-Lagrange para um

extremo local do funcional de penalidade. No Apéndice A, apresenta-se um modelo

mais simples para a derivagao das equacoes de Euler-Lagrange.

Rearranjando, as equacoes de Euler-Lagrange 4.19 para um extremo local 7 do fun-

cional de penalidade, J[n] pode ser escrito como um problema “backward” também

denominado de Fqua¢dao Adjunta:
O\ o\
— a5, Con T W Z{ﬁ(l‘ma tm) - dm}é(x - xm)é(t - tm)}

Mz, T)=0
A0,t) = A(L, t)

O problema “forwards” dado por:

on o _ Az, t)
8t+08x_F(x’t)+ W,
Az, 0)

i(e,0) = () + =

ﬁ(O, t) = ﬁ(L7 t)
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Das equagoes em 4.24a—4.24c¢ tém-se que a melhor estimativa para f e ¢ é dado por:

~

flz,t) = Wf_l/\(x,t) e i(x,0) = W, \(z,0) (4.25)

De posse das equagoes adjuntas 4.23a e da Equagao 4.24a para modelo avancado,
introduz-se o método representante, o qual é usado para resolver as equacoes de
Euler-Lagrange (EL).

4.1.3 Método Representante

Deseja-se desacoplar as equagdes de FEuler-Lagrange (EL), entdo permitem-se
solugoes sequénciais do problema adjunto ou para tras (backward) e do problema
para frente (forward). O denominado representante-adjunto e fungoes representantes
facilitam este desacoplamento. Existem M funcgoes representantes, uma para cada es-
calar de dados (observagoes), e estas sao denotadas por r,,(z,t) com 1 <m < M. A
m-ésima funcao representante tem um representante-adjunto satisfazendo a equagao
adjunta que forcado apenas com um tnico impulso localizado na posicao espacial e

temporal do m-ésimo dado escalar:

oo, ooy,
I L i L — - <zr< <t < .
5 Con Nz —xp)0(t—t,)com0<x<L 0<t<T (4.26a)
(2, T) =0 (4.26Db)
am(0,t) = (L, t) (4.26¢)

Observa-se a mudanca da varidavel A, (z,T) para a,,(z,T). Isso é para indicar a
diferenca entre a forcante e também para indicar a dependéncia dos representantes-
adjunto sobre a localizacao espaco tempo do m-ésimo dado escalar. Desde que ha
impulso, a Equacao 4.26a pode ser integrada para tras com a condigao final 4.26b

produzindo o representante-adjunto o, (z,t).

O representante satisfaz a equacao forward, isto é, a Equacao 4.24a, exceto pela

substituicao do campo adjunto sobre o lado direito da Equacao 4.26a com o campo

representante-adjunto e com a estimativa a priori da forcante ou a condicao inicial.
Orm Orm  am(x,t)

— 0<zx< L 0<t<T 4.27
o " “on w, o S rs R 0SS (4.27a)

Fon(,0) = w 0<z<L (4.27b)
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rm(2,0) =1, (L,T), 0<t<T (4.27¢)

A solucao otima é assumida como a soma da estimativa a priori e uma combinacao

linear dos representantes, matematicamente expressado por:

A, t) = np(,t) + Y Burm(z,t) (4.28)

em que [3,, sao coeficientes nao conhecidos. Observa-se que, a resposta da solugao
6tima para a forgante F'(z,t) e a condicao inicial I (z) é efetuada pela solugao forward
nr(x,t), enquanto que os termos no somatério do representante sdo uma sequéncia

de “correcoes” para cada dado de observacao.
4.1.4 Determinando o coeficiente do representante

O problema agora consiste em determinar os valores de M coeficientes (3, que satis-
fazem a solucao explicita da Equacgao 4.28. Por uma proposta de notacao, define-se

o operador diferencial conforme a seguir:

0 0
D=o +oo (4.29)

A equagao adjunta 4.23a com condigao final 4.23b pode ser escrita como:

— DN = =w Y _{(@mtm) = dm }6(x — 2)5(t — tm) (4.30a)

A, T) =0 (4.30b)

A Equagao forward 4.24a e sua condigao inicial 4.24b escrita como:

A, t
Dl = Pz, 1) + 21 (4.31a)
Wy
Az, 0
i(x,0) = I(z) + % (4.31b)
Substituindo a expressao para a solucao étima 4.28 em 4.31a tem-se:
M
Az, t)
Dlne(z,t) + mzl Brm(z,8)] = F(z,t) + 7 (4.32)
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Distribuindo o operador D, tem-se:

M

ANz, t
Dle(w, )+ 3 BuDlrn(a, ] = Fla,t) + o) (4.3
m=1 f
Reconhecendo de 2.1, o problema forward que:
Dng(x,t)] = F(x,t) (4.34)
Identificando da Equacao 4.27a na Equacao do representante e adjunta que:
am(x,t)
Dir,,| = ———= 4.35
) = 5 (1.35)
Substituindo as equacoes 4.34 e 4.35 em 4.33, tem-se:
M
1 Az, t)
Fx,t)+ — Y Bumam(z,t) = F(z,t) + ——= (4.36)
Wy mZ:l Wy

Subtraindo F'(x,t) e multiplicando por W de ambos os lados da igualdade, tem-se:

> B (,t) = Az, t) (4.37)

Aplicando o operador diferencial na Equagao 4.37 tem-se:

NE

— DA, )] = =3 BrDlom(z, 1) (4.38)

m=1

Identificando em 4.26a a Equacao representante-adjunto e representante que:
— Dlay] = 0(x — ©4)0(t — tn) (4.39)

Substituindo 4.39 em 4.38, tem-se:

“ D@, =S B — )t — tp) (4.40)

1=
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Da Equacao 4.30a e 4.40, tem-se que:

—w Y (@ ti) — A }(x — 20)0(t — tm) = Brd(@ — )0 (t — 1) (4.41)

Equacionando os coeficientes dos impulsos produz uma equacao para a determinacao

dos coeficientes 3,,, dada a seguir:

B = —w{f)(Tm, tm) — din} (4.42)

Tem-se, portanto, que a expressao 4.42 para a determinacao do coeficiente 3. No

entanto, o valor de 7) nao é conhecido. Na préxima secao determina-se 7).
4.1.5 Determinando uma solugao explicita para a solucao 6tima

Uma solugao explicita para 7(zm,,t,) é obtida pela avaliagdo da expressado de
(T, tm) como uma soma da estimativa a priori e uma combinagao linear dos

representantes em (x,,,t,,), usando um indice diferente sobre o somatério:

M
ﬁ($m7 tm) = nF(Imv tm) + Z ﬁﬂ“[(l’m, tm) (443)
=1
Por simplicidade de notagao considere: 7(Zm,tm) = Tm, MF(Tm,tm) = NEm €

7”[(1’77“ tm) = Tim-

A Equagao 4.43 pode ser escrita como:

M
A = Em + > Biim (4.44)
=1

Substituindo 4.44 em 4.42 para [3,,, tem-se:

M
B = —w {nFm + Zﬁmm — dm} (4.45)
I=1

Definindo h,, = d,,, — npm- Entao a Equacao 4.45 pode ser escrita como:

M
=1
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Dividindo ambos os lados de 4.46 por —w tem-se:

M
—w B = Birim — hm (4.47)
I=1
Portanto,
M
hm = wilﬁm + Z ﬂlrlm (448)
=1

Finalmente, introduzindo uma delta de Kronecker d;,, para colocar w=!/3,, dentro

do somatoério, tem-se:
M

T = (W™ B0 + B 1m) (4.49)

I=

[y

Em notagao matricial, as M equacgoes para o M coeficiente do representante tornam-
se:

h

(R+w™'T)p (4.50)

Entao, a solugao explicita para 7(z,t) é dada por:
H(z,t) = np(x,t) + (d — )R +w™ ) r(z, 1) (4.51)

De posse de todas as equagoes necessarias para implementacao do algoritmo para o
representante para o modelo 1D, mostra-se na Tabela 4.1 o algoritmo para o método

de assimilacao com o modelo de onda em uma dimensao.
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Tabela 4.1 - Algoritmo representante para o modelo de onda linear.

Algoritmo: Representante em uma dimensao
1. Calcule ng(z,t) pela integragdo numérica da Equagao 2.1
2. Calcule a inovacao h, de acordo com:
h = Z%:l(dm — N (T tm))
em que: d,, representa o vetor de observacoes.
3. Calcule o representante-adjunto a,, de acordo com a Equagao 4.26a.
4. Calcule o representante r,,(z,t) para 1 <m < M
de acordo com a Equacao 4.27a.
5. Calcule a matriz de covariancia
Tm(z;,t), comm=1,2,..., Mej=12,...,M = Ryxu
P=(R+w'l
6. Determine os coeficientes da expansao do incremento de analise p.
P =t By D= [B1 B . Bl
resolvendo o sistema linear:
Pb - h, h: [hl hg hm]T
7.Calcula a andlise dada pela a equagao a seguir:
77(1’, t) = 77F(x7 t) + Ziz/lzl ﬁmrm(w, t)
Fonte: (BENNETT, 2004)

4.2 Meétodo variacional: equacao de agua rasa 2D

As equacgoes de Euler-Lagrange para o extremo do funcional de penalidade J para

o modelo 2D é dado por:

T X Y
J = Jfu,v,q) = W} / at / dz / dy(f* (g, 1)+
0 0 0

wi o [Can [tz ewy [ [Can [ a ot

W /OX d:v/oy dy(i*(z,y))*+W} /OX dx/OY dy(i®(x,y))*+ W/ /OX dm/oy dy(i(z,y))?

Wy /OTdt/OX dz(bo(z,t))* + WY /OTdt/OX dx(by(x,t))Q—i—wz]\i:(ef (4.52)
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O funcional de penalidade para o modelo 2.15, em termos da varidvel de estado é

dado por:

2
J = Ju,v,q] = Wf/ dt/ dx/ dy{ fv+gg + ryu — F}
dq 2
+Wf/ dt/ d:zc/ dy +fu+ga +r,v — F,
ou Ov 2
q
—l—W/ dt/ dx/ dy{ (8$+a)+rqq}
X
WT/“dx/’dmuuﬁhm—f%xynﬂ+W?/°dx/’dmwwﬁhm—f%ayHQ
‘ XO Y ° 'IO1 X
W / du / dy{a(a,y,0) — T(z,y)} + W} / dat / de{o(r,0,1)}?
0 0 0 0
T X M
Wy / dat / A {o(, Y0+ 03 {0 s t) — d}? (4.53)
0 0 m=1

em que d,, = (T, Ym, tm) + €m- Os residuais sao definidos como:

w oo [ OU 0q
A=W (81% fo+ ga + i — Fu> (4.54a)
v — v a’f) ~ an A
A= Wf (E + fu + 98— —+ U — Fv) (454b)
aq ou 00
7 =14 H 4.54
A W(8t+ (ax+a)+rqq) (4.54c¢)
4.2.1 As equacgoes de Euler-Lagrange
As equagoes de Euler-Lagrange para o modelo 2.15 sao:
o\ oMY
_ v g v — 4.
5 + fA o +7r, A =0 (4.55a)
o\’ 8 Al
— — fAY — A =10 4.55b
SN H (155b)

ONT [ONT DN o
— ot —g ( o + ay +Tq/\q) = —w Z(Q(Imaym;tm)_dm)é(‘r—mm)é(y—ym)é(t_tm)
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com condigoes iniciais:

N(z,y, T)=0
N(x,y,T)=0
MN(z,y,T)=0

Condigoes de contorno rigidas:

enquanto todos os campos sao periddicos na direcao x:

N(2,0,T) = \(2,Y,T) = 0

Nz £ X, y,t) = \(z,y,t)

N(z £ X, y,t) = \(x,y,t)

Mz £ X, y,t) = Az, y,1)

4.2.2 Equacgoes adjunta e representante

As equagoes adjunta para

_|_

do, [ Day,
a7\ o

o modelo 2.15 sao:

Dot ) dad, uw
o tom  Hogy el =0
Oa;) daj,
mo_ . H m v —
o far By +rya,, =0
i +real, = 6(2 = T)0(y — Ym)O(t — t1)
oy aom

sujeito as seguintes condicoes:

e condigdes de contorno rigidas \*(z,0,7) = \’(z,Y,T) =0, e

a'(z,y, T) =0
a’(z,y,T) =0
al(x,y,T) =0

ap(x+ X, y,t) =ap(z,y,1)

29

(4.56a)
(4.56b)

(4.56¢)

(4.57)

(4.58a)

(4.58b)

(4.58c¢)

(4.59)

(4.59b)

(4.59c¢)

(4.60a)

(4.60D)

(4.60c)

(4.61a)



ap,(x+ X, y,1) = oy, (2, y,t) (4.61b)

af (£ X, y,t) = of (z,y,1) (4.61c)
Finalmente, as equacgoes do representante para o modelo de dgua rasa linear 2D sao
dadas por:
or® ord
g;” + i+ g% o O | e (4.62a)
T " ord, Y 1w
o T /Tm Tt 975, T = (Wil ay, (4.62b)
3'f’_$n+H %%-% +rgrd = Wi ol (4.62¢)
ot dx Oy @ LRpE '
com:
i (2,9,0) = W ay (2, 9,0) (4.63a)
(@9, 0) = W] g, (2,9, 0) (4.63b)
rd(x,y,0) = W]~ ad, (x,y,0) (4.63c)

com condig¢oes de contorno:

T’r,l')n(x707t> = H[Wg)]_la(x707t) (4643)
ro(z, Y, t) = —HW] a(z, Y, t) (4.64b)
rm(r £ X y,t) =1y (2,y,t) (4.65a)
rm(e £ Xy, t) =1 (2,y,1) (4.65D)
ri(z £ X, y,t) =1} (2,y,1) (4.65¢)

Assim, o extremo de J é calculado por:

M

i(x,y,t) = up(z,y.t) + > Buri(z,y,t) (4.66a)

m=1

M
b,y t) = vp(@,y,t) + > Burby(z,y,1) (4.66b)
m=1
M

G(x,y,t) = qr(@,y,t) + > Burdy(z,y,1) (4.66¢)

m=1
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Tabela 4.2 - Algoritmo representante para o modelo de dgua rasa linear.

Algoritmo: Representante em duas dimensoes
1. Calcula as variaveis de estado:
DCr0d = [UF(xa Y, t) UF(xa Y, t) QF<‘T7 Y, t)]T
por meio da integracao numérica da equagao 2.15
2. Calcule a inovagao h, de acordo com:
h = Zi\n/lzl(q)obs - (I)mod)
em que Pp,oq = [uobs<xm7 Ym, tm) Vobs (ajma Ym, tm) QObs(wma Ym, tm)]T
3. Calcule o representante-adjunto «,, de acordo com a equagao 4.59.
4. Calcule o representante 7% (z;,yj,t;), 7o (25, yj, t;) € 13.(z5, v, t5)
para 1 < m < M de acordo com a equacgao 4.62.
5. Calcule a matriz dos representeres
re(xj,y5,t),comm=1_... ., Mej=1,...,M
ro(z,y;,t),comm=1,..., Mej=1...,M
rd (z;,y;,t;),comm=1,... . Mej=1,....M
P=R+w'
em que w representa a matriz de covariancia do erro de observacao.
6. Calcule o coeficiente do representante
Pb=h b= 5 ... Buleh=1hy hy ... hy]
7.Calcula a andlise para cada variavel de estado dada pelas a equagoes a seguir:
w(z,y,t) = up(z,y,t) + 27]\,{:1 Bt (x,y,1)
O(x,y,t) = vp(x,y,t) + 2%21 Bl (x,y,1)

Q(2,y,1) = qr(@,y,t) + >y Onri(2,y,1)
Fonte: (BENNETT, 2002)

4.3 Implementagao do método representante

O algoritmo do representante fornece uma solucao explicita para a solucao das
equacoes de Euler-Lagrange. H4 um representante para cada observacao. Para o
calculo de cada representante, faz-se necessario duas integracoes, uma backward e
outra forward. Se o conjunto de observagoes é muito grande, torna-se impraticavel

calcular um representante para cada valor de dado observado (BENNETT, 2002).

Retomando a Equacao 4.28 a solucao do representante para a inversao para o modelo
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em uma dimensao é dada por:

n(z,t) =ne(z,t) + Z erm(m,t) (4.67)
em que
(R+C,)B=h=d— Lng] (4.68)

Portanto, a tarefa para o céalculo dos representantes consiste em:

1. Integra-se o modelo forward para ng (1 integragao) 2.1;

2. Integra-se o modelo backward para o (M integragoes) 4.26a,;

3. Integra-se o modelo forward para r (M integragoes) 4.27a

Isso resulta em um total de I = 2M + 1 integracoes. A parte forward e backward

da equagao de Euler-Lagrange sao acoplados por M numeros de 7y,...,My. O coe-

ficiente do vetor dos impulsos na equagao adjunta, ou vetor de acoplamento é dado

por:
C/'(d—L[A) = C '{d-Lnr]—R"B) (4.69)
= C;Yh-R"R+C)'h (4.70)
= R+C)'h
= 4

Assim, o vetor de acoplamento é um vetor de coeficientes representantes. Portanto,
nao é preciso armazenar o campo do vetor representante r(z,t). Precisa-se calcular
r(x,t) para obter a matriz representante R = L[r”], calcular a Equagao 4.68 para
B, integra-se a equagao adjunta para a equacao de Fuler-Lagrange para A(z,t) e

integra-se a equagao avancada para 7(x,t).

A Figura 4.2 mostra a sequéncia em que devem ser implementadas as equacoes
para o calculo dos coeficientes representantes (B) A construgao é feita de modo
direto, isto é, com o célculo da matriz R, que contém os coeficientes represen-
tantes. A seta na vertical indica a sequéncia das execucoes, que comeca no topo
da Figura 4.2. A Equacao 4.67 nao precisa ser asumida explicitamente, uma vez que

B é conhecido. A Equacao 4.71 resolve o acoplamento na Equacao 4.23a—4.23c e
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na Equagao 4.24a—4.24c. Entao, A e /) podem ser calculados com uma integragao
backward e forward, respectivamente. Os representantes r,,, 1 < m < M, nao pre-
—1

cisam ser armazenados. Se as inversas de W, ! W[l, w, = nao sao diagonais, entao

a Equacao 4.27a—4.27c e Equacao 4.24a—4.24a requerem convolucao.

Figura 4.2 - Esboco para a implementacgao do algoritmo representante com o calculo direto

do coeficiente f3.

Uma outra forma de calcular os coeficientes do representante () é por meio do
algoritmo do representante indireto ilustrado na Figura 4.2. A inversao generalizada

reduz exatamente a solugao do sistema de dimensao finita:

~

(R+C)F=d— Lin] (4.71)
ou simplesmente resolver o sistema linear:

P3=h (4.72)
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A solucao indireta requer que P e R sejam conhecidos explicitamente. Portanto, a
solugao pode ser obtida de modo iterativo, fornecendo P¢ podendo ser avaliada para

algum ¢. Entao, a solucao iterativa padrao pode converter um first-guess B dentro
da solucao B =P 'h

Figura 4.3 - Esboco para a implementagao do algoritmo do representante com o cédlculo

~

indireto do coeficiente (3.

A Subsecao 4.3.1 descreve o software IOM-Inverse Ocean Modeling que contém os

cédigos fontes do método do representante.
4.3.1 Pacote de software IOM

Os cédigos fontes dos modelos de previsao e assimilagao de dados foram desenvolvi-
dos em linguagem Fortran90. A linguagem de programagao FORTRAN, acronimo
da expressao “IBM Mathematical FORmula TRANslation System”, ¢ uma linguagem
de programagao procedural que possuem caracteristicas que permitem suportar pro-
gramacao orientada a objetos. No nicleo do sistema IOM, uma parte do software foi

desenvolvida em Parametric Fortran, que é um gerador de programas Fortran que

64



produz extensoes para aplicagoes especializadas. Este compilador deve fazer parte

do ambiente de instalagao do software IOM.

O software IOM foi desenvolvido pelo grupo de pesquisa do Prof. Andrew F. Ben-
nett do Colégio de Ciéncias Atmosféricas e Oceanicas de Oregon. Esse sistema é um
auxiliar didatico para que se possa realizar experimentos com o método do Repre-

sentante.

Para instalacao do software IOM, além dos compiladores Fortran, o ambiente para

operacao do sistema de assimilacao de dados deve conter softwares como:

e PERL - acronimo de Practical Extraction and Report Language - trata-se
de uma linguagem de codigo aberto. O Perl suporta a programagao orien-
tada a objetos, é uma linguagem de script cuja principal caracteristica é a
manipulacao de dados, repleta de truques de automatizagao. O script prin-
cipal para executar o software IOM esta escrito em Perl. O interpretador

Perl deve ser instalado de acordo com o sistema operacional.

e XML, do inglés eXtensible Markup Language. Esta é uma linguagem de
marcacao, ou seja, apresenta um agregado de cédigos que podem ser apli-
cados a dados ou textos para serem lidos por computadores ou pessoas. O
XML ¢ utilizado para padronizar uma sequéncia de dados com o objetivo

de organizar, separar o conteudo e integra-lo com outras linguagens.

e Javascript - outra linguagem de script incorporada a um documento para
a web. Esta linguagem de programagcao permite a execucao de comandos

do cliente, ou seja, em termos do navegador e nao do servidor web.

e As bases de dados estao no formato NETCDF. Este formato de arquivo foi
desenvolvido pela UNIDATA. O Network Common Data Format (netCDF)
foi desenvolvido para prover um método tinico de acesso a tipos de da-
dos variados, podendo incluir séries temporais, em grades regulares e
informagoes/imagens de satélites ou campos meteorolégicos. O Software
netCDF é uma biblioteca de fungoes de 1/O para vérias linguagens. Esta
biblioteca trata conjuntos de dados de forma independente da maquina
utilizada. Desta forma fica garantida a compatibilidade dos dados quando
usado em diferentes plataformas. Esta biblioteca de acesso para leitura e

escrita de dados no formato netCDF é fornecida pela Unidata, de forma
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livre, sem nenhuma forma de licenciamento e nenhuma outra importante

restricao.

As opgoes de execugao dos programas do IOM foram desenvolvidas para serem
executadas por meio de uma interface grafica construidas com as linguagens de
marcacao e de web ilustrada na Figura 4.4. Para a op¢ao do modelo de agua rasa em

duas dimensoes, a interface grafica nao funcionou. Apds a instalacao do software, os

Figura 4.4 - Interface grafica do software IOM.

programas foram rodados com os scripts programados em Perl e com parametros
e opgoes no script escrito XML de acordo com o Apéndice B. O software possui
programas fontes para os modelos:

e Shallow water em duas dimensées (swL2D),

e cquacao da onda de uma dimensao (wavelD),

e equagao KdV - Korteweg-de Vries (MUCCINO; BENNETT, 2002),
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e modelo PEZHAT - Primitive Equations Z-coordinate-Harmonic Analysis
of Tides (MUCCINO et al., 2008).

Existe uma estrutura de diretorios para cada modelo.

Nesta tese, trabalhou-se com os diretérios wavelD e swL2D. Para instalacao dos
nucleo destes modelos, deve-se compilar os programas que se encontram em cada
estrutura de diretérios correspondente para obter os programas objetos que atendam
as diversas opgoes constantes do arquivo XML da execugao. Os diretérios com os

cédigos fontes e respectivos scripts de compilagao sao:

1. cgdata - contém arquivos com os checkpoints do método iterativo gradiente con-

jugado usado na solucao do problema;

2. inputs - contém arquivos com as observacoes inver par_obs.nc e com o desvio

padrao do erros do modelo em pontos de grade traj_model_std_err.nc

3. iom - contém programas fontes e objetos de varias opg¢oes para execugao do

sistema de assimilagao de dados do representante:

3.1 SRC_iom_bicg - resolve o problema iterativo para chegar ao menor

valor do funcional de penalidade utilizando o gradiente conjugado.

3.2 SRC_iom_preconditioner - resolve o problema iterativo para
chegar ao menor valor do funcional de penalidade utilizando o gradiente

conjugado precondicionado;

3.3 SRC_iom_lapack 56 - resolve o problema iterativo para chegar ao
menor valor do funcional de penalidade utilizando o gradiente conjugado
da biblioteca matematica LAPACK;,

3.4 SRC_iom_standard - resolve o problema iterativo para chegar ao
menor valor do funcional de penalidade utilizando o gradiente conjugado

padrao;

3.5 SRC_iom convol - resolve a andlise, fazendo a convolugao do incre-

mento de analise na grade do modelo;

3.6 SRC_iom_cov - resolve as matrizes de covariancias de erros do mod-

elo;
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3.7 SRC_iom hand written - escreve os arquivos de observacao e das

penalidades;

3.8 SRC_iom_meas_comb fazem as interpolagoes do ponto de observacao
para grade com as devidas influéncias de observagaoo e dos ponto de grade

para as observagoes;

3.9 SRC_iom_traj - escreve os arquivos com as trajetérias dos modelos.

4. ker - contém programas que cria a grade de observacao e de influéncia das obser-

vagoes a serem interpolados;

5. model - contém os programas para integrar as equacoes do modelo avancado

(foward), do modelo adjunto (adjoint) e do modelo tangente linear;

6. outputs - contém os arquivos com os funcionais de penalidade calculados na

execugao e com as inovagoes (diferengas das observagoes e modelo);

7. run - contém os scripts em perl, xml e os arquivos textos (namelists) com paramet-

ros necessarios para execucao do software;

8. sharedata - contém os arquivos das trajetérias do modelo (inicial e andlise) e dos

vetores interpolados em pontos de observacao;

O método iterativo utilizado para execucao do modelo swL2D, constante da opcao
do script xml, foi o gradiente conjugado precondicionado. E na execucao o diretério
ker deve ser o primeiro a ser executado. Os arquivos do diretério input devem existir
antes da execucao dos programas, bem como, os namelists do diretério run. Para a
execucao dos modelos, é necessario escolher as opcoes no arquivo inversion.xml,
em seguida dentro do diretério run, na linha de comando digitar: ./iom_script.pl
inversion.xml. A extensao “.pl” identifica o script na inguagem perl, que executa

0s seguintes passos:

1. Previsao: executando o comando iom_comp_traj_prior;

2. Calcula-se o vetor de inovacao h executando o comando

iom_comp_vect;

3. Calcula-se o funcional de penalidade executando o comando

iom_comp_penalty;
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4. Calcula-se os coeficientes do representante executando o comando:

iom_comp_coefficients_solver_bi_conjugate-gradient

4.1 faz-se o célculo do gradiente conjugado para a minimizacao do

funcional;

4.2 calcula-se o comb (seta as observagoes no ponto de grade do mod-

elo);
4.3 integra-se o modelo adjunto;
4.4 faz a convolugao;
4.5 integra-se o modelo representante executando o comando:

iom_get_VECT_Rp;

5. Calcula-se a trajetoria Otima executando 0 comando:

iom_comp_traj_open_loop;
6. Faz-se a convolugao executando o comando iom_comp convol;

7. O modelo faz a previsao com as corregoes da assimilagao.

Para realizar os experimentos descrito nesta tese, foi necessario executar varias
adaptagoes nos cédigos (varias rotinas), tarefa que foi dificil de realizar devido ao
usu de todas as linguagens (pearl, XML, Java, NETCDF, parametric Fortran e For-
tran 90) que trabalham em conjunto. Alterar parametros do modelo, por exemplo,
implica em fazer modificacoes em diversos modulos do software, o que tornou a

implementagao dificil.
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5 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Neste capitulo apresenta-se a metologia de Redes Neurais Artificiais (RNA), com as
suas principais caracteristicas. Essa metodologia é considerada uma nova abordagem
em um contexto de assimilacao de dados para “emular” as técnicas apresentadas
no Capitulo 3 e Capitulo 4. O estudo de redes neurais artificiais tem uma area
de aplicacao muito abrangente, tornando-se uma técnica utilizada na solugao de
problemas em analise de séries temporais, reconhecimento de padroes, processamento
de sinais, em assimilacao de dados, que é o contexto de aplicagao desse trabalho,
em problemas inversos, que podemos citar os trabalhos de Shiguemori (2007) e Paes
(2011), dentre outras aplicagoes. As definigoes aqui apresentadas serao feitas dentro

do contexto multidisciplinar.

Os neuronios artificiais foram inspirados pelos neuronios bioldgicos, que, conse-
quentemente, compoem uma rede neural biolégica. Os neuronios sao as células que
formam o cérebro humano, um sistema complexo e distribuido, com capacidade
de armazenamento e processamento de informacoes extremamente rapido. As redes
neurais artificiais sdo compostas por neuronios artificiais, um modelo muito simples
baseado no funcionamento do neurénio biolégico. A seguir, descreve-se um neurénio
biolégico, ressaltando suas partes principais, com o objetivo de mostrar uma analogia

entre a funcionalidade de um neuronio biolégico e um neurénio artificial.
5.1 Neurodnio Biolégico

De acordo com Kovacs (1996), o neurénio ou célula nervosa, ilustrado na Figura 5.1,
aparece de diferentes formas e tamanhos no cérebro humano. O neurénio é composto
basicamente por dentritos, axonios, sinapses e nicleo (ou soma), que é o centro dos
processos metabdlicos da célula nervosa. Os axonios tém a funcao de transmitir
informacoes para outros neuronios, ja os dentritos de receber informacoes em forma
de sinais, que sao pulsos elétricos conhecidos como impulsos nervosos ou potenciais

de acao.

As sinapses podem ser consideradas como regioes eletroquimicamente ativas, com-
preendidas entre duas membranas celulares: a membrana pré-sindaptica, por onde
chega um estimulo proveniente de uma outra célula, e a membrana pds-sindptica, que
¢ a membrana do dentrito. Nesta regiao intersinaptica, o estimulo nervoso que chega

a sindpse é transferido para a membrana dentrital através de substancias conhecidas
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como neurotransmissores. O resultado dessa transferéncia é uma alteracao no poten-
cial elétrico da membrana pds-sindptica. Dependendo do tipo de neurotransmissor, a
conexao sinaptica serd excitatoria ou inibitoria, sendo que uma conexao excitatoria
provoca uma alteracao no potencial da membrana que contribui para a formacao de
um impulso nervoso no axonio de saida, enquanto uma conexao inibitéria age no

sentido oposto.

O neurodnio biolégico pode ser visto como um dispositivo computacional elementar
bésico do sistema nervoso, com muitas entradas e uma saida. As entradas ocorrem
através das conexoes sinapticas, que conectam a arvore dentrital aos axonios de
outras células nervosas. Os sinais que chegam por estes axonios sao pulsos elétricos
conhecidos como impulsos nervosos e constituem a formacao que sera processada

pelo neurdnio, para produzir como saida um impulso nervoso no seu axonio.

Figura 5.1 - Representacao de um neurénio biolégico.
Fonte: Adaptado de Tatibana e Kaetsu (2012).

5.2 Neuronio Artificial

Os elementos do neurdnio artificial possuem uma analogia direta com os elementos de
um neurdnio biolégico. Segundo Haykin (2004) um neurénio artificial é uma unidade
de processamento de informacoes, que é fundamental para a operacao de uma rede

neural. O modelo basico de um neurdnio artificial foi defindo por McCulloch e Pitts
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(1943). A descricao matematica resultou em um modelo com n sinais de entrada
X1, %9, ..., Ty, representando os neuronios, e um sinal de saida y, que representa o
axonio. Para emular o comportamento das sinapses, os sinais de entrada do neuronio
artificial tém pesos acoplados 61, 6,,...,60,, que podem assumir valores positivos ou
negativos. O efeito de uma sinapse particular em um neurdnio ¢ pds-sinaptico é
dado pela combinagao linear z;6;. O corpo do neur6onio é emulado por um mecanismo
simples que faz a soma ponderada dos valores recebidos x;6;. A ativacao do neurénio
é obtida através de uma funcao de ativacao. Alguns tipos de fungoes de ativacao sao

descritas na Subsecao 5.2.1.

Identificam-se trés elementos basicos de um modelo neural artificial.

e Um conjunto de sinapses, cada uma das quais é caracterizada por um
peso correspondente. Especificamente, um sinal x,, na entrada da sinapse

n conectada ao neurdnio k é multiplicado pelo peso sinaptico 0,;

e Um somador de sinais de entrada, ponderados pelas respectivas sinapses

de cada neuronio;

e Uma funcao de ativagao, para limitar a amplitude de saida do neuronio.
Normalmente, a faixa de amplitude da saida de um neuroénio é o intervalo
[0,1] ou [—1,1].

No modelo de um neurénio artificial, exemplificado na Figura 5.2, esta incluido um
limiar by, que tem o efeito de acrescentar um grau de liberdade a cada neuronio.

Uma unidade de processamento em uma rede neural ¢ uma combinagao linear com
varios pesos de entrada, seguido por uma fungao de ativagao. O k-ésimo neuronio

pode se descrito pelo o acoplamento de duas equacoes:

=1
yr = @(up + by) (5.2)

em que xi,...,T,;, sao sinais de entrada; O,,...,0, sao os pesos sinapticos do
neurodnio k; uy € a saida do combinador linear devido aos sinais de entrada; by é o

viés; p(+), é a fungao de ativagao e yj, é o sinal de saida do neurénio. O uso do viés ou
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Figura 5.2 - Representacao de um neuroénio artificial.
Fonte: Adaptada de Haykin (2004).

limiar b, tem o efeito de aplicar uma transformacao afim a saida u; do combinador

linear do modelo da Figura 5.1, conforme

Jj=1

5.2.1 Funcgoes de ativagao

A funcao ¢(.) representa a fungao de ativacao, a qual restringe a amplitude do sinal
na saida de um neuronio. O papel da funcao de ativacao é simular caracteristicas
nao lineares de um neuroénio biolégico. A seguir, identificam-se trés tipos bésicos de

fungao de ativagao:

1. fungao degrau: é uma funcao utilizada para valores binarios. O primeiro
neuronio usando um dispositvo bindrio foi introduzido por McCulloch e
Pitts (1943), no qual a saida é pulso ou nao pulso, sendo que suas en-
tradas tém ganho arbitrario, podendo ser excitatorio ou inibitorio. Para
determinar a saida do neurénio, calcula-se a soma ponderada das entradas
com 0s respectivos pesos como fatores de ponderacao, positivos, nos casos
excitatérios, e negativos, nos casos inibitérios. Se esse resultado for maior

ou igual a certo limiar, entao a saida do neuronio ¢ pulso, e caso contrario
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¢ nao pulso. Matematicamente a funcao é representada por:

1 sev>0
p(v) = (5.4)
0 sev<0

2. fungao tangente hiperbdlica: é uma funcao sigmoide que varia entre [—1, 1]
¢ dada por:
av;
¢(v;) = tanh (7> ; paraa = 1 (5.5)

3. fung¢ao exponencial

o(v;) = exp (—M) Lcomo =1, p=0 (5.6)

202

Os valores nas entradas devem ser normalizados para valores restritos ao intervalo
da funcao de ativagao utilizada e, posteriormente, deve ser feito o processo inverso

para que as variaveis estimadas voltem ao intervalo da fungao original.

Tangente hiperbdlica Fungao Exponencial funcao degrau

v v
i i

Figura 5.3 - Exemplos de fungoes de ativagao mais utilizadas: (a) tangente hiperbdlica; (b)
exponecial; (¢) funcdo degrau.

5.3 Funcionamento das Redes Neurais

Uma rede neural artificial, segundo Fausett (1994), é caracterizada por:

(i) O padrao de conexao entre os neurénios, o que determina a arquitetura da rede.

(ii) O método de determinagao dos pesos sobre as conexoes (chamado de treina-

mento ou algoritmo de aprendizagem).
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(iii) A fungao de ativagao

Os neuronios podem ser dispostos de tal maneira a formar uma ou mais camadas.
Neste texto, as entradas da rede sao denominadas de camada de entrada, a primeira
camada sem contato com o meio externo é chamada de camada escondida e os valores

na saida da rede sao chamados de camada de saida.

Nas redes onde o sinal de entrada projeta-se diretamente sobre a camada de saida,
a rede é denominada de feed-forward (alimentagdo para frente). Quando ha uma

realimentacao entre uma das camadas da rede, ela é chamada de rede recorrente.

O funcionamento de uma rede neural é realizado através de duas fases:

e aprendizagem, também conhecido como treinamento;

e ativagao

No processo de aprendizagem um conjunto de exemplos sao apresentados a rede,
que extrai as caracteristicas necessarias para representar a informacao fornecida. Em
outras palavras, no processo de aprendizagem ha uma adaptacao dos pesos sindpticos
e do bias dos neuronios em resposta as entradas e a saida desejada. As caracteristicas
extraidas sao armazenadas nos pesos sinapticos, que sao utilizados posteriormente

no processo de ativacao da rede produzindo, portanto, respostas para o problema.

Um fato importante na fase de treinamento das RNA é adotar um critério de parada.
Normalmente, a rede é treinada até que um nimero maximo de “épocas” de treina-
mento, que é definido a priori, seja atingido. Define-se uma época de treinamento
como sendo a apresentacao de todo um conjunto (ou padroes) de treinamento da
rede. O critério de parada em funcao do erro objetivo pode ser aplicado somente
por redes que utilizam aprendizagem supervisionada, pois o erro é calculado entre a
saida desejada e a saida obtida da rede. Segundo Braga et al. (1998) os critérios de

parada mais utilizados sao:

e Encerrar o treinamento apés N épocas;

e Encerrar o treinamento apés o erro quadrético médio (EQM) estiver abaixo

de uma constante e pré-definida;
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e Encerrar o treinamento quando a porcentagem de classicacoes corretas
estiver acima de uma constante €. Esta alternativa é mais indicada para

saidas binarias;

e Combinacao dos métodos acima.

Uma definigao de aprendizagem, adaptada de Mendel e McLaren (1970), no contexto
de redes neurais disponivel em (HAYKIN, 2004) é:

Aprendizagem € um processo pelo qual os parametros livres de uma rede neural sao
adaptados através de um processo de estimulagao pelo ambiente no qual a rede estd
inserida. O tipo de aprendizagem € determinado de acordo com a modificacdo dos

parametros da rede.
5.3.1 Regras de Aprendizagem

Algoritmo de aprendizagem é um conjunto de procedimentos bem definidos para
adaptacao dos parametros de uma rede neural para que a mesma possa aprender
uma determinada funcao. Os tipos de aprendizagem sao: supervisionados ou nao
supervisionados. Na aprendizagem supervisionada, tanto a entrada quanto a saida
da rede sao conhecidas, sendo que a rede opera no sentido de encontrar pesos que
minimizem a diferenca entre a entrada e a saida desejada em um sentido estatistico,

geralmente, o erro médio quadratico.

Ja na aprendizagem nao supervisionada, somente os padroes de entrada estao
disponiveis na rede. A partir do momento em que a rede estabelece uma harmo-
nia com as regularidades estatisticas da entrada de dados, desenvolve-se nela uma
habilidade de formar representacoes internas para codificar caracteristicas da en-
trada e criar novas classes ou grupos automaticamente (BRAGA et al., 2000). Neste
tipo de aprendizagem, a rede se auto-organiza para que cada neurdonio responda a
diferentes conjuntos de entrada, um exemplo classico desse tipo de abordagem, sao

os mapas topoldgicos de Kohonen (1995).

As regras usualmente aplicadas para o processo de aprendizagem supervisionado
sao: correcao de erros e a regra delta, que foi generalizada para o treinamento do
perceptron de miultiplas camadas, conhecido como algoritmo de retropagacao do
erro. Na segao a seguir, descreve-se o algoritmo de retropagacao segundo (HAYKIN,

2004).
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5.4 Algoritmo “Backpropagation” ou de Retropagacao

1. Iniciar os pesos: considerando que nenhuma informacao prévia esta
disponivel, os pesos sinapticos e limiares sao iniciados com ntmeros

aleatérios que seguem uma distribuicao uniforme.

2. Apresentagao dos exemplos de treinamento: apresenta-se uma época
de exemplos de treinamento a rede. Para cada exemplo do conjunto de

treinamento, executa-se os passos 3 e 4 apresentados a seguir:

3. Propagacgao: seja o conjunto de treinamento representado por
(z(n),d(n)), em que z(n) é o vetor de entrada aplicado a primeira ca-
mada de nds sensoriais e o vetor de resposta desejada d(n) apresentado
a camada de saida de nés computacionais. Calculam-se os campos locais
induzidos e os sinais funcionais, camada por camada da rede. O campo

local induzido v](-l) (n) para o neurénio j na camada [ é dado por:

mo

vy (n) = > 05 () (n) (5.7)

=0

em que yi(l*l)(n) é o sinal de saida do neuronio 7 na camada anterior [ — 1,
na iteragao n, e 9](.? (n) é o peso sinaptico do neurénio j da camada [,
que é alimentado pelo neurdnio ¢ da camada (I — 1). Para ¢ = 0, temos
y(()lfl)(n) =+le 9]%) (n) = b;lg(n) é o vies aplicado ao neurdnio j na camada

[. O sinal de saida do neuronio j na camada [ é:

y; = ¢;i(v5(n)) (5.8)

Se o neuronio j estd na primeira camada oculta (i.e., | = 1), faz-se yj(-o)(n) =
z;(n), z;(n) é o j-ésimo elemento do vetor de entrada x(n). Se o neurdnio j
estd na camada de saida (i.e., | = L em que L é denominado a profundidade

da rede), se faz yj(-L) = 0j(n).

Calcula-se o sinal do erro

em que dg»n) é o j-ésimo elemento do vetor resposta desejada d(n).
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4. Retropagacao: Calculam-se os gradientes locais da rede definidos por:

eS-L) (n)gog)(vl(L)(n)) neurénio j na camada
5@(”) _ , de saida L,
/ cp§~ )(UZ(L)(TL)) Dok (5,(;“)(71)9,2?1)(71) neurdnio j na camada
oculta [.
(5.10)

!
onde o apéstrofo gog- )() representa a diferenciacao em relagao ao argumento.
Assim, ajusta-se os pesos sinapticos da rede na camada [ de acordo com a

seguinte regra, conhecida como regra delta generalizada.

o =05+ alo) — 05 e )y m) (5.11)

7t 7t 7 7
em que 7 é a taxa de aprendizagem e « é a constante de momento.

5. Iteracao: repetem-se os passos 3 e 4, apresentando a rede novos exemplos

de treinameto até que o critério de parada seja satisfeito.

5.5 Perceptron de Multiplas Camadas

A rede Perceptron de Multiplas Camadas (PMC) é uma das redes mais utilizadas na
literatura para a solucao de problemas. Esta rede possui treinamento supervisionado
realizado por meio do algoritmo de retropropagacao do erro apresentado na secao
5.4.

Em uma rede multicamadas sao identificadas a camada de entrada, uma ou mais
camadas ocultas e a camada de saida de nés computacionais, ilustrada na Figura 5.4.
Seu algoritmo de treinamento, aprendizagem por retropropagacao do erro, consiste
em dois passos através das diferentes camadas da rede: um passo para frente, a
propagacao e um passo para tras, a retropropagacao. Na fase de propagacao da
rede, o sinal de entrada se propaga para frente, camada por camada até que um
conjunto de saidas seja obtido na ultima camada. Na primeira camada escondida,
multiplica-se cada unidade de entrada por um peso correspondente a cada neuronio.
O numero de camadas ocultas e a quantidade de neuronios na camada oculta variam

de acordo com a aplicacao.
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A camada de entrada é formada por padroes que serao apresentados a rede durante
a fase de treinamento (também chamados de conjuntos sensoriais ou nés de fonte).

Segundo Haykin (2004), a PMC tem trés caracteristicas distintas:

e O modelo de cada neuronio da rede inclui uma fungao de ativacao nao
linear, sendo que esta fungao de ativacao deve ser diferenciavel em todos

0s pontos;

e A rede contém uma ou mais camadas de neuronios ocultos. Estes neuronios
ocultos capacitam a rede a aprender tarefas complexas extraindo progres-

sivamente as caracteristicas mais significativas dos padroes de entrada;
e A rede exibe alto grau de conectividade, determinada por suas sinapses.
Os valores na entrada devem ser normalizados para valores restritos ao intervalo da

funcao de ativacao utilizada e, posteriormente, deve ser feito o processo inverso para

que as variaveis estimadas voltem ao intervalo da funcao original.

Figura 5.4 - Ilustragao da Rede Perceptron de Multiplas Camadas

5.6 Rede neural artificial auto-configuravel

Salienta-se que no presente trabalho as configuragoes da rede neural foram deter-

minadas de maneira empirica. O enfoque atual desta pesquisa é a aplicagdo da
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ferramenta de redes neurais artificiais para o problema de assimilacao de dados.
Mais especificamente, foram realizados diversos experimentos numéricos envolvendo

o ajuste dos seguintes parametros:

e 0 numero de camadas escondidas;

a quantidade de neuronios em cada camada;

a taxa de aprendizagem n;

a constante de momento «;

a funcao de ativacao

O processo empirico é um procedimento padrao para encontrar uma boa arquite-
tura para uma rede neural artificial. Algumas topologias preliminares sao definidas
e testadas. A desvantagem desse procedimento é o periodo de tempo gasto para
conseguir uma arquitetura capaz de produzir o resultado esperado. Isto exige um

esfor¢o continuo por parte do especialista (desenvolvedor da RNA).

Uma solugao alternativa é formular o problema de identificagao de uma arquitetura
6tima de RNA como um problema de otimizacao. Assim, a formulacao para uma rede
auto-configuravel tem como finalidade determinar o melhor conjunto de parametros
da RNA que otimiza uma func¢ao objetivo (TEIXEIRA et al., 2000; COSTA et al., 2003;
ROCHA, 2012).

Em Sambatti et al. (2012), utilizou-se o método de colisao de particulas (MPCA-
Multi-Particle Collision Algortihm), desenvolvido por Luz (2012), para encontrar a

solucao 6tima. A funcao objetivo empregada é dada por:

p1 X Etrain + P2 X Egen) (5 12)

fori = penalty X <
Y p1+ p2

em que p; e py sao termos que modificam a relevancia atribuida ao erro de gener-
alizacdo e de treinamento. Essa formulagao foi desenvolvida por Carvalho (2011).
Para o caso em que p; > py, ¢ dado maior importancia para a capacidade da rede
em memorizar os padroes apresentados, caso contrario, a énfase sera dada para a

capacidade de generalizacao, isto €, identificar padroes similares, mas nao idénticos
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aos apresentados durante a fase de treinamento. O termo penalty prioriza arquite-
turas menores, evitando o overfitting. O overfitting ocorre quando a rede memoriza

os padroes de treinamento, ao invés de, aprender/extrair informagoes.

O termo Fy.q:, € 0 erro de treinamento. Esse termo é importante na medida que nos
fornece uma indicacao quantitativa do nivel de treinamento da rede. O termo Fg., ¢
o erro de generalizagao. Este critério se refere a a capacidade da RNA de identificar
e responder a padroes que sao similares mas nao idénticos aos padroes com os quais
a rede foi treinada. Ele revela-se mais importante que o erro de treinamento como
parametro indicativo da performance do modelo de RNA na maioria das aplicagoes.

O fator de penalidade penalty é expresso por:
penalty = c1e” + coy + 1 (5.13)

em que x é o numero minimo de neurdnios, y corresponde ao numero de épocas de
treinamento. Essa abordagem para determinar uma arquitetura 6tima de uma RNA
foi avaliada no modelo de propagagao de onda em um contexto de assimilacao de
dados em Sambatti et al. (2012) e comparados com os resultados preliminares de
Furtado et al. (2011).
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6 ASSIMILACAO DE DADOS COM REDES NEURAIS

As técnicas apresentadas nos Capitulos 3, 4 e 5 foram a avaliadas na equagao da onda
em uma dimensao e no modelo de dgua rasa em duas dimensoes descritos no Capi-
tulo 2. Neste Capitulo, apresenta-se os resultados e discussoes dessas metodologias

como uma técnica de assimilacao de dados.
6.1 Redes neurais emulando o Filtro de Kalman

A teoria da estimacao abrange recursos usados para estimar o estado de um sistema
pela combinacao de todo o conhecimento disponivel sobre ele, incluindo as medidas,
que sao obtidas a partir de experimentos e modelos tedricos. Essa combinacao de
informagcoes usualmente é feita por meio de aproximacoes estatisticas. A hipétese a
priori e o critério de estimagao sao cruciais no processo de previsao, uma vez que
eles influenciam na dinamica do sistema e dos dados observados, isto é, precisa-se
conhecer as hiposteses estatisticas a prior: para o ruido do modelo e os erros das

observacoes.

Em outras palavras, a teoria da estimacao deseja conhecer a fungao densidade de
probabilidade (fdp) a posteriori, isto é, a fdp condicional das varidveis de estado
do sistema dado as observacoes. Na pratica, é dificil determinar a fdp completa,
portanto, pode-se tentar estimar algum parametro da fdp que pode servir como uma
estimativa melhorada da varidvel de estado. Véarios principios conduzem a alguns
estimadores. O estimador de Minima Variancia (MV), por exemplo, que é a média

condicional das variaveis de estado, considerando as observagoes.

O método desenvolvido por Kalman (1960), o denominado Filtro de Kalman (FK),
é uma ferramenta importante na teoria de estimacao, que foi aplicado em modelos
lineares discretos com observacoes linearmente relacionadas ao estado do modelo. O
FK é uma simplificacao da estimagao Bayesiana para o caso de sistemas lineares.
Para modelos lineares com estatistica gaussiana, este método fornece a solugao étima
para o problema da estimacao da variavel de estado do modelo. A versao do método

para tempo continuo foi desenvolvido por Kalman e Bucy (1961).

A técnica de Filtros de Kalman tem sido considerada para aplicacao em meteorologia
e oceanografia, mas é geralmente considerada muito cara para implementagoes op-
eracionais devido a alta dimensao do problema (GHIL; MALANOTTE-RIZZOLI, 1991).

Isto ocorre devido as operacgoes com matrizes existentes no método. O problema
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principal é a evolugao da matriz de covariancia. Se o vetor de variaveis de estado é
de dimensao 107, entdo a matriz de covariancia tem 10'* elementos e a propagacao
dessa matriz no tempo é impossivel (POLAVARAPU, 2004). Portanto, na implemen-
tacao pratica do método, geralmente requer alguma simplificacao das equacoes de

evolucao da covariancia do erro de previsao ou analise.

Muitas técnicas alternativas foram propostas usando o método de Filtro de Kalman,
por exemplo, o Filtro de Kalman por conjunto denominado Ensenble Kalman Filter
(EnKF). O EnFK é um método sequencial de assimilagdo de dados proposto por
Evensen (1994).

Nas segoes a seguir, apresentam-se os resultados do FK e do PMC emulando o FK,

aplicado a equacao da onda linear e ao modelo de agua rasa em duas dimensoes.
6.1.1 Equacao da onda 1D

Nesta secao, sao apresentados os resultados para o modelo de uma dimensao, a
equacao da onda linear. O modelo foi integrado com o método de Crank Nicholson
(LYNCH, 2004) com derivada espacial de quarta ordem. As observagoes assimiladas
neste trabalho foram geradas artificialmente. Os dados foram gerados a partir da
integracao do modelo, adicionando-se um ruido aleatério de variancia 0,5. Assim,
a curva de referéncia de verdade para o método de assimilagao é a curva obtida
a partir da integracao da equacao da onda sem ruido, o que significa que quanto
mais proximo as estimativas obtidas com os métodos de assimilagao estiverem da

dinamica do sistema, melhor serd a estimativa obtida por eles.

Para a implementagao do Filtro de Kalman, foram usadas as seguintes matrizes:
Q, =0.1I; R;=0,5I; H = I; matriz de covariancia do erro de modelagem, matriz
de covariancia do erro de observagao e o operador que representa o sistema de ob-
servagao, respectivamente. A matriz de covariancia do erro de previsao € inicializada

por:

f .
P/ _ { 10(z))? parai=j, (6.1)

0 parai # j .

A matriz de dinamica do sistema F', ilustrada na Figura 6.1, para o modelo de uma
dimensao é de dimensao 128 x 128, pois foram usados 128 pontos na discretizacao

espacial.
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Figura 6.1 - Ilustragdo da matriz de dinamica usada no Filtro de Kalman para o modelo
1D.

As Figuras 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5 apresentam os resultados para a assimilacao realizada
com o Filtro de Kalman (FK). As observagoes foram inseridas a cada 10 passos de
tempo. Na Figura 6.2, tem-se a amplitude da onda no tempo ¢ = 200. Na Figura 6.3,
a amplitude em todos os tempos de integracao do modelo, a condigao inicial usada
para integracao do modelo é dada pela Equacao 2.2, que foi definido como experi-

mento 1.

As Figuras 6.4 e 6.5 mostram os resultados para o experimento 2, em que utilizou-se
uma fun¢ao seno como condicao incicial. Na Figura 6.4, ilustra-se a amplitude da
onda no tempo t = 500, as observacoes foram inseridas a cada 20 passos de tempo.

Na Figura 6.5, tem-se a amplitude da onda em todos os tempos.

Para as Figuras 6.2 e 6.4, a curva azul representa a referéncia de verdade e a curva
vermelha representa o estimado por meio do Filtro de Kalman. Considera-se como

verdade a integracao do modelo sem ruido.

Este trabalho apresenta a técnica de Redes Neurais Artificiais, apresentada no Capi-
tulo 5, como uma ferramenta para assimilacao de dados. O funcionamento desta

arquitetura de rede é realizado por meio de dois passos que sao: o treinamento e a
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Figura 6.2 - Assimilagdo de dados realizada a cada 10 passos de tempo com o Filtro de
Kalman. Amplitude da onda no tempo ¢t = 200. Experimento 1: condigao
inicial usada um séliton KdV.

Figura 6.3 - Assimilacao de dados a cada 10 passos de tempo com o Filtro de Kalman.
Amplitude da onda em todos os tempos. Experimento 1: condi¢ao inicial usada
um séliton KdV.

ativacao. Na fase de treinamento, apresentam-se os conjuntos de treinamentos, que

sao os dados de entrada e os dados de saida desejada. Neste caso, o conjunto de
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Figura 6.4 - Assimilagdo de dados realizada a cada 20 passos de tempo com o Filtro de
Kalman. Amplitude da onda no tempo ¢t = 500. Experimento 2: fungao seno
como condigao inicia.

dados de saida desejada é composto pela estimativa obtida por meio do Filtro de
Kalman. A Figura 6.6 mostra o grafico do erro de treinamento da RNA. A Figura
6.6(a) curva do erro de treinamento para o experimento 1 e a Figura 6.6(b) a curva

do erro de treinamento para o experimento 2.

Matematicamente, o processo de assimilacao de dados baseada em redes neurais
artificiais (RNA) por meio de Perceptron de Multiplas camadas descrito na Segao 5.5

do Capitulo 5 é dado por:
xf = Frnaspuc(2t, y7) (6.2)

em que zy representa a analise calculada, Frya/pyc representa o processo de as-
similagao por RNA/PMC, z¥ representa as varidveis de estado do modelo fisico-

matematico e yy representa o vetor de observagoes.

A arquitetura PMC exige que o seu treinamento seja supervisionado. Assim, precisa-
se um outro conjunto de entrada, representado aqui por x¢° que ¢ a analise obtida
por uma outra técnica de assimilagao de dados. Nesta secao, z7° é obtida com o

método do Filtro de Kalman.
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Figura 6.5 - Assimilagao de dados realizada a cada 20 passos de tempo com o Filtro de
Kalman. Amplitude da onda em todos os tempos nas coordenadas (z,y, z).
Experimento 2: fungao seno como condigao inicial.

(a) condigéo inicial dada pela equagido KdV (2.2)  (b) condi¢ao inicial dada por uma gaussiana.

Figura 6.6 - Curvas do erro de treinamento para os dados de treinamento para o modelo
1D.

A Figura 6.7 ilustra a arquitetura da rede utilizada para o calculo da analise. Essa
arquitetura é constituida por dois neuronios na camada de entrada, trés na camada
intermedidria (oculta) e um neurénio na camada de saida. Para a camada de entrada,

tem-se que n™ é o dado do modelo, 1° é o dado observado e n* é o dado de analise ou
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condicao inicial, o parametro que ¢é estimado para reiniciar a integracao do modelo.
A taxa de aprendizagem utilizada foi 0,9 e a funcao de ativagdo foi a tangente
hiperbdlica. Esses parametros foram encontrados de modo empirico e usados no

experimento 1 e 2 para o modelo de uma dimensao.

Figura 6.7 - Arquitetura da RNA empregada para o modelo 1D.

Para o treinamento da rede, utilizou-se o algoritmo de aprendizagem de retropropa-
gacao do erro. Esse é um processo supervisionado, em que a rede recebe os vetores de
entrada com as suas respectivas respostas desejadas. No processo de treinamento,
determinam-se os pesos sindpticos 6timos que mapeiam os dados de entrada aos

dados de saida desejados.

A Figura 6.8 ilustra como foram selecionados os dados para o treinamento e gene-
ralizacao da rede para o experimento 1 do modelo de uma dimensao. O modelo
foi integrado em 2000 passos de tempo com 128 pontos na discretizacao espacial.
Utilizou-se os dados integrados até o passo de tempo (nk = 100) para o treinamento.
As observagoes foram inseridas a cada 10 passos de tempo. Os pontos verdes repre-
sentam as observacgoes inseridas no ponto de grade do modelo. Os dados a partir de
nk = 101 até nk = 2000 foram usados para generalizacao da rede conforme mostra

a Figura 6.8.

Os pesos sinapticos 6timos sao obtidos apds a fase de treinamento. Em seguida,
ativam-se os neuronios da rede com novos dados de entrada que nao foram usados
no treinamento verificando a capacidade de generalizacao da informacao de uma
rede neural artificial. Na fase de treinamento de uma RNA, hd a atualizacao dos
pesos em um sentido de minimos quadrados. Na fase de ativagao, os pesos sinapticos

sao fixos, uma vez que, o peso 6timo ja foi determinado na fase anterior.
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Figura 6.8 - Conjunto de dados de treinamento para o experimento 1 do modelo em uma
dimensao.

Para o modelo de uma dimensao, também foi realizado um outro teste com um
outro conjundo de dados de treinamento. O modelo foi integrado em 3000 passos de
tempo. A condicao inicial usada para integracao do modelo foi uma funcao gaussiana.
A assimilacao foi realizada a cada 20 passos de tempo. O conjunto de dados usados

na fase de treinamento fora selecionados conforme ilustrado na Figura 6.9.

Figura 6.9 - Conjunto de dados de treinamento para o experimento 2 do modelo em uma
dimensao.

As Figuras 6.10, 6.11, 6.12 e 6.13 apresentam os resultados de assimilagao de dados

por meio de RNA. Para as Figuras 6.10 e 6.11, usou-se a condicao inicial dada por
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um soliton KdV, representada pela Equacao 2.2, que denominou-se de experimento
1. Para as Figuras 6.10 e 6.12, a curva azul representa a referéncia de verdade e
a curva verde representa o estimado por meio de RNA no tempo ¢t = 200 . Na

Figura 6.11, tem-se a amplitude da onda em todos os tempos.

Figura 6.10 - Assimilacao de dados realizada a cada 10 passos de tempo com RNA. Am-
plitude da onda no tempo ¢t = 200. Experimento 1: condicao inicial usada
um soliton KdV.

A Tabela 6.1 apresenta os resultados da média do erro de assimilagao. O erro é
calculado pela diferenca absoluta entre o valor estimado (¢¢) e a referéncia de

verdade (¢?°"?) de acordo com a Equagao 6.3. Matematicamente, o erro é dado por:

Ttinal p
= [ [l

em que Q € [0, L,].

Tabela 6.1 - Resultados do erro de assimilacao para FK e o PMC para o modelo 1D.

FK RNA-PMC

experimentol 0,5331 0,1171
experimento2 00,5275 0,1740
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Figura 6.11 - Assimilacao de dados realizada a cada 10 passos de tempo com RNA. Am-
plitude da onda em todos os tempos. Experimento 1: condi¢ao inicial usada
um soliton KdV.

Figura 6.12 - Assimilacao de dados realizada a cada 20 passos de tempo com RNA. Am-
plitude da onda no tempo t = 200.
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Figura 6.13 - Assimilacao de dados realizada a cada 20 passos de tempo com RNA. Am-
plitude da onda em todos os tempos.

Na Tabela 6.2, apresenta-se o custo computacional para ambos os experimentos. Na
fase de treinamento da Rede Neural Artificial para o modelo 1D, foram usados os
dados do modelo integrado em 1000 passos de tempo. A ativacao foi realizada em

2000 passos de tempo adiante.

Tabela 6.2 - Custo computacional para FK e o PMC para o modelo 1D.

FK RNA-PMC

experimentol 29,61 s 12,48 s
experimento2 44,56 s 19,51 s

Na Subsecao 6.1.2, apresentam-se os resultados usando as mesmas metodologias

apresentadas nesta secao, aplicadas no modelo de dgua rasa em duas dimensoes.
6.1.2 Modelo de agua rasa linear 2D

Nesta secao, apresentam-se os resultados para o modelo de agua rasa linear em
duas dimensoes. As técnicas de assimilacao de dados utilizadas foram o Filtro de

Kalman e a técnica de Redes Neurais Artificiais emulando o Filtro de Kalman. Esse
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modelo foi descrito na Secao 2.2. As equacoes de agua rasa sao frequentemente usadas
para testar problemas em meteorologia e oceanografia, pois descrevem caracteristicas

presentes no fluxo da atmosfera e oceano.

Para avaliar a capacidade dos métodos em realizar assimilacao de dados para o
modelo de dgua rasa em duas dimensoes, foram realizados dois experimentos para
o Filtro de Kalman e a RNA emulando o FK. O experimento A para o modelo 2D

caracteriza-se por:

insercao de observagoes realizadas a cada 10 passos de tempo;

o modelo foi integrado em 60 passos de tempo;

a grade do modelo possui dimensao 40 x 40;

foram utilizadas 25 observagoes inseridas no ponto de grade do modelo

numeérico;
e a variavel ¢ foi inicializada com uma funcao gaussiana;

e as varidveis u e v tiveram valor zero na condigao inicial,

O experimento B diferenciou-se nos seguintes aspectos:

e todas as variaveis foram inicializadas com uma funcao gaussiana;
e 0 modelo foi integrado em 100 passos de tempo;

e 100 observagoes foram assimiladas no ponto de grade do modelo numérico

em cada 10 passos de tempo;

A Figura 6.14 ilustra a insercao de observagao no ponto de grade para ambos os
experimentos. A Figura da esquerda mostra as 25 observagoes assimiladas no exper-
imento A e a Figura da direita mostra as 100 observacoes assimiladas no ponto de
grade para o experimento B. As observagoes estao representadas pelos quadrados

amarelos.

Para realizar assimilagao de dados com o método Filtro de Kalman, o primeiro passo

a ser feito é determinar a matriz de dinamica do sistema F que depende do modelo
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Figura 6.14 - (lado esquerdo) experimento A; (lado direito) experimento B. Os quadrados
amarelos representam as observagoes no ponto de grade para o modelo 2D.

que esta sendo usado. Para o modelo de dgua rasa linear em duas dimensoes e com

trés variaveis do modelo tem-se:

Uttt = Fo"

em que ¥ é dado por:

c o
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e cada variavel do modelo ¢,u e v é um vetor dado por:

q11
q21

L Qnz,1
q12
q22

L qnz,2 ]

Qnz,1

an,2

Qnz,ny

Ui

U271

| Una,1 ]
U12

U22

| Ung,2 ]

Ung,1

unm,2

Ung,ny

V11

V21

| Una,1
V12

V22

B Ung,2 ]

Unz1

Unx,2

Una,ny

A matriz de dinamica F é definida por meio das equagoes do modelo de agua rasa.

Determina-se a matriz F de acordo com os coeficientes das equacoes do modelo

discretizadas. As equagoes discretizadas encontam-se na Subsecao 2.2.1. A matriz F

¢ dada por:

(1= Atry)l
_A,
B,

F =

em que:

Ay

(1+ Atry)I

-B,

At
A7
At
H_
Az

—(B1)ii+1

-B,
B,
(1+ Atry)l

(6.3)

Y

At
—(Ba)iit1 = fz

Sendo que Ax e Ay sao os tamanhos da malha para a discretizacao espacial, At

é o espagamento temporal; rq, 7, e r, sao coeficientes de amortecimento; H ¢é a

profundidade média do oceano; f é o parametro de Coriolis e g é a aceleracao da
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gravidade. Os valores desses parametros estao definidos na Tabela 2.2. Assim, é
possivel estimar as variaveis de estado do modelo u, v e ¢ no instante n + 1 de

acordo com:
\Ijn’H — qun

A dimensao da matriz 6.3 dependerda do nimero de pontos usados para a discretiza-
cao espacial. Pode-se perceber que o método de assimilacao por meio do Filtro
de Kalman é muito custoso computacionalmente. Além da matriz de dinamica do
modelo F, tem-se as matrizes de covariancia do modelo e das observacgoes que sao
atualizadas em cada passo de tempo. As operagoes com matrizes, multiplicacao e
calculo da inversa de matrizes, realizadas para determinar a matriz de ganho de
Kalman tornam esta ferramenta pesada ao se aplicar em modelos de grande dimen-
sao. Essas dificuldades estimulam a investigacao da ferramenta de RNA como um

método de assimilacao de dados.

Nesta Secao, compara-se o desempenho da assimilacao de dados realizada com o
Filtro de Kalman e com a RNA no modelo de agua rasa 2D. A Figura 6.15 ilustra
como foram selecionados os dados para o treinamento da rede para o experimento A.
Integrou-se o modelo em 60 passos de tempo. Para o treinamento da rede utilizou-se

os dados até o passo 40 e para a generalizacao do passo 41 em diante.

10 20 30 40 50 60
0 0" 0 9 @ tempo

—

dados de treinamento generalizag¢do

Figura 6.15 - Conjunto de dados para o treinamento da rede para o experimento A do
modelo 2D.

A Figura 6.16 ilustra como foram selecionados os dados para o treinamento da rede
para o experimento B. O modelo foi integrado em 100 passos de tempo. Para o
treinamento da rede utilizou-se os dados até o passo 40 e para a generalizacao do

passo 41 em diante. Nesse experimento, verifica-se que a rede foi capaz de obter uma
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estimativa satisfatéria até o passo de tempo nk = 100. Aqui 100 observacoes foram
assimiladas a cada 10 passos de tempo. A insercao da observacao esta representada

pelo ponto verde ilustrado na Figura 6.16.

Figura 6.16 - Conjunto de dados para o treinamento da rede para o experimento B do
modelo 2D.

Para o modelo de agua rasa, utilizou-se uma rede neural para cada varidvel conforme
ilustrado na Figura 6.17. Os dados de entrada da rede sao os dados do modelo e o

dado observado e a saida da rede é o dado de andlise ou condigao inicial.

Figura 6.17 - Arquitetura das redes para as variaveis u, v e ¢. Os sobrescritos m, o e a
significam modelo, observagao e andlise, respectivamente.

A Tabela 6.3 apresenta os parametros da rede para o experimento A e a Tabela 6.4
para o experimento B realizado no modelo 2D. O parametro nco indica o nimero
de neuronios na camada oculta, n é a taxa de aprendizagem e a é o parametro da
tangente hiperbdlica dado pela Equacao 5.5 no Capitulo 5, com as suas respectivas
épocas de treinamento. As Tabelas 6.3 e 6.4 constam também o tempo computacional
que foi necessario para se determinar os pesos 6timos. Esses pesos sao usados na fase
de ativacao. Em ambos os experimentos a variavel ¢ foi a que obteve o menor tempo

de treinamento.
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Tabela 6.3 - Parametros da rede PMC para o experimento A do modelo 2D.

variavel nco 1 a épocas tempo

u 15 02 1 290 6,7 min
v 15 07 2 270 50 min
q 10 07 1 681 4,1 min

Tabela 6.4 - Parametros da rede PMC para o experimento B do modelo 2D.

variavel nco n a épocas tempo

u 10 02 1 1000 7.2 min
v 10 07 1 1000 6,8 min
q 10 07 1 630 44 min

As Tabelas 6.5 e 6.6 apresentam o erro para as variaveis u,v e ¢ para a assimilacao
de dados realizada com o Filtro de Kalman e com a RNA, para os experimento A
e B, respectivamente. Para ambos os experimentos e para todas a variaveis do mo-
delo, a assimilacao de dados realizada por meio de RNA obtiveram o menor erro de
assimilacao. Para estes experimentos aqui apresentados, constata-se a eficiencia da
assimimilacao de dados por meio de redes neurais artificiais tanto na qualidade da
assimilac¢@o quanto no tempo necessario para o calculo da estimativa (ver Tabela 6.7).
Estes resultados sao animadores e estimulam o estudo dessa metodologia como um

possivel método operacional para assimilagao de dados.

O erro de assimilagao é calculado para cada varidvel do modelo de acordo com a

Ttinal p
= [ [l

em que: Q@ € [0,L,] x [0,L,]. Os sobrescritos est e verd significam estimado e

equacao a seguir:

verdade, respectivamente.

De acordo com a Tabela 6.7, para o experimento A, a RNA é aproximadamente 30
vezes mais rapida que o método usual do Filtro de Kalman e para o experimento B

a RNA é aproximadamente 16 vezes mais rapida computacionalmente.

As Figuras 6.18 e 6.19 exibem a evolugao temporal do ponto (x,y) parax =y =7

99



Tabela 6.5 - Resultados do erro de assimilagao para FK e o PMC para o experimento A
do modelo 2D.

varidvel RNA-PMC FK

u 0,0199  0,0296
v 0,7794  0,8554
q 0,1460  0,5969

Tabela 6.6 - Resultados do erro de assimilagao para FK e o PMC para o experimento B
do modelo 2D.

varidvel RNA-PMC FK

U 0,0211 0,0290
v 0,8441 0,8515
q 0,1971 0,8951

Tabela 6.7 - Custo computacional para FK e o PMC.

FK RNA-PMC

experimentol 42 min 1,39 min
experimento2 1 he 19 min 5,00 min

para o experimento A e B, respectivamente. A curva azul representa a referéncia
de verdade, a curva vermelha o estimado pelo Filtro de Kalman e a curva verde é
a estimativa obtida por meio da RNA. Por meio dos gréficos, é possivel ver que a
estimativa obtida com a RNA (curva verde) acompanha a verdade (curva azul) de
modo mais suave. A estimativa obtida com o Filtro de Kalman tem um comporta-
mento mais oscilatério com relacao a wverdade, pois este método tende a seguir as

observagoes.

As Figuras 6.20 e 6.21 mostram a projecao em trés dimensoes da varidavel ¢, para
os passos de tempo 60 e 100, respectivamente. Essa estimativa foi realizada com a
RNA.

Houve uma evolugao significativa no emprego da metodologia de assimilacao de
dados por meio de redes neurais artificiais. O desenvolvimento no algoritmo consiste

em determinar a anélise em cada ponto de grade (HARTER, 2004; HARTER; CAMPOS
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Figura 6.18 - Evolugao temporal dos pontos u(7,7), v(7,7) e q(7,7) experimento A.
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Figura 6.19 - Evolucao temporal dos pontos u(7,7), v(7,7) e ¢(7,7) experimento B.
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Figura 6.20 - Projecao da variavel ¢ em trés dimensoes no passo de tempo 60.

ANN estimated

40

Figura 6.21 - Projecao da variavel ¢ em trés dimensoes no passo de tempo 100.

VELHO, 2012). No trabalho pioneiro de Nowosad (2001), a anélise era determinada
sobre todo o dominio. O ganho com a diminui¢ao do espago de busca foi um resultado
significativo da pesquisa de Harter (2004), pois em problemas de minimizacao de
gradiente em aplicagoes de grande dimensao, diminuir o espaco de busca pode ser o

fator a tornar a bordagem operacionalmente viavel.

O método do Filtro de Kalman e as RNA para o modelo de uma dimensao e o modelo
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de agua rasa 2D foram implementadas em matlab. Os programas foram executados
em um processador Intel(R) core(TM) i5-2310 CPUQ 2.9 GHz com 8 GB de memoéria
RAM. A rede neural artificial por meio de um Perceptron de Multiplas Camadas
(PMC) apresentou um menor erro de assimilagdo em todos os casos aqui avaliados.
Mesmo considerando o tempo de treinamento mais o tempo de generalizacao da
rede a técnica de RNA é computacionalmente mais rapido que o método do Filtro

de Kalman.
6.2 Redes neurais emulando o Método do Representante

O método do Representante é uma abordagem da técnica variacional usada em mode-
los de circulagao oceanica (CHUA; BENNETT, 2001; KALNAY, 2003). Essa metodologia
foi apresentada no Capitulo 4. A comparacao do método de redes neurais artificiais
com o método do Representante ¢ um resultado significativo para a validacao da
ferramenta de RNA no contexto de assimilagao de dados, pois é uma metodologia

voltada para aplicacao em circulagao oceanica.

A ferramenta de Redes Neurais Artificiais teve um bom desempenho comparado
com o Método Variacional, Filtro de Kalman e Filtro de Particulas (FURTADO et
al., 2008; FURTADO et al., 2011; FURTADO et al., 2011). Essa metodologia foi aplicada
no sistema de Lorenz, que possui caracteristicas semelhantes ao comportamento da
atmosfera (LORENZ, 1963; LORENZ, 1965). Nesta segao, apresenta-se o resultado do
método do Representante comparado com a RNA aplicado a equacao da onda 1D e

no modelo de dgua rasa em duas dimensoes.
6.2.1 Equacao da onda 1D

A equacao da onda apresentada nesta secao foi integrada com o método FTCS
(Forward-Time Central-Space). A condi¢ao inicial e a condi¢do de contorno sao
periddicas. Os dados foram assimilados a cada 10 passos de tempo em 4 pontos da
grade espacial. Os dados observados usados no processo de assimilagao sao dados
sintéticos. Cada dado observado foi gerado a partir da integracao do modelo mais
um ruido adicionado com variancia 0, 04. A referéncia de verdade neste experimento

¢ a curva obtida a partir integracao do modelo sem ruido.

A arquitetura da RNA implementada para este experimento foi com uma camada
oculta composta por trés neuronios, duas entradas e um neuréonio na camada de

saida, de acordo com a Figura 6.7. O algoritmo de treinamento utilizado foi o de
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retropropagacgao do erro (HAYKIN, 2004) descrito na Se¢ao 5.4. A fungao de ativagao
usada neste experimento foi a tangente hiperbdlica, a taxa de aprendizagem n = 0, 7.
A constante de momento o« = 0. A comparagao dessas duas metodologias constam
em Furtado et al. (2012).

A Figura 6.22 mostra a assimilagao realizada com o método Representante (lado es-
querdo) e a assimilag¢ao com a RNA (lado da direito) para o tempo ¢ = 10. A condicao
inicial usada para a integragao do modelo foi uma fung¢ao seno. A Figura 6.23 mostra
a comparacao entre as duas metodologias. Pode-se observar que no ponto x = 12 a
estimativa obtida por meio da RNA teve uma melhor aproximacao com a verdade

que o método do Representante.

O experimento realizado com o método do representante aplicado no modelo de uma
dimensao foi feito para que houvesse um entendimento da metodologia e avaliar se a
RNA teria a capacidade de emular essa ferramenta. Tendo em vista que os resultados
foram positivos o passo seguinte foi explorar essa abordagem em um modelo de duas

dimensoes que sera exposto na Subsecao 6.2.2 a seguir.

tempo = 10
T

tempo = 10
T

15

eta(x,t)

Figura 6.22 - (lado esquerdo) Assimilagao com o Representante; (lado direito) Assimilagao
com a RNA. Curva azul: verdade; curva vermelha: estimado com o represen-
tante; curva verde: estimado com a RNA.
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tempo = 10

T
= = =verdade
representer
RNA

eta(x,t)

Figura 6.23 - Comparagao entre o método Representer e a RNA. Curva azul: verdade;
curva vermelha: estimado com o representer; curva verde: estimado com a

RNA.

6.2.2 Modelo de agua rasa 2D

Nesta secao, apresenta-se os resultados para o método do Representante, descrito
no Capitulo 4, e para a RNA, descrito no Capitulo 5, emulando essa metodologia.
Essas técnicas sao testadas no modelo de dgua rasa em duas dimensoes descrito na
Secao 2.2 do Capitulo 2. Ressalta-se que emular o método do Representante significa
que a rede neural tem como saida desejada para o treinamento a estimativa obtida

com essa metodologia.

Retomemos a formulagao variacional para o problema de assimilacao de dados, em

que as equacoes do modelo sao dadas por:

ou Jq u
ov Jq
el e =F v 4
at+fu+gay+rvv v+ f (6.4b)
dq ou Ov
H =4+ == = F a 4
8t+ (ax—l-ay)—{—rqq g+ f (6.4c)
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Com condicoes iniciais:

w(z,y,0) =1"(x,y) +i*(z,y) (6.5a)
v(z,y,0) = I(x,y) + i"(z,y) (6.5b)
q(z,y,0) = I(z,y) + (2, y) (6.5¢)

com condigoes de contorno periddicas, dadas a seguir:

u(zr £ X,y,t) = u(z,y,t) (6.6a)
vzt X,y,t) =v(x,y,t) (6.6b)
gz £ X, y,t) =q(x,y,t) (6.6¢)

e com condigoes de contorno rigida dadas por:

o(,t) (6.7)

O dado observado para a variavel ¢ do modelo é representado por:
dm = Q<$m7ym7tm> + €m, 1<m<M (68)

em que €, ¢ o ruido da observacao e M ¢é a quantidade de dados observados. O
problema de assimilacao para este problema consiste em determinar os seguintes

parametros:

e a forcante: f*, fUe f4

e a condicao inicial: i"(x,y), i’(z,y) e i*(x,y)

e a condigao de contorno: by(z,t) e by(z,1t)
Neste caso, a RNA deve emular o método do respresentante para estimar estes trés
parametros. Para o modelo de dgua rasa em duas dimensoes estima-se a condicao

inicial, a condicao de contorno e a forcante. A estimativa desses parametros com o

método do Representante foi feita com o software IOM - Inverse Ocean Modeling
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(BENNETT, 2002; BENNETT et al., 2008) que encontra-se disponivel na homepage

http://iom.asu.edu.

O algoritmo do representante descrito na Se¢ao 4.3 para minimizacao do funcional

4.53 é iterativo. O IOM minimiza o funcional de penalidade ou funcao custo por um

ajuste de minimos quadrados ponderados (BENNETT et al., 2008).

O modelo de dgua rasa em duas dimensoes representado pelas Equacoes 6.4 possui

trés variaveis de estado, as componentes de velocidade do fluido (u,v) e ¢ a per-

turbagao de superficie livre (elevacao da superficie). O processo de assimilagao para

esse modelo considerou-se trés nicleos (ker) de observagoes:

1) perturbac¢do em um ponto espago-tempo em x = 550000, y = 550000, z =

0, t = 1350, em que a distancia é dada em metros e o tempo em segundos.

2) uma média das perturbagdes em dois pontos espago-tempo, isto é

kers = 0,5(q1 + q2)

(6.9)

em que ¢; esta definido nas coordenadas x = 600000, y = 600000, z =

0, t = 1350 e g2 em = = 600000, y = 700000, z = 0, ¢ = 1350.

3) uma integral de velocidade tangencial ao longo de um segmento de reta com

45° N, em um tempo aproximado numericamente pela regra de Simpson e

quatro pontos de acordo com:

kers = 0,5(u; + v1) + (ug + v2) + (uz + v3) + 0, 5(uy + vy)

(6.10)

em que os subescritos da Item 6.10 correspondem aos valores dados na

Tabela 6.8.

Tabela 6.8 - Valores das coordenadas para a observagao 3.

subescritos T Y z t
1 500000 500000 0 1800
2 600000 600000 O 1800
3 700000 700000 O 1800
4 800000 800000 0 1800

108



A Figura 6.24 ilustra a grade utilizada neste experimento. A dimensao da grade é
20 x 11 com Az = Ay = 10°. A observagao estd definida na coordenada (6,6) para
todas as variaveis do modelo, os demais pontos verdes definidos na grade sao os
pontos que tiveram influéncia da observacao. A assimilacao de dados é realizada nos
passos de tempo 10 e 11. O ponto verde representa a influéncia observagao no passo
de tempo 10 e o circulo vermelho representa a influéncia da observagao no passo de

tempo 11.

Figura 6.24 - Observagoes interpoladas no ponto de grade do modelo para u,v e g; ponto
verde: observacao no tempo 10; circulo vermelho: observacao no tempo 11.

Um dos objetivos deste trabalho é avaliar a capacidade da RNA emular o método do
representante. Para isto, adotou-se a seguinte estratégia. Realizou-se a assimilagao
de dados com o método do representante em 20 “janelas” para compor o conjunto

de treinamento.
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Figura 6.25 - Janelas de integracao do modelo de dgua rasa 2D. Os pontos verdes indicam
o ponto da observacao para a variavel u e v.

O que denominou-se de “janela” corresponde a integrar o modelo em 40 passos de
tempo, com grade 20 x 11. Para a primeira “janela”, as variaveis u,v e q tiveram
valor inicial igual a zero. A “janela” subsequente iniciou a integragdo com o campo
do ultimo passo de tempo obtido da “janela” anterior. O processo se repete para
as demais “janelas” para todos os parametros (u,v,q, f,b), conforme ilustrado nas
Figuras 6.25 e 6.26. Esta abordagem foi feita para se obter o conjunto de padroes
para o treinamento da rede neural artificial. A diferenga entre as Figuras 6.25 e 6.26
estd na quantidade de observagoes assimiladas. Na primeira, usou-se 8 e na segunda
6 observacoes. Para compor o conjunto de treinamento, pegou-se apenas os dados

do tempo nk = 39.

A quantidade de dados que compoem os conjunto dos dados de treinamento para a

estimacao de cada parametro estd definido na Tabela 6.9 a seguir:

Tabela 6.9 - Numero de dados que formam os conjuntos de treinamento.

parametros dados de entrada saida desejada
c.i.p/uew 180 x 2 180 x 1
c.i.p/uew 180 x 2 160 x 1
Forcante 180 x 2 160 x 1
condicao de contorno 20 x 21 20 x 20
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Figura 6.26 - Janelas de integracao do modelo de dgua rasa 2D. Os pontos verdes indicam
o ponto da observacao para a variavel q.

O conjunto de dados de treinamento para as respectivas redes constam na

Tabela 6.10. A saida desejada corresponde a estimativa obtida com o método do

Representante.
Tabela 6.10 - Conjuntos de treinamento.
Rede dado de entrada saida desejada
Condigao inicial modelo e observagao 1", 7Y el
Forgante modelo e observagao fu fre fe

Condigao de contorno cond. cont. do modelo e observagao by e by

Para a estimagao das condigbes iniciais (Equagao 6.5), forcantes (Equacao 6.4) e
condicao de contorno (Equagao 6.8) foram implementadas redes PMC (Perceptron
de Multiplas Camadas) para cada parametro de acordo com as Tabelas 6.11, 6.12
e 6.13. Em que: nco é o nimero de neuronios na camada oculta, n é a taxa de

aprendizagem e a é o valor da tangente hiperbdlica.

Para testar a capacidade de generalizacao da rede, integrou-se o modelo em mais
uma janela conforme ilustrado na Figura 6.27. Na generalizagao, utilizam-se dados
que nao fizeram parte do conjunto de treinamento. O tempo ¢ = 1 para a janela 21

tem como condigao inicial o campo do tempo t = 40 da janela 20. As observagoes
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Tabela 6.11 - Parametros da rede PMC para a estimacao da condicao inicial.

variavel nco n a
u 45 0,01 1
v 40 0,01 1
q 40 0,01 1

Tabela 6.12 - Parametros da rede PMC para a estimacao da forcante.

variavel nco n a
u 35 0,006 1
v 35 0,003 1
q 35 0,006 1

Tabela 6.13 - Parametros da rede PMC para a estimacao da condicao de contorno.

variavel nco n a
bo 40 0,007 1
by 40 0,001 1

foram inseridas nos tempos t = 10 a t = 39.

Figura 6.27 - Generalizagao da RNA; janela 21

A Figura 6.28 mostra o resultado para a variavel u (vento zonal em m/s) para o
passo de tempo t = 10. A curva azul é a referéncia de verdade e a curva verde é o
estimado com a RNA. Na Figura 6.29, tem-se a estimativa obtida com o método do

Representante.
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No grafico da Figura 6.28, pode-se verificar que na regiao marcada em vermelho a
rede nao conseguiu acompanhar a dinamica da verdade, no restante do dominio a
rede obteve uma estimativa proxima da verdade. A estimativa obtida com o Repre-
sentante, representada pela curva vermelha na Figura 6.29, acompanha em todo o
dominio a dinamica da verdade, sendo que, é dificil diferenciar as duas dinamicas.

Isso é confirmado no grafico das diferencas mostrado na Figura 6.30. O erro para a

rede é da ordem de 1072 e para o método do representante é da ordem de 10~7.
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Figura 6.28 - Varidvel u (vento zonal em m/s); estimativa obtida com a RNA (curva
verde); verdade (curva azul).

A Figura 6.31 apresenta as estimativas obtidas pela RNA (gréfico a esquerda) e por
meio do método do Representante (grafico a direita). Neste caso, a rede obteve uma
boa estimativa acompanhando a dinamica do modelo verdade por todo o dominio. A
ordem do erro da estimativa para a rede é de 10~ e para o método do representante
é da ordem de 107 (veja Figura 6.32).

A Figura 6.33 apresenta o resultado da estimativa obtida com a RNA para a variavel
q. O grafico a direita da Figura 6.33 ressalta com um circulo vermelho a regiao do
dominio em que a houve uma divisao de um estrutura em duas partes. Nesta regiao, a

estimativa obtida por meio da RNA (curva verde) desacoplou da dinamica do modelo
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Figura 6.29 - Variavel u (vento zonal em m/s); estimativa obtida com o método do Rep-
resentante (curva vermelha); verdade (curva azul).

Figura 6.30 - Graficos das diferengas para a varidvel u e ¢ = 10. lado esquerdo: rede x
modelo (verdade); lado direito: representante x modelo (verdade).
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Figura 6.31 - Varidvel v (m/s) no tempo t = 10; lado direito: RNA x verdade; lado es-
querdo: Representante x verdade.
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Figura 6.32 - Graficos das diferencas para a varidvel v e t = 10. lado esquerdo: rede x
modelo (verdade); lado direito: representante x modelo (verdade).
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(verdade) (curva azul). A Figura 6.34 mostra o resultado da estimativa obtida com
o método do representante. O gréfico da diferenca para os dois métodos é mostrado

na Figura 6.35.
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Figura 6.33 - Varidvel ¢ (m) no tempo t = 10; estimativa obtida com a RNA; curva azul:
modelo (verdade); curva verde: estimado.

A Figura 6.36 mostra os resultados com o método do Representante (grafico a direita)
e RNA (grafico a esquerda) para a varidvel u no tempo ¢ = 20. Neste instante de
tempo, percebe-se o desacoplamento da estimativa obtida com a rede com relacao a
verdade. Pode-se verificar que no gréafico a direita da Figura 6.38, a regiao estimada

com o representante é muito proxima da verdade.

O grafico da diferenca é mostrado na Figura 6.37, a esquerda é a diferenca entre a

rede e o modelo (verdade) e a direita a difereca entre o Representante e o modelo
(verdade).

A Figura 6.38 mostra a estimativa obtida com a rede neural artificial para a varidvel
v no tempo ¢t = 20. Pode-se verificar que no grafico a direita da Figura 6.38 a regiao
circulada em vermelho ressalta uma estrutura identificada pela RNA que nao existe.
No entanto, no restante do dominio a rede fez uma boa estimativa que conseguiu

acompanhar a dinamica do modelo (verdade).

116



Elevacao a partir da superficie do mar
Trajetoria Modelo e Representer (t=10)
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Figura 6.34 - Varidvel ¢ (m) no tempo ¢ = 10; estimativa obtida com o representante;
curva azul: modelo (verdade); curva vermelha: estimado

Figura 6.35 - Graficos das diferengas para a varidavel ¢ e t = 10. lado esquerdo: rede x
modelo (verdade); lado direito: representante x modelo (verdade).

Na Figura 6.39, tem-se a estimativa obtida com o método do Representante. As-
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Figura 6.36 - Varidvel u (vento zonal em m/s) no tempo t = 20; lado direito: RNA x
verdade; lado esquerdo: Representante x verdade.

Figura 6.37 - Graficos das diferencas para a varidavel u em ¢t = 20; lado esquerdo: rede x
modelo (verdade); lado direito: representante x modelo (verdade).
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Figura 6.38 - Varidavel v no tempo t = 20; estimativa obtida com a RNA; curva azul:
modelo (verdade); curva verde: estimado.

sim como para a variavel u, esse método obteve uma estimativa muito proxima da
dinamica do modelo (verdade) para a variavel v. Visualmente nao possivel diferenciar
a dinamica da estimativa obtida com o método do representante com a dinamica do
modelo. Quantitativamente, pode-se verificar a diferenca na Figura 6.40 no grafico
a direita tem-se a diferenca absoluta entre os campos da estimativa com o modelo
(verdade). O erro para a estimativa obtida com a rede neural é da ordem de 107% e

para a estimativa obtida com o Representante é da ordem de 1078,

As estimativas obtidas para a varidvel ¢ do modelo de dgua rasa sdo mostradas nas
Figuras 6.41 e 6.42 para o tempo t = 20. Na Figura 6.41, a curva verde representa o
estimado pela RNA e a curva azul é a referéncia de verdade (modelo). Neste instante
de tempo, percebe-se que a andlise com redes neurais inseriu uma estrutura (desta-
cada pelo circulo vermelho no gréfico a direita) que nao corresponde a dindmica do
modelo. O erro de assimilagao para rede neural para esta variavel é da ordem de
1073, como pode ser visto na Figura 6.43 no grafico a esquerda. A estimativa obtida

com o método do Representante possui erro da ordem de 107°.

A rede neural ao emular o método do Representante para o modelo 2D nao re-

produziu o mesmo desempenho como apresentado no modelo 1D. Mais estudos sao
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Figura 6.39 - Varidvel v no tempo t = 20; estimativa obtida com o método do represen-
tante; curva azul: modelo (verdade); curva vermelha: estimado.
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Figura 6.40 - Graficos das diferencas para a varidavel v em t = 20; estimativa obtida com
a RNA; curva azul: verdade; curva verde: estimado.
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Figura 6.41 - Varidvel ¢ no tempo ¢t = 20; estimativa obtida com a RNA; curva azul:
modelo (verdade); curva verde: estimado.

necessarios. Entretanto, a primeira estratégia a ser investigada é aumentar o con-
junto de dados para o treinamento da rede, pois com maiores informagoes sobre a
dinamica do modelo, a rede terd capacidade de seguir a dinamica do modelo por
todo o dominio e em qualquer instante de tempo. Outra alternativa, é alterar a zona
de influéncia da observacao aquela adotada pelo método do Representante, ilustrada

pela Figura Figura 6.24.
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Figura 6.42 - Varidvel ¢ no tempo ¢ = 20; estimativa obtida com o método do represen-

tante; curva azul: modelo (verdade); curva vermelha: estimado.
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Figura 6.43 - Gréficos das diferencas para a variavel g em ¢t = 20; lado esquerdo: rede x
modelo (verdade); lado direito: representante x modelo (verdade).
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7 CONCLUSAO

Assimilagao de dados é um processo essencial em todos os sistemas operacionais de
previsao. A necessidade foi primeiramente notada em previsao numérica do tempo,
pois foram os meteorologistas os primeiros a utilizar um modelo computacional para
realizar previsao. A assimilacao constitui-se no emprego de uma técnica para calcular
a patir de medidas observacionais de um sistema real a melhor condigao inicial para
um modelo de previsao, ou seja, o calculo da melhor analise. Com a quantidade
crescente da resolucao dos modelos numéricos e com o crescimento exponencial dos
dados de observagao, a assimilacao de dados tornou-se um grande desafio cientifico,

pois deve-se aliar precisao com rapidez na computacao da condigao inicial.

Dados provenientes dos modelos numéricos em um futuro proximo estarao na ordem
de 107, enquanto os dados observados estardao na ordem de pelo menos 107, mas
tendem a superar em muito o nimero de dados de pontos de grade. Para um cenério
de uma quantidade crescente de pontos de grade e observagoes, uma questao impor-
tante é: como produzir uma boa analise na janela de tempo disponivel na pratica

operacional?

Neste trabalho, avaliou-se o desempenho de alguns métodos de assimilacao de dados:
filtro de Kalman, método variacional na formulacao do representante e a técnica de
Redes Neurais Artificiais (RNA) — Perceptron de Multiplas Camadas (PMC). Os
métodos foram testados em um modelo de onda linear 1D e um modelo de agua
rasa 2D. O Capitulo 6 mostra que a metodologia de RNA poder ser uma alternativa
viavel para o calculo da analise, satisfazendo uma precisao aceitavel, isto é, nao
compromete a qualidade da previsao, e o célculo ¢é realizado em um intervalo de

tempo bastante inferior aos de outros métodos.

A Tabela 7.1 reproduz os tempos utilizados para o cdlculo da assimilacao com difer-
entes técnicas. Nota-se que a assimilagdo com redes neurais é quase 16 vezes mais
rapida do que o filtro de Kalman (com 100 observagoes), enquanto que, a RNA é

113 vezes mais rapida do que o método do representante.

De acordo com Lorenc (1986), sob certas condigoes, ha uma equivaléncia entre o
filtro de Kalman e o método 4D-Var. Todavia, a formulacao variacional demanda
um trabalho adicional na deducao da equacao adjunta, por exemplo. Ha alguns

modelos em que sequer se sabe se é possivel deduzir a equacao de Euler-Lagrange
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Tabela 7.1 - Tempo de CPU para diferentes técnicas de assimilacao com diferentes modelos
de previsao, para varios experimentos numéricos.

Modelo FK Rep  RNA-PMC-FK RNA-PMC-Rep

Onda 1D: 10 passos tempo 29,61 s - 12,48 s -

Onda 1D: 20 passos tempo 44,56 s - 19,561 s -

Agua rasa 2D: 25 Obs 42 min - 1,39 min -

Agua rasa 2D: 100 Obs 79 min - 5,00 min -

Agua rasa 2D: 3 Obs - 4 min - 0 min 2 s
associada.

A versao do método variacional proposta por Bennett e colaboradores é ainda mais
sofisticada, pois é necessario a derivacao do adjunto do representante, isto é, sao

necessarios célculos adicionais (ver Equagoes 4.59, 4.62).

Contudo, mesmos nas versoes mais sofisticadas do filtro de Kalman e no método
variacional, ha uma questao em aberto: o calculo da matriz de co-variancia do
erro de modelagem. As metodologias propostas para enderecar esta questao sao:
filtro de Kalman adaptativo (JAZWINSKI, 1970; DEE et al., 1985; NOWOSAD et al.,
2000), equagao de Fokker-Planck (BELYAEV; TANAJURA, 2005) e filtro de Kalman
por ensemble (EVENSEN, 1994; KALNAY, 2003). H4 propostas hibridas, combinando

o EnKF com o método variacional.

Uma estratégia que vem sendo investigada é a aplicagao do filtro de particulas (GOR-
DON et al., 1993; CHORIN; KRAUSE, 2004). Embora, esta técnica nao suponha hipdte-
ses de gaussinidade do filtro de Kalman, e nem de linearidade (algumas vezes empre-
gadas tanto para o filtro de Kalman, quanto para o método variacional), esta técnica
é a de maior custo computacional. Além disso, a funcao de verossimilhanca desem-
penha um papel expressivo no filtro de particulas. Para garantir que o resultado do
filtro de de particulas possa representar distribuicoes vinculadas ao teorema central
do limite na sua forma padrao (PAPOULIS, 1984), bem como o teorema central do
limite na versao de Levy-Genedenko, recentemente foi introduzida um novo filtro
de particulas adaptativo (FURTADO; Campos Velho, 2011). Na formulagao de Gordon
et al. (1993) do filtro de particulas, Furtado et al. (2008) mostraram que as RNAs

podem também emular o filtro de particula.
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Os trabalhos anteriores em assimilacao com redes neurais foram aplicados em mod-
elos de baixa dimensao (Lorenz - (NOWOSAD et al., 2000; NOWOSAD, 2001; HARTER,
2004; FURTADO et al., 2008; CINTRA et al., 2010); dindmica solar (HARTER et al., 2008)
ou modelos vinculados a dinamica da atmosfera (DYNAMO, dgua rasa 1D (HARTER;
CAMPOS VELHO, 2012) e modelo SPEEDY 3D (CINTRA, 2010).

Nesta tese, aplicam-se redes neurais para emular métodos de assimilagao empregados
em modelos mais préximos a dinamica de circulagao oceanica. Os resultados foram

muitos animadores, apresentando uma drastica redugao no custo computacional.

Como trabalhos futuros, sugere-se realizar o treinamento das redes neurais com um
conjunto que contenha maior nimero de dados observados e dados do modelo fisico-
matematico. Provavelmente, os resultados obtidos com as redes poderao ser mais
préximos dos resultados obtidos com o método do representante (ver Segao 6.2).
A aplicacao da metodologia de redes auto-cofiguraveis foi efetiva para o modelo
de onda 1D (SAMBATTI et al., 2012). Deve-se investigar se a estratégia permanece
valida para o modelo de agua rasa 2D empregado nesta tese. Outra linha de pesquisa
interessante, é a aplicacao de redes neurais nao supervisionadas, em que nao sera

necessario o processamento de outro método de assimilacao de dados.

Finalmente, um tema importante ¢ o uso de computacao hibrida, onde parte do
processamento é executada em hardware. As redes neurais podem ser implemen-
tadas em FPGA (Field-programmable gate array). Assim, a FPGA configurada para
atuar como uma rede neural, o processo de assimilacao de dados ¢ realizado por um
neuro-computador. Os resultados de Shiguemori (2007) e Gomes (2012) mostram a
viabilidade deste recurso, que aumentaria ainda mais a eficiencia computacional da

técnica de redes neurais.
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APENDICE A - DERIVANDO A EQUACAO DE EULER LAGRANGE
Considere o problema avancado dado pela EDO a seguir:

dn_

=1 <t<A4 Al
dt 0sts (A1)

com condigao inicial 7(0) = 0 e um dado de observagao n(1) = 3. Para a formulagao

do problema de estimacao, a equagao de evolugao é redefinida como:

% L+ f(t) 0<t<4 n(0) =i (A-2)

n(l) = 3+¢ (A.3)

onde f(t), i e € sao residuais na dindmica, condigao inicial e observagao, respectiva-
mente. A hipdtese de nulidade, consiste da seguinte definicao em torno da média e

covariancia dos residuais, dados por:
(f(t)) = (i) = {&) =0 (A.4a)

(f@)f(s)) = Vit —s); (id) =Vi; (ee) = Ve (A.4b)
(fi) = (fe) = (ie) = 0 (A.4c)

em que () indica o valor esperado e §(t — s) é a funcao delta de Dirac. As variancias
(Vy, Vi, V) sdo assumidas serem conhecidas e constantes. O objetivo é minimizar os

erros existentes no modelo e na observacao, ou seja,

f(t) = % —1le (A.5a)
e=n(l)—-3 (A.5b)

Essa reducao é feita por um ajuste ponderado de minimos quadrados, isto é:

J = J[n(t)] = Wf/o dt {% - 1} S W w{n) =32 (A6)

A minimizacao do funcional A.6 é feita por meio do cdlculo das variagoes. Deseja-se
determinar 7(t) tal forma que o funcional J seja minimo, isto é: §J = 0 = V.J = 0.

Expandindo-se o funcional J em torno do ponto extremo local 7(t), obtém-se:
i+ on) = J[] + O(on)* (A7)
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Pode-se perceber que W; = 0, pois o funcional precisa ser minimizado. Deste modo,

~

J[i] = Wf/O dt { (Z-’Z) . 2‘;—2 + 1} +w{i(1) — 67(1) + 9} (A.8)

A

Analogamente,
T di\>  [(don\® _dpdsn _dn  don
N+ on| = dt < | — — 2—— —2— — — +1
T+ on Wf/o {(dt) +<dt) T aw A ar
+w{*(1) +0n*(1) +2(1)dn(1) - 67(1) — 6dn(1) +9} (A.9)
A primeira variagao para o funcional J pode ser descrita como:
0J = Jn+on| — Jn (A.10)

Assim, substituindo as equagoes A.8 e A.9 em A.10, obtém-se a primeira variagao

para J dada por:

T don\® _dpdon _don
_ aon Rl il 27(1)6n(1) — 65n(1)} (A.11
5J Wf/o dt{(dt> +t2 o (T wi2n(l)on(l) —6on(1)} (A.11)

Desprezando os termos de segunda ordem, tem-se:

r dn do do X
5. = Wf/o dt {zd—?d—: - 2d—z7} +w{27(1)dn(1) — 66n(1)} + O(6n)?  (A.12)

O funcional A.12 pode ser escrito como:
T dn don R 2
0J =Wy dt pri 1 2% + w{(n(1) — 3)(20n(1))} + O(dn) (A.13)
0
Define-se o residual ponderado A(t) por:

A(t) = W, {% - 1} (A.14)

Substituindo a equacao A.14 em A.13 tem-se:

5. = /0 dEA(t) {2%"} +wf{[i(1) — 3](260(1))} + O(6n)? (A.15)
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Por simplicidade, defini-se W; = w = 1. Integrando por partes a equagao A.15,

/0 ) {2?} dt = \(T)200(T) — M0)267(0) — /0 ' %%ndt (A.16)

Substituindo A.16 em A.15, tem-se:

/ —2577dt +A(T)260(T) — A(0)20m(0) + {(7(1) — 3)(2n(1)} + O(on)?

Empregando-se a propriedade funcao delta de Dirac:

/ {1(1) = 3)28m)5(t — 1)}ydt = {[(1) — 3209(1)} (A18)

Substituindo A.18 em A.17, tem-se:

57 = / mj (1) — 8)5(t - 1>} %n}dt+A<T>25n(T>—A<0>26n<0> (A19)

Portanto, D
= =~ (1) =36t — 1) (A.20)

Com o residual definido anteriormente:

— = At)+1 A.21

definem as equagoes de Euler Lagrange.
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APENDICE B - Estrutura de chamada dos programas do software IOM
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ANEXO A - Publicagoes
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PUBLICACOES TECNICO-CIENTIFICAS EDITADAS PELO INPE

Teses e Dissertagoes (TDI)

Teses e Dissertacoes apresentadas nos
Cursos de Poés-Graduagao do INPE.

Notas Técnico-Cientificas (NTC)

Incluem resultados preliminares de
pesquisa, descricao de equipamentos,
descricao e ou documentacao de progra-
mas de computador, descricao de sis-
temas e experimentos, apresentacao de
testes, dados, atlas, e documentagao de
projetos de engenharia.

Propostas e Relatorios de Projetos
(PRP)

Sao propostas de projetos técnico-
cientificos e relatérios de acompan-
hamento de projetos, atividades e con-
Vvenios.

Publicagoes Seriadas

Sao os seriados técnico-cientificos: bo-
letins, periddicos, anuarios e anais de
eventos (simpdsios e congressos). Con-
stam destas publicacoes o Internacional
Standard Serial Number (ISSN), que é
um c6digo tnico e definitivo para iden-
tificagao de titulos de seriados.

Pré-publicacoes (PRE)

Todos os artigos publicados em periodi-
cos, anais e como capitulos de livros.

Manuais Técnicos (MAN)

Sao publicagoes de carater técnico que
incluem normas, procedimentos,
strucoes e orientagoes.

n-

Relatérios de Pesquisa (RPQ)

Reportam resultados ou progressos de
pesquisas tanto de natureza técnica
quanto cientifica, cujo nivel seja com-
pativel com o de uma publicacao em
periddico nacional ou internacional.

Publicagoes Didaticas (PUD)

Incluem apostilas, notas de aula e man-
uais didaticos.

Programas de Computador (PDC)

Sao a seqiiéncia de instrugoes ou codi-
gos, expressos em uma linguagem de
programacao compilada ou interpre-
tada, a ser executada por um computa-
dor para alcancar um determinado obje-
tivo. Aceitam-se tanto programas fonte
quanto os executaveis.



	CAPA
	VERSO
	FOLHA DE ROSTO
	FICHA CATALOGRÁFICA
	FOLHA DE APROVAÇÃO
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE FIGURAS
	LISTA DE TABELAS
	LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS
	LISTA DE SÍMBOLOS
	SUMÁRIO
	1 INTRODUÇÃO
	2 MODELOS PARA TESTES DE MÉTODOS DE ASSIMILAÇÃO DE DADOS
	2.1 Equação da onda linear
	2.1.1 Dados
	2.1.2 Descrição dos resíduos para a onda linear

	2.2 Modelo de água rasa linear 2D
	2.2.1 Discretização para o modelo de água rasa 2D


	3 ESTIMAÇÃO POR MÍNIMOS QUADRADOS E FILTRO DE KALMAN
	3.1 Mínimos quadrados
	3.2 Mínimos quadrados ponderados
	3.2.1 A escolha dos pesos

	3.3 Mínimos quadrados recursivos
	3.4 Filtro de Kalman

	4 MÉTODO VARIACIONAL: TÉCNICA DO REPRESENTANTE
	4.1 Método variacional: equação da onda 1D
	4.1.1 Funcional de Penalidade
	4.1.2 Equação de Euler-Lagrange
	4.1.3 Método Representante
	4.1.4 Determinando o coeficiente do representante
	4.1.5 Determinando uma solução explícita para a solução ótima

	4.2 Método variacional: equação de água rasa 2D
	4.2.1 As equações de Euler-Lagrange
	4.2.2 Equações adjunta e representante

	4.3 Implementação do método representante
	4.3.1 Pacote de software IOM


	5 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS
	5.1 Neurônio Biológico
	5.2 Neurônio Artificial
	5.2.1 Funções de ativação

	5.3 Funcionamento das Redes Neurais
	5.3.1 Regras de Aprendizagem

	5.4 Algoritmo ``Backpropagation'' ou de Retropagação
	5.5 Perceptron de Múltiplas Camadas
	5.6 Rede neural artificial auto-configurável

	6 ASSIMILAÇÃO DE DADOS COM REDES NEURAIS
	6.1 Redes neurais emulando o Filtro de Kalman
	6.1.1 Equação da onda 1D
	6.1.2 Modelo de água rasa linear 2D

	6.2 Redes neurais emulando o Método do Representante
	6.2.1 Equação da onda 1D
	6.2.2 Modelo de água rasa 2D


	7 CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	A APÊNDICE A - DERIVANDO A EQUAÇÃO DE EULER LAGRANGE
	B APÊNDICE B - Estrutura de chamada dos programas do software IOM
	A ANEXO A - Publicações

