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A transformada wavelet biortogonal e as bases wavelet são uma poderosa ferramenta para análise de dados
multiescala, que tem vastas aplicações na f́ısica, matemática, computação e tecnologias. A teoria wavelet é cons-
trúıda, não apenas com o uso de uma nova e brilhante ideia, mas pela sinergia de conceitos e necessidades que já
existiam a algum tempo em diferentes áreas do conhecimento cient́ıfico. Dessa forma, neste artigo, apresenta-se
conceitos e exemplos de técnicas wavelets biortogonais que podem ser de grande interesse para vários tipos de
estudos da comunidade f́ısica brasileira, servindo igualmente a outras áreas correlatas. Este texto destina-se,
em especial, a pesquisadores, professores e estudantes de pós-graduação, com possibilidades de atender, ainda,
estudantes do último ano de graduação.
Palavras-chave: wavelet, ondinhas, ondeletas,ondaletas, ôndulas, ond́ıculas, análise de multirresolução.

The biorthogonal wavelet transform and wavelet bases are a powerful tool for multiscale data analysis, which
has many applications in physics, mathematics, and computing technologies. The wavelet theory is constructed
not only with the use of a new idea, but with the synergy of concepts and needs in different areas of scientific
knowledge. Therefore, this work presents introductory concepts and examples of biorthogonal wavelets techni-
ques that can be of great interest for various types of studies of Brazilian physics community, serving also to
other related areas. This text is written, in particular, to researchers, teachers, graduate students and last years
under graduate students.
Keywords: wavelets, multiresolution analysis.

1. Introdução

Aplicações da teoria wavelet, t́ıpicas na f́ısica, são, em
geral, aquelas relacionadas à turbulência em fluidos e
em plasma, a termodinâmica, a f́ısica do estado sólido
e atômica, a astrof́ısica, a geof́ısica espacial e a f́ısica
da atmosfera. Os primeiros trabalhos de formalização
dessa teoria foram realizados na década de 80, inici-
ando com os trabalhos de J. Morlet e seus colaborado-
res A. Grossmann e P. Goupillaud [18, 19, 29] seguidos
pelos trabalhos de Y. Meyer, I. Daubechies e S. Mal-
lat [5,24,27]. Um excelente histórico e śıntese da siner-
gia envolvida nos desenvolvimentos que culminaram no
nascimento da teoria conhecida hoje como teoria wave-
let encontra-se em [20,21].

Na evolução dessa teoria, um advento

histórico foi a criação de funções wavelet biortogonais
com caracteŕısticas espećıficas e pré-estabelecidas de in-
teresse em aplicações como a teoria de sinais, análise
de imagens e resolução numérica de equações diferen-
ciais [1, 7, 9, 10, 14, 26, 30, 34]. As wavelets biortogonais
possuem propriedades de localização e cancelamento lo-
cal de polinômios, fornecendo um método efetivo para
a compressão de dados e estudos da regularização lo-
cal [2, 6, 8, 10]. Tornando-se, assim uma ferramenta
apropriada nas representações de funções, ou sinais, em
vários ńıveis de resolução ou frequência [25], permitindo
seu estudo local e individualizado.

O objetivo deste artigo consiste em apresentar
os conceitos de análise multirresolução biortogonal e al-
gumas propriedades fundamentais de uma forma mais
atual para pesquisadores e professores, estudantes de

1E-mail: margarete.oliveira.domingues@gmail.com.
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pós-graduação, e mesmo de graduação, interessados em
tirar um maior proveito de tal tipo de ferramenta. Na
Seção 2 e Seção 3 apresentam-se respectivamente a de-
finição de análise de multirresolução e a análise de mul-
tirresolução biortogonal. Na Seção 3.1, a transformada
wavelet. Na Seção 3.2, um exemplo de uma análise
multirresolução. Na Seção 4, são apresentadas outras
wavelets biortogonais. E na Seção 5, as considerações
finais.

2. Análise de multirresolução

Nesta seção define-se o conceito de análise de multir-
resolução baseado em uma sequência de sub–espaços
lineares encaixados e suas funções base conhecidas
como funções escala. Posteriormente, caracterizam-
se espaços complementares a esses espaços encaixados.
Nesses novos espaços, as funções base são denominadas
funções wavelets.

Por definição, uma análise de multirresolução
(MR), do espaço L2(R), é uma sequência de sub–
espaços lineares V j de L2(R), gerada por uma função ϕ,
conhecida como função escala.2 A MR {V j , ϕ} satisfaz
as seguintes condições:

1. · · · ⊂ V −2 ⊂ V −1 ⊂ V 0 ⊂ V 1 ⊂ V 2 ⊂ · · · ,
∩j∈ZV

j = {0}, L2(R) = ∪j∈ZV
j ,

2. f(x) ∈ V j ⇔ f(2x) ∈ V j+1;

3. f(x) ∈ V 0 ⇔ f(x− k) ∈ V 0, ∀k ∈ Z;

4. ϕ(x− k)k∈Z, é uma base Riesz de V 0, ou seja,
satisfaz a desigualdade

A
∑
k

|ck|2 ≤∥
∑
k

ckϕ(x− k) ∥2≤ B
∑
k

|ck|2,

em que 0 < A,B <∞, para todo (ck)k∈Z ∈ ℓ2.

Como consequência dessas propriedades, tem–
se os seguintes resultados:

1. Existe uma sequência h ∈ ℓ2 que satisfaz a relação
de escala

ϕ(x) = 2
∑
k∈Z

h(k)ϕ(2x− k), (1)

em que h(k) são os coeficientes do filtro escala.

2. Para cada inteiro j, a famı́lia

ϕjk(x) = 2j/2ϕ(2jx− k), k ∈ Z, (2)

forma uma base de Riesz de V j . Ou seja, qual-
quer função deste espaço pode ser representada
por essa famı́lia.

Considerando dois espaços encaixados V j ⊂
V j+1, define-se os espaçosW j = V j+1∩V j que contêm
a diferença de informação entre o ńıvel de resolução j
e o ńıvel mais refinado j+1, ou seja, os detalhes entre
um ńıvel e o seguinte. Essa caracterização é de grande
importância na teoria wavelet.

3. MR biortogonal

A partir do conceito de MR constrói-se uma MR bior-
togonal, designada MRb, que consiste de pares {V j , ϕ}
e {V ∗ j , ϕ∗} de MR satisfazendo a relação de biortogo-
nalidade

⟨ϕ(y − k), ϕ∗(y − ℓ)⟩ :=
∫
ϕ(x− k) ϕ∗(x− ℓ) dx = δk,ℓ. (3)

Esses pares estão relacionados por

L2(R) = V 0 + V ∗0⊥,

em que V ∗0⊥ indica o espaço das funções perpendicu-
lares a V ∗0.

Analogamente, para um ȷ fixo, as famı́lias
{ϕȷk} e {ϕ∗ ȷ

k } também são biortogonais,

⟨ϕȷk, ϕ
∗ ȷ
ℓ ⟩ = 2ȷ

∫
ϕ(2ȷ x− k) ϕ∗(2ȷ x− ℓ) dx = δk,ℓ. (4)

Neste caso, são válidas as somas diretas
V j+1 = V j + W j e V ∗ j+1 = V ∗ j + W ∗ j em que

W ȷ=V j+1 ∩ V ∗ j⊥ e W ∗ ȷ=V ∗ j+1 ∩ V j⊥ .

Definindo as funções ψ e ψ∗ como

ψ(x) = 2
∑
k∈Z

g(k)ϕ(2x− k), (5a)

ψ∗(x) = 2
∑
k∈Z

g∗(k)ϕ∗(2x− k), (5b)

em que usualmente escolhe-se

g(k) = (−1)k+1h∗(−k + 1), g∗(k) = (−1)k+1h(−k + 1).

Prova–se que as famı́lias

ψȷ
k(x) = 2j/2ψ(2jx− k), (6a)

ψ∗ ȷ
k (x) = 2j/2ψ∗(2jx− k), (6b)

são bases de Riesz de W j e W ∗ j .

Essas famı́lias de funções satisfazem as
condições de biortogonalidade

⟨ϕȷk, ψ
∗ ȷ
ℓ ⟩ = 0, (7a)

⟨ϕ∗ ȷ
k , ψȷ

ℓ⟩ = 0, (7b)

⟨ψ∗ ȷ
k , ψm

ℓ ⟩ = δȷ,mδk,ℓ. (7c)

2Para a devida clareza junto ao leitor iniciante, os Apêndices apresentam conceitos e esclarecimentos matemáticos.
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Em consequência dessa construção, uma MRb
é uma ferramenta muito útil para o estudo de funções
f ∈ L2(R), pois há duas formas de representá-las nos
espaços da MR. A primeira, utiliza expansões em ter-
mos de funções escala, e a outra expansões em termos
de wavelets. Funções podem ser aproximadas pelas suas
projeções em V j ,

Pjf(x) =
∑
k

cjk ϕ
j
k(x),

em que cjk = ⟨f, ϕ∗ j
k ⟩ são os coeficientes escala. As

projeções em W j ,

Qjf(x) =
∑
k

djk ψ
j
k(x),

em que os coeficientes wavelet djk = ⟨f, ψ∗ j
k ⟩ e Qjf(x)

contêm a diferença de informação entre os ńıveis j e
j+1, i.e.,

Qjf(x) = [Pj+1 − Pj ]f(x),

caracterizando esquemas de aproximação no espaço das
funções wavelet. Em multińıvel para j0 < j, tem–se:

Pj+1f(x) = [Pj0 +Qj0 + · · ·+Qj ] f(x), (8)

que está associado à decomposição

V j+1 = V j0 +W j0 + · · ·+W j .

que corresponde à seguinte fórmula

∑
k

cj+1
k ϕj+1

k (x) =
∑
k

cj0k ϕ
j0
k (x) +

j∑
m=j0

∑
k

dmk ψ
m
k (x), (9)

e à mudança de base

{ϕj+1
k } ↔ {ϕj0k } ∪ {ψj0

k } · · · ∪ {ψj
k}.

Essa representação em multińıvel permite a
construção da transformada wavelet discreta e sua in-
versa conforme apresentado a seguir.

3.1. Transformada wavelet

Para efetuar a transformada wavelet discreta
DWT =DWT

j+1
j0

e sua inversa IDWT =IDWT
j+1
j0

, i.e.,

{c j+1}
DWT

�
IDWT

{c j0 , dj0 , · · · , dj}

calculam-se os coeficientes cjk e djk obtidos dos coeficien-

tes cj+1
k por meio de algumas manipulações das relações

de escala de ϕ∗ e ψ∗, de tal forma que:

cjk =
√
2
∑
m

h∗(m− 2k)cj+1
m (10)

e

djk =
√
2
∑
m

g∗(m− 2k)cj+1
m . (11)

Esses algoritmos de análise ou decomposição,
da transformada, e de śıntese ou reconstrução, da trans-
formada inversa, são conhecidos como algoritmos Mal-
lat [24]. Ao final do processo de decomposição, o ar-
mazenamento dos coeficientes wavelet e escala é feito
no mesmo vetor de dados inicial e, dessa forma, não há
necessidade de área f́ısica extra de armazenamento.

A seguir apresenta-se um exemplo canônico de
MRb utilizando as funções de Haar e também como sua
respectiva transformada wavelet pode ser obtida.

3.2. Exemplo - MRb Haar

Em 1910, Haar [12] mostrou que certas funções podem
ser transladadas e dilatadas de modo a criar uma base
que gera o espaço L2(IR). Com o desenvolvimento da
teoria de MR verificou-se que o sistema de Haar é um
caso particular de uma MRb .

Nesta seção, apresenta-se essa MRb em que
considera-se ϕ = ϕ∗ e ψ = ψ∗, com a função de Haar
ϕ(x) definida por

ϕ(x) =

{
1, se 0 < x < 1,
0, caso contrário.

Em multińıvel, as funções ϕjk, também são chamadas
de funções de Haar.

Como ilustração, considere a Fig. 1 em que
a primeira coluna contém uma função de Haar básica
de V 0, a segunda coluna uma única função de Haar
cujo comprimento é metade da função de V 0, e sua
translação, sendo ambas funções de V 1. A terceira co-
luna contém quatro translações da função de Haar de
comprimento igual a 1/4. Enquanto a quarta coluna
apresenta oito translações de uma função de Haar de
comprimento 1/8.

A soma de duas funções de Haar de compri-
mento 1/2 produz a função escala de Haar de compri-
mento 1, ou seja,

ϕ(x) = ϕ(2x) + ϕ(2x− 1),

e a função wavelet de Haar,

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1).

Para obter os coeficientes cjk e djk, resolve-se o sistema
ϕjk(x) = 1√

2

(
ϕj+1
2k (x) + ϕj+1

2k+1(x)
)

ψj
k(x) = 1√

2

(
ϕj+1
2k (x)− ϕj+1

2k+1(x)
)
,

(12)
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Figura 1 - Funções de escala de Haar que geram os espaços V j=0,1,2,3 .

em que se obtêm

ϕj+1
2k (x) =

√
2

2

(
ϕjk(x) + ψj

k(x)
)
, (13)

ϕj+1
2k+1(x) =

√
2

2

(
ϕjk(x)− ψj

k(x)
)
. (14)

Nas Figs. 2, 3 e 4 são apresentadas as funções
escala de Haar e a decomposição wavelet de V 3, V 2,
V 1. Continuando a decomposição do espaço gerado pe-
las funções escala até o espaço V 0, obtem-se a decom-

posição completa de V 3 (Fig. 5). Considerando que f̃
é um elemento de V 3 segue que

f̃(x) =
∑
k

c3k ϕ
3
k(x), (15)

em que cj=3
k é um número real. Separando os ı́ndices

pares dos ı́mpares e usando a Eq. (14) obtém–se que

f̃(x) =
∑
k

(
c2k ϕ

2
k(x) + d2k ψ

2
k(x)

)
, (16)
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Figura 2 - Decomposição wavelet de V 3 = V 2 +W 2.
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Figura 3 - Funções de escala de Haar e decomposição wavelet de V 2 = V 1 +W 1.

Figura 4 - Decomposição wavelet de V 1 = V 0 +W 0.

em que

c2k =

√
2

2

(
c32k + c32k+1

)
,

d2k =

√
2

2

(
c32k − c32k+1

)
,

(17)

ou seja, f̃ é um elemento de V 2 +W 2.

De modo geral, dado f̃ ∈ V j+1, as trans-
formações de análise e śıntese fornecem um algoritmo
para se mudar do espaço V j+1 para o espaço V j ∪W j

e vice-versa, ou seja,

Análise: {cj+1} → {cj ∪ dj}

cjk =

√
2

2

(
cj+1
2k + cj+1

2k+1

)
djk =

√
2

2

(
cj+1
2k − cj+1

2k+1

) (18)

Śıntese: {cj ∪ dj} → {cj+1}

cj+1
2k =

√
2

2

(
cjk + djk

)
cj+1
2k+1 =

√
2

2

(
cjk − djk

)
.

(19)
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Figura 5 - Decomposição wavelet completa de V 3 = V 0 +W 0 +W 1 +W 2.

Considera-se agora um exemplo de uma
operação de análise em 5 ńıveis de decomposição para
a função f(x) =

sin(x)

2
+


3− x

2
, x ∈ [2, 4),

0, caso contrário,
(20)
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Figura 6 - Exemplo uma de função (a), e sua decomposição Pj+1f(x) = Pjf(x) +Qjf(x), para j = 4, · · · , 0, em (b).

apresentada na Fig. 6. Na primeira coluna dessa figura
são plotadas as aproximações de f̃ em V 4, V 3, V 2, V 1

e V 0, na segunda coluna os detalhes de uma resolução a
outra, ou seja, os detalhes emW 4, W 3, W 2, W 1 eW 0.
Pode ser observado o efeito dos filtros passa-baixa e dos
detalhes de mais alta frequência sendo gradativamente
extráıdos do representação inicial da função.

3.3. Propriedades de uma MRb

Nesta seção são apresentadas algumas das principais
propriedades de uma MRb que contribúıram bastante
para seu sucesso em diferentes áreas. Entre elas, as
propriedades de aproximação multi-escala local, análise
tempo-frequência e de regularização local.

Momentos nulos e suavidade: A ordem de precisão
de esquemas de aproximação é usualmente definida pela
capacidade que esses esquemas possuem de reprodu-
zir polinômios. No caso espećıfico de aproximações em
termos das transladadas de uma função básica numa
malha regular, isto é caracterizado pela condição de
Strang-Fix [15].3 Em uma MRb as funções escala ϕ
e suas duais ϕ∗ satisfazem a condição de Strang–Fix
(CSF) por construção.

Uma importante caracteŕıstica dos coeficien-
tes wavelet djk = ⟨f, ψ∗ j

k ⟩ é que a sua ordem de gran-
deza está associada à suavidade da função f , no suporte
de ψ∗ j

k , e ao número de momentos nulos da função
ψ∗. Portanto, os coeficientes wavelet podem ser usa-
dos como indicadores locais de regularidade das funções

3Ver Apendice 5 para mais detalhes sobre a CSF, suavidade e momentos nulos.
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analisadas, pois tipicamente são pequenos em regiões de
suavidade e maiores em regiões com singularidade. Por
essa razão, expansões em wavelets possuem a vantagem
de poderem ser mais econômicas para uma classe bem
ampla de funções. Assim, a amplitude dos coeficientes
wavelet é uma medida da regularidade local da função
analisada. Por exemplo, seja a função suave por partes,
como ilustrado na Fig. 7. Como pode ser visto na re-
presentação no plano posição × escala (x×j), a maioria
dos seus coeficientes wavelet são despreźıveis e podem
ser desconsiderados. Esse é o prinćıpio básico de muitas
aplicações de wavelets.

Pode–se verificar que o grau de suavidade de
uma função escala está diretamente relacionado com a
ordem da sua CSF, ou seja, a suavidade de ϕ, e con-
sequentemente de ψ, aumenta com a ordem da CSF p.
Logo, quanto mais suave for a ψ, maior será o número
de momentos nulos de ψ∗. Neste paradigma de mo-
mentos nulos/suavidade das funções wavelet, a inter-
pretação das seguintes formas de representação pode
ser diferente:

f =
∑
j,k

⟨f, ψ∗ j
k ⟩ ψj

k (21a)

=
∑
j,k

⟨f, ψj
k⟩ ψ

∗ j
k . (21b)

Supondo que ψ∗ possui mais momentos nulos que ψ,
então, ψ é muito mais suave que ψ∗. Logo, a primeira
forma (21a) é muito mais indicada do que a segunda
(21b), do ponto de vista de compressão de dados. Essa
compressão é realizada por meio da reconstrução dos
dados apenas com os coeficientes djk maiores que um
certo valor de corte escolhido. Para exemplificar isso, a
seguir são apresentados os resultados da compressão de
uma imagem do canal infra-vermelho termal do satélite

METEOSAT (Fig. 8a). Consideram–se essas duas for-
mas de representação no caso bidimensional, que é des-
crito em detalhes em [8]. Neste exemplo, utilizam–se
as representações associadas a (ψ∗, ψ) e (ψ,ψ∗) das
Eqs. (21a) e (21b), com apenas os coeficientes wavelets
significativos de módulo maior que 100. Para (ψ∗, ψ)
apenas 8% dos coeficientes wavelet foram significativos.

Dupla localização: As wavelets biortogonais possuem
duas caracteŕısticas fundamentais: a localização f́ısica
e a localização em frequência.

Figura 7 - Exemplo da localização dos coeficientes wavelets signi-
ficativos. (a) uma função não periódica com uma descontinuidade
e uma variação abrupta; (b) posição de seus coeficientes wavelets

significativos |djk| > 10−2 no plano x× j.

Figura 8 - Imagem de satélite METEOSAT no canal infravermelho termal, original e reconstrúıda com 8% e 11% dos coeficientes
wavelets, para o mesmo MSE de 4, 8. Essas reconstruções correspondem a (ψ∗, ψ) e (ψ,ψ∗), com ordens da condição de Strang–Fix
CSF p∗ = 4 e p = 0, i.e., 5 momentos nulos para ψ∗ e 1 para ψ. para ψ.
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A função escala ϕ(x) concentra-se em um in-
tervalo finito, com comprimento ∆x. Desta forma, à
medida que j aumenta, ϕ(2jx − k) fica localizada em
intervalos de comprimento cada vez menores, de escala
∆jx = O(2−j). Os ı́ndices k indicam a translação k2−j

efetuada. Assim, em cada ńıvel de escala j, todas as
funções escala possuem a mesma forma, só mudando a
posição em que estão localizadas, que diferem por um
múltiplo inteiro da escala. Este comportamento é si-
milar para as wavelets, garantindo assim a localização
f́ısica.

Tendo em vista as propriedades de dupla loca-
lização das wavelets, tanto no domı́nio temporal quanto
no domı́nio das frequências, percebe-se que os coeficien-
tes wavelet djk são uma medida do conteúdo frequencial
de f associado às frequências ξ ∈ Ωj que ocorrem no
suporte de ψj

k(t). Neste sentido, a transformada wave-
let é do tipo local em tempo-frequência, com resoluções
temporal e frequencial inversamente proporcionais

∆jx×∆jξ = constante.

Essa expressão está relacionada com um teorema de
Fourier, e na f́ısica é conhecida no contexto do Prinćıpio
de Incerteza de Heissenberg. Uma boa discussão desse
assunto é apresentada em [21,23, cap. 12 e 13].

4. Wavelets biortogonais e teoria de fil-
tros

No domı́nio da frequência, a relação de escala é expressa
como

ϕ̂(ξ) = H(ξ/2)ϕ̂(ξ/2), (22)

em que H(ξ) =
∑

k∈Z h(k)e
−ikξ é um filtro do tipo

passa–baixa, i.e., H(0) = 1 e H(π) = 0, associado a ϕ
(Fig. 9). Em consequência dessa construção das funções
escala em termos de um filtro passa– baixa H(ξ), a

transformada de Fourier ϕ̂(ξ) está localizada simetrica-
mente em uma região centrada em torno de ξ = 0.

Desta forma, em operações de convolução,
ϕ̂(ξ) pode ser interpretada como um filtro passa-baixa,
que privilegia as baixas frequências. Fazendo uma
mudança de escala, resulta que ϕ̂(2−jξ) também é
um filtro passa–baixa, centrado em torno de ξ = 0,
com largura de banda proporcional a 2j . O caso
das funções wavelets é diferente. O filtro wavelet
G(ξ) =

∑
k∈Z g(k)e

−ikξ é do tipo passa-banda, i.e.,
G(0) = 0 e G(π) = 1 (conforme Fig. 9).

Figura 9 - Exemplo de filtros biortogonais passa-baixa H(ξ) e
passa-banda G(ξ).

Portanto, ψ̂(ξ) também é uma função
simétrica, mas que se anula em ξ = 0. Para ξ > 0,
concentra-se em uma região Ω de comprimento ∆ξ.
Desta forma, em operações de convolução, ψ̂(ξ) pode
ser interpretada como um filtro passa-banda, que privi-
legia as frequências |ξ| ∈ Ω. Fazendo uma mudança de

escala, resulta que ψ̂(2−jξ) também é um filtro passa–
banda, com localização em uma região Ωj , com largura
de banda ∆jξ, proporcional a 2j .

Outros exemplos referente a MRb são as
funções wavelet biortogonais splines em que as funções
wavelet ψ∗ são funções splines4. As conhecidas famı́lias
wavelet ortogonais de Daubechies são casos particula-
res dessas famı́lias biortogonais splines em que ϕ = ϕ∗

e ψ = ψ∗. Numa visão mais atual, as wavelets biorto-
gonais splines e as wavelets ortogonais de Daubechies
estão associadas a pares de filtros biortogonais H e H∗,
tal que

PM (ξ) = H(ξ)H∗(ξ) (23)

satisfaça a relação

PM (ξ) + PM (ξ + π) = 1, (24)

em que PM são filtros interpolantes de Lagrange asso-
ciados a esquemas de interpolação. Para cada inteiro
par M = 2K, o filtro interpolante PM é definido por

PM (ξ) =

(
cos

ξ

2

)M K−1∑
m=0

(
K − 1 +m

m

)
(sin ξ/2)2m, (25)

para K ≥ 1, e possui as seguintes propriedades:

1. simetria em torno de ξ = 0, i.e., PM (ξ) =
PM (−ξ).

2. positividade, PM (ξ) ≥ 0, para −π ≤ ξ ≤ π, e
PM (ξ) = 0 se e somente se ξ = ±π. Além disso,
para ξ̄ = 0, e ξ̄ = ±π,

dk PM

dξk
(ξ̄) = 0, 1 ≤ k ≤M − 1.

Filtros que satisfazem as propriedades acima
são conhecidos na teoria de banco de filtros como linear-
phase halfband maxflat filters [6]. Os exemplos de fil-
tros biortogonais H e H∗ apresentados neste trabalho
são obtidos por fatorizações do filtro PM . Por isso esse
filtro possui um papel importante na teoria wavelet.

4Ver propriedades dessas funções splines no Apêndice 6.
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As wavelets splines biortogonais são cons-
trúıdas em [6]. Para cada 1 ≤ N∗ < M , seja N , de
mesma paridade de N∗, tal que M = N + N∗. Seja
H∗ = HN∗ o filtro definido por

H∗(ξ) = e−ikξ/2(cos
ξ

2
)N

∗
,

e seja H = HN,N∗ o filtro definido por

H(ξ) = e−ik ξ
2

(
cos

ξ

2

)N K−1∑
m=0

(
K − 1 +m

m

)
(sin ξ/2)2m,

em que k=0, se N∗ for par e k=1, se N∗ for ı́mpar.

Na Fig. 10 estão os gráficos dos filtros biorto-
gonais H,H∗, G,G∗ para (N,N∗) = (1, 5) e na Fig. 11
estão apresentadas suas respectivas funções escala e wa-
velets.

Figura 10 - Filtros biortogonais splines.

Figura 11 - Funções escalas e wavelets biortogonais splines.

Para a construção das funções wavelets orto-
gonais de Daubechies utiliza-se outra fatoração do filtro
PM considerando H = H∗. Isso dá origem aos filtros
ortogonais de Daubechies H = HK(ξ),M =2K, de tal
forma que

PM (ξ) = |HK(ξ)|2.

Os coeficientes h(k) desse filtro são nulos para k < 0
e para k ≥M .

As respectivas funções escala ϕ = ϕK possuem
suporte [0,M−1] e definem uma famı́lia ortogonal em
que ϕ∗ = ϕ e ψ∗ = ψ. Essas funções escala não apresen-
tam qualquer tipo de simetria, exceto quandoK = 1 em
que tem-se a wavelet de Haar. Isto pode ser verificado
no exemplo das função escala e wavelet de Daubechies,
para K = 2, apresentadas na Fig. 12 juntamente com
suas transformadas de Fourier e para K=4, na Fig. 13.
Observa-se também que a medida que K aumenta a
suavidade dessa funções também aumentam.

Figura 12 - Exemplo de uma função escala e wavelet ortogonais de
Daubechies K = 2 e seus respectivas transformadas de Fourier.
Observa-se que, neste caso, o suporte de ϕ(x) é o intervalo [0, 3]
e ψ(x) se anula fora de [−1, 2] e estas funções não são simétricas.

Figura 13 - Funções ortogonais escala e wavelet de Daubechies
para K = 4.



3701-12 Domingues e Kaibara

5. Considerações finais

Em suma, a transformada wavelet revela qual parte do
dado ou da função analisada transporta energia e em
quais frequências, como também permite avaliar a regu-
laridade local desse dado ou função. Essa frase traduz
talvez quase todo o esṕırito, do ponto de vista f́ısico,
dessa ferramenta.

Existem muitas outras famı́lias de wavelet,
como, por exemplo, a wavelet de Morlet, de Maar,
de Meyer, constrúıdas e aplicadas em vários problemas
f́ısicos [7,9,14,17,19], as wavelet packets [25], e as dual-
tree wavelets [22]. Contudo, na maioria das aplicações,
as funções wavelet utilizadas têm sido as famı́lias de
Morlet e as biortogonais de Daubechies. Há muitos pro-
gramas e informações sobre wavelets dispońıveis gratui-
tamente, como apresentado na Tabela 1.

Existe um esforço necessário inicial por parte
dos interessados para a utilização do formalismo das
transformadas wavelet. Entretanto, isso é realmente
compensado por ser esta uma ferramenta muito útil
na análise de dados e de equações diferenciais, cons-
tituindo um cenário encorajador, senão muitas vezes,
indispensável, para as atividades de ensino e pesquisa.

Tabela 1 - Alguns endereços eletrônicos relevantes em wavelet.

Informações
www.wavelet.org

www.wavelet.ens.fr

www.sbmac.org.br/comAnalise5.php

www.lac.inpe.br/wwlet

dmsun4.bath.ac.uk/resource/warehouse.htm

www.unistuttgart.de/iag/

www.cosy.sbg.ac.at/~uhl/wav.html

norum.homeunix.net/~carl/wavelet/

ftp.nosc.mil/pub/Shensa/Signal_process/

Softwares
www.amara.com/current/wavesoft.html

www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html

www-dsp.rice.edu/software/rwt.shtml

www-stat.stanford.edu/~wavelab/

www.stats.bris.ac.uk/~wavethresh/software

paos.colorado.edu/research/wavelets/software.html
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Apêndice

Conceitos matemáticos

Algumas das propriedades matemáticas e definições
de interesse na MR, muito esclarecedores principal-
mente para professores são apresentadas nesta seção
[2, 3, 11,13].

Espaços L2 e ℓ2

As funções que pertencem ao espaço L2 obedecem a
seguinte condição[∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx

] 1
2

< ∞. (26)

O espaço ℓ2 consiste de todas as sequências
de números complexos cuja soma dos módulos ao qua-
drado é finita.

Uma famı́lia {ϕn} de vetores em uma base
do espaço de L2 é um frame se existe duas constantes
A > 0 e B > 0 tais que, para qualquer f em L2,

A||f ||2 ≤
∑
n∈Γ

| < f, ϕn > |2 ≤ B||f ||2

Se A = B, o frame é chamado de frame seguro. Uma
base Riesz é um frame cujos vetores são linearmente
independentes.

Ortogonalidade e biortogonalidade

Se uma função f(t) ∈ L2 é expandida em termos de
um certo conjunto ortonormal {ϕk(t)}k∈Z , pode-se es-
crever:

f(t) =

∞∑
k=−∞

ck ϕk(t). (27)

Uma vez que se conhece uma função f(t) para todo
domı́nio, os coeficientes podem ser obtidos pelo pro-
duto interno da função com as bases, i.e.:

⟨f, ϕk⟩ =

∫ ∞

−∞
f(t)ϕk(t) dt

=

∫ ∞

−∞

∞∑
l=∞

clϕl(t)ϕk(t) dt

=
∞∑

l=∞

cl δl,k = ck. (28)

Em certas aplicações, no entanto, as funções
bases ortonormais podem carecer de algumas propri-
edades desejáveis do processamento de sinais. Nessas

www.wavelet.org
www.wavelet.ens.fr
www.sbmac.org.br/comAnalise5.php
www.lac.inpe.br/wwlet
dmsun4.bath.ac.uk/resource/warehouse.htm
www.unistuttgart.de/iag/
www.cosy.sbg.ac.at/~uhl/wav.html
norum.homeunix.net/~carl/wavelet/
ftp.nosc.mil/pub/Shensa/Signal_process/
www.amara.com/current/wavesoft.html
www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html
www-dsp.rice.edu/software/rwt.shtml
www-stat.stanford.edu/~wavelab/
www.stats.bris.ac.uk/~wavethresh/software
paos.colorado.edu/research/wavelets/software.html
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oportunidades, representações biortogonais tornam-se
uma eficiente alternativa para superar algumas das li-
mitações de ortogonalidades e fornecer uma boa apro-
ximação para uma dada função. Seja assim {ϕk(t)}k∈Z

um conjunto de funções bases biortogonais. Existindo
um outro conjunto de funções bases {ϕ̃k(t)}k∈Z ∈ L2,
tal que:

⟨ϕk, ϕ̃l⟩ =
∫ ∞

−∞
ϕk(t) ϕ̃l(t) dt = δk,l, (29)

o conjunto {ϕ̃k(t)}k∈Z é chamado bases duais de
{ϕk(t)}k∈Z . A linha sobre a função significa o seu com-
plexo conjugado.

Dessa forma, pode-se expandir uma função
g(t) em termos da base biortogonal:

g(t) =
∞∑
k=0

dk ϕk(t), (30)

e obter os coeficientes por meio de:

dn = ⟨g, ϕ̃n⟩

=

∫ ∞

−∞
g(t) ϕ̃n(t) dt. (31)

Por outro lado, a função g(t) pode ser expandida em
termos da base dual:

g(t) =

∞∑
k=0

d̃k ϕ̃k(t), (32)

e obter os coeficientes duais d̃k por meio de:

dl = ⟨g, ϕl⟩

=

∫ ∞

−∞
g(t)ϕl(t) dt. (33)

Diferentemente das bases ortogonais, que pertencem ao
mesmo espaço, em uma base biortogonal as bases duais
não tem de estar no espaço original. Quando acontece
das bases biortogonais e sua dual estarem no mesmo
espaço.

Suporte compacto

Se a função f é não zero com suporte compacto, então
sua Transformada de Fourier não pode ser zero em todo
o intervalo. Isso implica que se a sua transformada
de Fourier possui suporte compacto, então a função f
não pode ser zero em todos os intervalos temporais.
Se as restrições de Heisenberg são verificadas, é im-
posśıvel existir uma função do L2 que possua suporte
compacto nos domı́nios de tempo e frequência (Fourier).
Isso significa que não existe uma análise frequencial ins-
tantânea para sinais de energia finita.

Condição de Strang–Fix

Seja p um inteiro não negativo. Uma função f satisfaz
a condição de Strang-Fix de ordem p se f̂(0) ̸= 0 e f̂(ζ)
tem zeros de ordem p+ 1 em todos os pontos ζ = 2πk,
0 ̸= k ∈ Z .

No caso da MRb, seja p a ordem da condição
de Strang–Fix CSF satisfeita por ϕ, i.e., todo polinômio
de grau menor ou igual a p pode ser representado exa-
tamente por ϕ(x) e suas transladadas ϕ(x−k). Pode–se
verificar que p+1 é exatamente a multiplicidade do zero
do filtro H(ξ) em ξ = π. Essa propriedade garante a
ordem de aproximação

||f − Pj f ||L2 = O(2−j(p+1)).

O mesmo é válido para as duais ϕ∗. Se p∗ é a ordem
da CSF das ϕ∗, a multiplicidade do zero em H∗(ξ) em
ξ = π é p∗ + 1.

Por outro lado, como G(ξ) = e−iξH∗(ξ + π),
a multiplicidade do zero do filtro G(ξ), em ξ = 0, é igual
a p∗+1. Analogamente, como G∗(ξ) = e−iξH(ξ + π), a
multiplicidade do zero do filtro G∗(ξ), em ξ = 0, é igual
a p + 1. Pode–se verificar que o número de momentos
nulos de uma função wavelet é igual a multiplicidade
do zero do filtro G(ξ) em ξ = 0. Portanto,∫

xℓ ψ(x) dx = 0, ℓ = 0, . . . , p∗, (34)

que está relacionado com

dℓψ̂(ξ)

dξℓ
|ξ=0= 0, ℓ = 0, · · · , p∗. (35)

Analogamente, para as wavelet duais ψ∗, tem–se que:∫
xℓ ψ∗(x) dx = 0, ℓ = 0, . . . , p, (36)

que está relacionado com

dℓψ̂∗(ξ)

dξℓ
|ξ=0= 0, ℓ = 0, · · · , p. (37)

Funções splines

As funções B-splines Bℓ(x) de ordem ℓ, em que x ∈ IR,
são constrúıdas a partir da seguinte convolução:

Bℓ(x) = (B0 ∗ Bℓ−1)(x), ℓ ≥ 1,

em que B0(x) é a função caracteŕıstica no intervalo
[0, 1], i.e.,

B0(x) =

{
1 para x ∈ [0, 1),
0 caso contrário.

Para calcular as funções B-splines de ordem
superior, utiliza–se a seguinte fórmula:

Bℓ(x) =
1

ℓ!

ℓ+1∑
k=0

(−1)k
(
ℓ+ 1
k

)
(max(0, s(x)))

ℓ
.
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O primeiro termo entre parênteses da equação

anterior representa uma binomial(
p
q

)
=

p!

(q − p)! q!
,

e s(x) é expresso da forma a seguir

s(x) =

 x+ ℓ
2 − k, se ℓ for par,

x+ ℓ+1
2 − k, se ℓ for ı́mpar.

O suporte das Bℓ(x) é

supp Bℓ =


[
− ℓ

2 ,
ℓ
2 + 1

]
, se ℓ for par[

− ℓ+1
2 , ℓ+1

2

]
, se ℓ for ı́mpar

Essas funções são sempre positivas no interior desse su-

porte e elas são simétricas em torno do ponto zero se ℓ

for ı́mpar e do ponto 1/2 se ℓ for par. A função Bk
1 é a

conhecida função chapéu, i.e.,

B1(x) =

 x+ 1 −1 ≤ x < 0,
x− 1 0 ≤ x < 1,
0 caso contrário.

Exemplos de funções Bℓ(x), para ℓ = 0, · · · , 3, são

apresentados na Fig. 14, em que é posśıvel verificar as

propriedades de suporte compacto, positividade e sime-

tria.

A transformada de Fourier das funções Bℓ(x)

também possui uma fórmula expĺıcita, que é expressa

por,

B̂ℓ(ξ) =


(
senξ/2
ξ/2

)ℓ

, se ℓ é par,

e−iξ/2
(
senξ/2
ξ/2

)ℓ

, se ℓ é ı́mpar.

Figura 14 - Funções B-splines Bℓ(x) de ordem ℓ=0, 1, · · · , 3.

Isto facilita a construção do filtro escala,
H∗

N∗,N , das funções biortogonais splines.

Caracteŕısticas das wavelets

Um maior detalhamentos das caracteŕısticas das

funções wavelet biortogonais splines e ortogonais e Dau-

bechies estão apresentadas a seguir.

Biortogonais splines

O filtro H∗ é associado à função B-spline ϕ∗ = BN∗ ,

de ordem N∗−1. Neste caso, a MR {ϕ∗, V ∗ j} está

associada aos espaços das funções em que a derivada

de ordem N∗−2 é cont́ınua, e polinomial por partes de

grau N∗−1. Por outro lado, o filtro HN,N∗ define uma

função escala ϕ = ϕN,N∗ de tal forma que {ϕ, V j} e

{ϕ∗, V ∗ j} definem uma MRb. Da mesma forma que

ϕ∗, ϕ é simétrica em torno de x = 0 se N for par,

e simétrica em torno de x = 1/2 se N for ı́mpar. O

suporte da função escala ϕ é [−N,N+1].

A ordem dos zeros dos filtros H e H∗ em π são

N e N∗. Então, CSF para a função escala ϕ = ϕN,N∗ é

da ordem de N−1 e a CSF de sua dual é da ordem de

N∗−1. Logo, a wavelet ψ tem N∗−1 momentos nulos,

enquanto sua dual ψ∗ possui N−1.

Os coeficientes dos filtros h∗ e h, são números

racionais cujos denominadores são potências de 2. Esta

propriedade reduz erros na implementação numérica de

algoritmos que utilizam esses valores. Além disso, são

simétricos em torno de k = 1/2, se N for ı́mpar, ou

em torno de k = 0 se N for par. Na Tabela 2 são

apresentados os coeficientes h(k) e h∗(k) associados a

(N,N∗) = (1, 5), e (2, 4), os valores não inclúıdos, não

nulos, são obtidos por simetria.

Tabela 2 - Coeficientes hk e h∗k, para k ≥ 0. Coeficientes hk e
h∗k, para k ≥ 0.

N = 1 N∗ = 5 N = 2 N∗ = 4
k 256h(k) 256h∗(k) 256h∗(k) 128h∗(k)
-4 3 3
-3 -3 -6
-2 -22 -16
-1 22 64 38
0 128 128 128 90

Ortogonais de Daubechies

Como a ordem dos zeros dos filtrosHK em π éK, então,
a CSF para a função escala ϕ é da ordem de K − 1 e
a wavelet ψ tem K − 1 momentos nulos. A Tabela 3
contém esses coeficientes para K = 2 e 4.
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Tabela 3 - Valores não nulos do coeficientes escala ortogonais de
Daubechies h(k).

Ordem K
k 2 4
0 0.341506350946110 0.162901714025649
1 0.591506350946109 0.505472857545914
2 0.158493649053890 0.446100069123380
3 -0.091506350946101 -0.019787513117822
4 -0.132253583684520
5 0.021808150237089
6 0.023251800535491
7 -0.007493494665181

Maiores detalhes sobre a construção e proprie-
dades dessas funções podem ser encontrados na Ref. [6,
cap. 6, pag. 195].
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Numérica de Equações Diferenciais Parciais com Adap-
tabilidade Espacial. Tese de Doutorado. Universidade
de Campinas. 2001.

[9] M.O. Domingues, O. Mendes e A. Mendes da Costa. On
wavelet techniques in Atmospheric Sciences. Advances
in Space Research, 2005, 35(5), 831-842.

[10] M.O. Domingues, S.M. Gomes, O. Roussel e K. Schnei-
der. Adaptive multiresolution methods ESAIM: Proce-
edings, 2011, 34, 1-96.

[11] G. Hämmerlin, and K.H. Hoffman. Numerical Mathe-
matics. New York:Springer-Verlag, 1991. 422 p.

[12] A. Haar. Zur Theorie der orthogonalen Funktionen-
Systeme. Mathematische Annales, 69:331-371, 1910.

[13] Y. He, editor. Wavelet explorer, new generation sig-
nal and image analysis. Campaign, Illinois: Wolfram
Research, 1996. Mathematica, 221p. (Mathematica).

[14] M. Farge. 1992. wavelet transform and their applicati-
ons to turbulence. Annual Review of Fluid Mechanics
24, 395-457.

[15] G. Strang e G.A. Fix. A Fourier analysis of finite ele-
ment method. Cremonese, 1973. v. Constructive as-
pects of functional analysis.

[16] G. Strang e G.A. Fix. A Fourier analysis of finite ele-
ment method. Bulletim American Mathematics Soci-
ety, 28(2):288-305, 1993.

[17] P. Frick, A. Grossmann e P. Tchamitchian. Wavelet
analysis of signals with gaps. Journal of Mathematical
Physics, 1998, 39(8), 4091-4107.

[18] P. Goupillaud, A. Grossmann e J. Morlet. Cycle-Octave
and related transforms in seismic signal analysis. Geo-
exploration, 23:85-102, 1984.

[19] A. Grossmann e J. Morlet. Decomposition of Hardy
functions into square integrable wavelets of constant
shape. SIAM J. Math. Anal., 15:723–736, 1984.

[20] S. Jaffard, Y. Meyer e R.D. Ryan, R.D. Wavelets: Tools
for Science & Technology. Society for Industrial Mathe-
matics, 2001, 256 p.

[21] B.B. Hubbard. The World According to Wavelets: The
Story of a Mathematical Technique in the Making, 1998
2a. ed. A.K. Peters.

[22] N.G. Kingsbury. Complex wavelets for shift invariant
analysis and filtering of signals, Journal of Applied and
Computational Harmonic Analysis,2001, 10(3), 234-
253.

[23] L.D. Landau e E.M. Lifshitz. Quantum Mechanics.
Non-relativistic theory, Pergamon, 1991, 3, 692 p.

[24] S. Mallat. A theory for multiresolution signal decompo-
sition: the wavelet representation. IEEE Trans. PAMI,
11:674-693, 1989.

[25] S. Mallat. Multiresolution approximations and wave-
lets orthonormal bases. Trans. of American Mathema-
tical Society, 1991, 315, 334-351.

[26] C. Meneveau. 1991. Analisys of turbulence in the ortho-
normal wavelet representation. Journal of Fluid Mecha-
nics 232, 469-520.

[27] Y. Meyer. 1989. Wavelets. Springer Verlag, Berlin.

[28] Y. Meyer, editor. Wavelets and Applications. Springer-
Verlag. Berlin, 1992. Proceedings of the Marseille
Workshop on Wavelets, France, May, 1989; Research
Notes in Applied Mathematics, RMA-20.

[29] J. Morlet. Sampling Teory and wave propagation.
Springer, 1983.

[30] R. y. Nguyen, D. del-Castillo-Negrete, K. Schneider,
M. Farge, M., G. Chen. Wavelet-based density esti-
mation for noise reduction in plasma simulations using
particles. Journal of Computational Physics, 229, 2010,
2821-2839.

[31] M.B. Ruskai, G. Beylkin, R. Coifman, I. Daubechies, S.
Mallat, Y. Meyer, e L. Raphael, editors. Wavelets and
their Applications. Jones e Bartlett, Boston, MA, 1992.
Outgrowth of NSF/CBMS conference on wavelets held
at the University of Lowell, June 1990.



3701-16 Domingues e Kaibara

[32] O. Rioul e M. Vetterli. Wavelet and signal processing.
IEEE Signal Processing Magazine, 8(4):14-38, October
1991.

[33] G. Strang and G. A. Fix. A Fourier Analisis of fi-
nite Element method, volume Constructive aspects of

funtional analysis. Cremonese, 1973.

[34] E.M. Souza, J.F.G. Monico, A. Pagamisse, A., W.G.C.
Polezel. Comparação das Bases de Wavelets ortonor-
mais e biortogonais: Implementação, vantagens e des-
vantagens no posicionamento com GPS, p. 149-158.


