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RESUMO

O projeto de um sistema de controle de atitude de um satélite é de suma impor-
tancia para o sucesso das missoes espaciais, e tem como objetivo realizar manobras
angulares para manter uma orientacao especifica. Devido as limitagoes financeiras
das missoes espaciais, constelacoes de satélites pequenos seriam uma escolha econo-
micamente vidavel. No entanto, o sistema de controle de atitude de microssatélites
¢ mais vulneravel as incertezas devido as variagoes do momento de inércia. Saté-
lites artificiais estao sujeitos a dois tipos de incertezas: incerteza estruturada, que
representa a incertezas de alguns parametros e a incerteza nao estruturada, que esta
relacionada aos erros de modelagem. Essas incertezas devem ser levadas em con-
sideragao no projeto do sistema de controle, pois este pode perder desempenho e
robustez. Para o caso de microssatélites com massa menor que 100kg a atitude é
muito sensivel a perturbagoes externas e as variacoes no momento de inércia. Diante
de perturbagoes e incertezas, surge a necessidade de projetar um controle que seja
robusto e ao mesmo tempo mantenha um bom desempenho. A proposta deste tra-
balho é a modelagem de um microssatélite e o estudo do controlador misto Hy/H,
via LMI e com alocacao regional de pélos.
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ABSTRACT

The design of the satellite attitude control system is paramount to the success of
the space missions that aims to perform angle maneuver and to maintain a specific
orientation. Due to the space missions limited budget, small satellite cluster or con-
stellation would be an economical choice. From risk-sharing viewpoint, a number of
smaller satellites have a significant reliability advantage over a bigger one. However,
microsatellite attitude control system design becomes more vulnerable to uncertainty
disturbances due to moment-of-inertia variation as the satellite has great decrease in
size and weight. Artificial satellites are subject to two kinds of uncertainty: structure
uncertainty that represent some satellite parameter variation and the unstructured
uncertainty, which represent some kind of the satellite model error. These uncer-
tainty must be considered into the design of satellite attitude control, because the
lost of robustness and performance. For microsatellite with mass less than 100kg the
attitude is more sensitive to external disturbance and the moment-of-inertia varia-
tion. The purpose of this work is to model a microsatellite and to perform a mixed
Hy/H,, Control via LMI optimization with regional pole placement.
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1 INTRODUCAO

Os primeiros satélites a serem lancados eram pequenos, por causa das limitagoes
da tecnologia de satélites e da capacidade dos veiculos langadores. Apés alguns anos,
devido a demanda e com o avanco da tecnologia dos veiculos lancadores, o tamanho
dos satélites foi aumentando. Atualmente o tamanho dos satélites estao diminuindo,
pois com o avanco da tecnologia é possivel construir satélites pequenos capazes de
realizar missoes complexas. Um satélite pequeno também é mais economicamente

vigvel.

Os microssatélites sao muito importantes em varias missoes espaciais, tais como
posicionamento e localizagao, observagao da terra ( GRASSI et al., 1995 ), coleta de
dados atmosféricos ( SAHRAOUT et al., 1998 ), experimentos cientificos (WOLFE et al.
, 1989 ) e comunicagao (MUNCHEBERG , 1996 ).

Para se se alcancar a precisao nos requerimentos de desempenho de apontamento,
é necessario aplicar um controle de atitude nos trés eixos do microssatélite, o que

resulta em sistema de controle multivariavel.

Para veiculos espaciais de érbitas baixas (LEO) abaixo de 1000km de altitude, o
torque de gradiente de gravidade, torque aerodinamico, e o torque devido ao campo
magnético da terra sao as perturbacoes mais influentes. Alguns equipamentos que se
movem no satélite, tais como cameras, antenas, telescopio e painéis solares podem
causar uma pequena mudanca no momento de inércia. Para microssatélites com
massa menor que 100kg o momento de inércia geralmente ¢ menor que 20kgm?, o
que torna a atitude mais sensivel as perturbacoes e as variacoes no momento de

inércia (WERTZ; LARSON , 1989 ).

Na literatura encontram-se varias aplicagoes de técnicas de controle no projeto
do sistema de controle de um veiculo espacial. Cada técnica de controle aplicada
deve atingir as especificacoes do sistema a ser controlado. No entanto para que essas
especificagoes sejam atingidas é necessario fazer algumas aproximagoes que muitas

vezes deixam o modelo muito simplificado nao correspondendo com a realidade.

Neste trabalho é discutido sobre controle moderno, mostrando como se dé o pro-
jeto dos controladores LQR (Linear Quadratic Regulator), LQG (Linear Quadratic
Gaussian), LQG/LTR (LQG Loop Transfer Recovery) para posteriormente mostrar

que esses controladores sao casos especiais do controlador Hs.

Este trabalho se justifica a partir de outras abordagens para o problema, tais



como: no artigo (MARTINS-FILHO et al., 2005 ) é projetado um controlador LQG para
um satélite de grande porte, no qual os atuadores usados sao jatos de gas. No artigo
(SHOW et al. , 2002 ) é projetado um controlador PID robusto para o controle de
atitude de um veiculo espacial, no qual é considerado uma dinamica nao linear e
incertezas, ja no trabalho de Pittelkau (1992 ) é projetado um controlador LQG
para controle do angulo de pitch de um satélite no qual os torques externos sao
modelados como sendo uma constante mais uma sendide, e inseridos nas equagoes
do sistema, e no trabalho ( LAHDHIRI, 1993) é feito o mesmo, porém os torques

externos nao sao modelados, mas sao tratados como um ruido branco.

Esses artigos muitas vezes se omitem quando o assunto a ser tratado é a atenuacao
da perturbacao, atenuagao dos ruidos e incertezas paramétricas. O controlador misto

Hy/H,, fornece uma abordagem sistematica para tratar desse tipo de problema.

Controle robusto é ideal para a analise e sintese de sistemas de controle com
incerteza e perturbacao. Os controles Hy e H,, sao as duas principais correntes na
teoria de controle robusto ( ZHOU et al., 1996 ). A interpretagao no dominio do tempo
da norma Hs é a medida do valor quadratico médio do sinal de saida dirigido por
um impulso unitario ou um ruido branco, e a norma H,, é a medida da estabilidade
robusta com respeito a incerteza estabelecida no dominio da frequéncia que repre-
senta o pior caso de atenuacao de uma entrada senoidal. Assim a combinacao do
controle Hy e H,,, chamado de controle misto Hy/H, foi primeiro introduzido por
Bernstein e Haddad (1989 ) que minimiza a norma H, de alguma fungao em malha
fechada sujeita a um vinculo dado pela norma H, de alguma outra funcao em malha
fechada. Khargonekar e Rotea (1991 ) consideraram os problemas de realimentagao
de estados e de saida para o controle misto Hs/H,, e usaram uma abordagem de oti-
mizagao convexa para resolver as equagoes matriciais de Riccati nao linear. Scherer

(1995 ) utilizou a parametrizacao de Youla para os requerimentos de desempenho
medidos pelas normas Hs e H,, e reduziu o problema de controle Hy/H,, a uma

sequencia do problema de otimizacao convexa de dimensao finita.

Nos ultimos anos tem-se desenvolvido algoritmos numéricos para resolver pro-
blemas do tipo LMI(Linear Matrix Inequality), e a abordagem da LMI tem surgido
como uma ferramenta muito 1til para resolver uma ampla variedade de problemas
de controle. Chilali e Gahinet (1996 ) resolveram o problema de controle Hy/H
com a alocagao de pélos via LMI. Scherer (1995 ) apresentou uma visao geral da
abordagem LMI para a sintese do controle misto Hy/H,, para controladores com

realimentacao de estados e realimentacao de saida. Na verdade, LMIs podem ser re-



solvidas por algoritmos de otimizacao de ponto interior como descrito na referéncia
(BOYD et al. , 1994 ). Por outro lado, software como MATLAB possui ferramentas
que podem resolver problemas de controle via LMI de maneira eficiente (GAHINET
et al. , 1995).

A proposta deste trabalho é desenvolver um controlador misto Hy/H,, com
realimentacao de saida para controlar a atitude de um microssatélite que orbita a
terra sujeito as perturbacgoes externas e incertezas no momento de inércia. Neste
trabalho o controlador Hy/H., é projetado usando a funcdo hinfmizr que oferece
um algoritmo de solucao de LMIs usando o método dos pontos interiores, e fornece
um controle por realimentacao de saida. Além do mais é considerado a técnica de

alocacao de polos em regices LMI, que também é realizada com a funcao hinfmix.






2 DINAMICA DA ATITUDE DE MICROSSATELITES

A orientagao de um satélite, isto €, a direcao para a qual o satélite aponta é denomi-
nada de atitude. Compreender como se da este movimento de atitude é importante
para prever o comportamento do satélite, e a partir dai desenvolver um controlador
robusto para controlar a sua atitude. Neste capitulo sera mostrado o desenvolvimento
das equacgoes de Euler, que sao as equagoes de movimento de um corpo rigido, que

nesse caso é um microssatélite.
2.1 Representacao da atitude

A atitude de um corpo rigido é a sua orientacao em relagao a um referencial, e
pode ser descrita como uma rotagao usando os angulos de Euler ( TEWARI, 2007 ;
WERTZ; LARSON , 1989 ).

2.1.1 Sistemas de Referencia

Para representar a atitude de um corpo rigido é necessario definir varios sistemas
de referéncias. Esta secao apresenta alguns sistemas que sao mais comuns quando
se trata de satélites (BRENDO , 2005 ).

2.1.2 Referencial Inercial Celeste

O referencial inercial celeste é um sistema de referéncia no qual as leis de Newton
sao validas. Esse referencial estd fixo no espacgo e a sua origem é o centro da terra
com eixo z apontando para o polo norte. O eixo x aponta para o equindcio vernal, o
ponto onde o plano da érbita da terra em torno do sol cruza o Equador indo do sul
para o norte, e o eixo y é determinado pela regra da mao direita ( TEWARI, 2007 ;
WERTZ; LARSON , 1989 ).

2.1.3 Referencial Vertical Local Horizontal Local (VLHL)

O referencial VLHL se move com o satélite e é conhecido como sistema de
coordenadas do satélite. O eixo z aponta na direcao da terra, o eixo y aponta na
direcao normal ao plano da dérbita e o eixo x é determinado pela regra da mao direita,
e aponta na dire¢ao do movimento ao longo da trajetoria da orbita e é perpendicular

ao vetor radial.



2.1.4 Referencial do Corpo

O referencial do corpo é um sistema de referéncia que tem sua origem no centro
de massa do satélite e nesse caso os eixos x, y e z coincidem com os eixos principais
de inércia. O eixo z é apontado para a terra, o eixo y na dire¢ao normal a orbita
e o0 eixo x ¢ determinado pela regra da mao direita. Quando esse referencial esta
alinhado com o referencial VLHL diz-se que o angulo de atitude é de 0° em roll,
pitch e yaw. A variagao desse referencial em relacao ao referencial VLHL é o que

descreve a atitude do satélite.
2.1.5 Sensores de atitude

Sensores de estrela sao projetados para ser um sensor de atitude sofisticado que
determinam a atitude de um satélite precisamente. Ha uma variedade de sensores de
atitude, mas os sensores de estrela oferecem um melhor desempenho quando compa-
rados com outros sensores. Os sensores solares e os sensores de terra sao limitados em
suas ordens de operac¢ao, magnetometros exigem satélites sem componentes magné-
ticos e sao limitados a érbitas baixas, e GPS sao limitados em seu angulo de operacao
e altitude orbital. Sensores de estrela, no entanto, oferecem informacgoes de trés an-
gulos, uma ordem de operacao ampla, habilidade de operar em qualquer érbita, nao

depene de dispositivos adicionais de navegacao, e possui uma boa precisao.

Os sensores de estrela sao os sensores mais precisos atualmente. O seu grau de
precisao pode chegar a 1 arco de segundo. Eles ficam fixos nos satélites, sao pequenos
e leves. Infelizmente eles sao muito complexos, sua operacao necessita de algoritmos
complicados e possui um preco muito elevado. Porém dependendo da missao, é mais

vantajoso usar o sensor de estrela pelo seu grau de precisao.
2.1.6 Angulos de Euler

Existem varias maneiras de representar a atitude/orientacao de um satélite. Uma
orientacao geral de um satélite no espaco pode ser obtida usando sucessivas rotagoes
em torno dos eixos do referencial VLHL. O minimo ntimero de rotagoes necesséarias
para especificar uma rotagao, que sao os graus de liberdade, é trés ( TEWARI, 2007 ).
Esta maneira de representar a atitude por trés angulos é chamada de representagao
por angulos de Euler © =[ ¢ 6 ¢ |T.

Considere que o referencial VLHL possui os seguintes vetores unitarios
{ay,ay,a3}, com a; na mesma diregdo do movimento orbital do microssatélite, as

apontando para a terra e as na direcao determinada pela regra da mao direita. Para



descrever a orientagao do referencial do corpo, que tem os vetores unitérios {i, j, k},
com respeito ao referencial VLHL em termos dos trés angulos de Euler, sao aplicadas

as seguintes rotagoes dos angulos de Euler ( YANGA; SUN, 2005)

e Rotacionar o referencial {a;,as,a3} em torno de az por um angulo v,

resultando assim o refencial {a], a}, a}};

e Rotacionar o referencial {a/,aj}, a}} em torno de a), por um angulo 6, re-

sultando assim o refencial {af,a}, aj};

e Rotacionar o referencial {a7,aj, aj} em torno de a) por um angulo ¢,

resultando assim o refencial {i, j, k};

Resultando assim na seguinte matriz de rotagao

clcyp clsy —s6
Ri(9)Ra(0)R5(v0) = | spsbch — chpsp  spslsyh + cpcp  spch | . (2.1)
cpsOc) + spsip  cpslsy) — spc)  copct

Sendo s¢ = seng e c¢ = cosg. Os angulos ¢, 6 e ¥, sao chamados de roll, pitch e

yaw.
2.2 Equacgoes da dinamica

Considerando um corpo rigido se movimentando em um referencial inercial, pode-
se descrever o movimento do corpo como um movimento de translagao do seu centro
de massa, junto com o movimento rotacional do corpo em torno de algum eixo que
passa no seu centro de massa. Dessa forma, pode-se determinar a seguinte operagao

em um dado vetor A

d - dA

o 1= L | +@ x 4, (2.2)

que mostra que a variacao temporal de um certo vetor A observado em um referencial
fixo (I: inercial nesse caso) é igual a variagao temporal do vetor A como observada
em um referencial que gira com uma velocidade & (B: referencial do corpo), mais
um termo dado por: & x A (SIDI, 1997).

Na figura 2.1 é suposto que trés eixos ortogonais e unitarios i, j e k estao loca-

lizados no centro de massa do corpo, e estao alinhados com os eixos do referencial.
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Figura 2.1 - Movimento rotacional de um corpo rigido.

Para uma particula m; no corpo B, fil = éo + 73, tal que

—

Ri = Ro+7+dxTj,

S

sendo & a velocidade angular do corpo B com respeito ao referencial inercial. O

momento angular da particula m; é (SIDI, 1997)

hi = 7T xmR;,

=
I

; 7 X mi(Ro + T + & X 7). (2.4)

No entanto, por definigao tem-se que 7; = 0 em um corpo rigido. Dessa forma, tem-se

o seguinte resultado

7 X mi(ﬁo—l—ﬁ X T7),

SHoS
[

Para encontrar o momento angular do corpo como um todo, faz se necessario somar

as componentes dos momentos de todas as particulas de massa:
h = E —onmﬂ_‘;—i-g leml(@’xﬁ),

my mg
ho= Uy x Y midi+ Y 7 x my(@ x 7). (2.6)
my my

Visto que o momento angular em torno do centro de massa ¢ nulo, pois se esta



trabalhando com um corpo rigido : Zm m;7; = 0. Finalmente:

ho= ) Fx (@ x )m. (2.7)

m;

Para o caso de um corpo rigido com uma distribuicao continua de massa,
considera-se que a particula de massa m; seja a massa pdV de um pequeno ele-
mento de volume dV', sendo o escalar p a densidade de massa no ponto. Somando
sobre todo o volume do corpo rigido cada elemento infinitesimal, obtém-se a seguinte

integral

ho = / pF % (& x F)dV. (2.8)
v
sendo 7 o vetor posi¢ao do elemento de volume dV'.

Apos realizar os produtos vetoriais na equagao acima, obtém-se

Fx (0 XT)= {wx(y2 + 2%) — w,(yx) — wz(ajz)]i
e +2) = nlon) - o) 29)
+ {wz(ﬁ + %) — w,(w2) — wy(yz)} k.
Os momentos de inércia sao definidos da seguinte maneira
Ix:v = / r(yQ + 22)d‘/7
%
I, = / r(z® 4 22)dV, (2.10)
1%
L, = / r(@® +y?)dv,
%

defini-se também os produtos de inércia

I,.,=1,,= / rezdV, (2.11)



Usando a equagao (2.8) e as defini¢oes (2.10)-(2.11), o momento angular pode ser

escrito da seguinte maneira:

h = Wylpy — wyly, — wzlyz} i+ [wylyy — wWelys — wzlyz}j + {wzlzz — Wl —wyly |k
= hgi+ hyj+ hk, (2.12)

h é o vetor momento angular do corpo rigido.

Definindo o vetor velocidade angular como: & = [ w, w, w, |* aequagao (2.12)

pode ser escrita na seguinte forma matricial

Imc I:L‘y [:cz Wy
h=| —Ie I, —I.||w |=10 (2.13)
_sz _Izy Izz Wy

Por simetria, é deduzido que I, = I, I, = I, e I, = I.,,. A matriz [I] é o tensor

de inércia, ou matriz de inércia.
2.2.1 Energia Cinética Rotacional de um Corpo Rigido

Considera-se um corpo rigido se movendo no espago com um conjunto de eixos
cuja a origem coincide com o centro de massa do corpo. A energia cinética é dada
por AT = %UQAm ( TEWARI, 2007 ). De acordo com a figura e a equagao 2.2, tem-se

que

—

Vi = 170 +d x 7:;
a velocidade ao quadrado é dada por

V2 =T - T = vp + 200 - (G X 7)) + (@ x 7) - (J x 7).

A energia cinética é dada por

1 1 2 1
T:—/vzdm = —/vgdm—l——/ﬁo-(LUXF)+—/(<D><F)-((Bxf)dm
2 /., 2 2 2
1 1
= §U§M+270'w></de+§/(ﬁxf)-(ﬁxﬂdm
1
= tz—‘transl+170'ﬁxo+§/(u_j><’f‘)'(QXF)dm
= Ttransl + Trot- (214)
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Por definicao o movimento angular é em torno do centro de massa do corpo rigido,

entdo [ 7dm = 0. Dessa forma a equagdo acima ¢ reescrita da seguinte maneira

Toot = %/M(QXF)-(J}xF)dm
= % /M[(wxz — wzy)Q + (wzx — ngz)2 + (ny _ wy:U)Q] (2'15)

Apos realizar a integral sobre a massa M do corpo e usar as definigbes de momentos

de inércia e produtos de inércia, encontra-se o seguinte resultado

1
Tt = 5[(wi]m +wily + Wil — 2wywe Iy — 2wyw. Ly — 2w.we L)
1
= E[wz(wxlx - szzx - wy[yx) “I‘
Fwy(wyly — wely, — welyy) +w,(wl, — wylsy — wel.y)]. (2.16)

Que pode ser escrito da seguinte forma matricial

1
Trot = §¢UT[I]¢U. (2.17)
Pode-se observar que a energia rotacional é expressa em termos da matriz de

inércia e que juntamente com momento angular descrevem o movimento rotacional

do corpo rigido.
2.2.2 Referencial Principal do Corpo

O problema a ser resolvido agora é transformar a matriz de inércia (2.13) em uma
matriz diagonal. O referencial do corpo usado para derivar as equagoes de Euler pos-
sui uma orientagao arbitraria relativa ao corpo rigido. Existem infinitas maneiras em
que os eixos podem ser fixados no centro de massa do corpo. Uma grande simplifica-
cao acontece nas equacoes de Euler quando se escolhe uma orientacao particular do
referencial do corpo relativo ao corpo rigido tal que os produtos de inércia se tornam
zero. Esse referencial é chamado de referencial principal do corpo ( TEWARI, 2007
). A matriz de inércia calculada nesse referencial é uma matriz diagonal, I,. Para
calcular um conjunto de eixos unitérios no referencial principal i,, j, e k, a partir

de um referencial do corpo arbitrario, i, j e k é necessario fazer uma transformacao

11



através da matriz de rotacao definida como

P
il=¢11i5 |- (2.18)
k K,

A relacao entre um vetor calculado no referencial principal e o mesmo vetor
calculado em referencial do corpo arbitrario ¢ feita através da matriz de rotacao C,.

O vetor velocidade angular pode ser denotado por
& = Cpidp. (2.19)

Visto que nao ha mudanca na energia cinética causada por uma transformacao de
coordenadas, a equacao (2.17) pode ser escrita da seguinte forma

1
Trot = in 1], (2.20)

p[

Substituindo a equagao (2.19) na equacao (2.20), e comparando os termos ambos os

lados da equagao, tem-se

‘JZ [I]pﬁp =" [I]p(ﬁ

& CTL],Coidy, (2.21)
aplicando a condicao de ortogonalidade da matriz de rotagao, obtém-se
1], = CL[I]C,. (2.22)

Visto que [I], é diagonal, os seus elemento da diagonal sdo os autovalores de [I]
( TEWARI, 2002 ), e os autovetores de [I] sdo as colunas de C,. Ressaltando que os

elementos da diagonal sao os momentos principais de inércia.

No decorrer do trabalho sera usado apenas o referencial principal do corpo e nao

serd usado o indice subscrito p.
2.2.3 Equagoes de Movimento para a Atitude de um Satélite

No presente trabalho o microssatélite esta equipado com trés rodas de reacao,
uma em cada eixo, que serao usadas como atuadores ao se projetar o sistema de
controle. Também sera levado em consideracao a agao dos torques de perturbacao
externa, tais como: torque de gradiente de gravidade, aerodinamico e magnético.

Dessa forma, as equacoes de Euler que serao derivadas devem considerar todos os

12



torques produzidos por essas perturbagoes externas e internas.
T =h;=hg+& x h. (2.23)

Essa é a equacao de movimento de Euler. O indice subscrito I indica que a
derivada acontece no referencial inercial e o indice subscrito B indica que a derivada
acontece no referencial do corpo. O torque T serd dividido em duas partes: fc, que
serao os torques de controle; e fd, os torques externos provenientes de fendmenos

naturais. O torque total serd dado por T=T.+1T,

O momento angular do sistema por completo é dado pelo momento angular do
corpo rigido hg = [ h, h, h, |7 e 0 momento angular das rodas de reagao h,, =
[ hwze Puwy hw. |7 sendo o momento angular total dado por h = hg + hy. Com

essas definigoes e usando a equacao 2.12 as equagoes de movimento se tornam

T=T.+Ty = [ho+hwe + (Wyhs — wihy) + (Wyhwe — Wehyy )i
iy + by + (Wohe — wohs) + (Wohue — weho)]j (2.24)
e + D + (Wehy — wyhe) + (Wehwy — Wyl K.

Aqui i, j e k s@o os vetores unitarios dos eixos do referencial do corpo. Essa equacao

¢ a equagao completa do movimento de atitude de um satélite.
2.2.3.1 Torque de Gradiente de Gravidade

Se o campo gravitacional for uniforme sobre o corpo, o centro de massa se torna
o centro de gravidade, e o torque gravitacional sobre o centro de massa ¢ zero. No
espago, o campo gravitacional nao é uniforme, e as variagoes resultantes na forca
gravitacional (em magnitude e dire¢do) sobre o corpo leva, em geral, ao torque

gravitacional em torno do centro de massa.

Considere um corpo 3, nao necessariamente rigido, imerso no campo gravitacio-
nal, como mostrado na figura 2.2, onde 3 representa o veiculo espacial. O campo é
devido a outros corpos, e p, € a posicao de dm com respeito a dm,, em (,. Os corpos

B, representam a fonte gravitacional.

A forca gravitacional em dm é dada por

N

re _)nd n

df = —deZ/ P p;” , (2.25)
n=1"YPFn n
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Figura 2.2 - Representacao de um corpo rigido imerso no campo gravitacional.

onde p, ¢ a magnitude de p,, e G é a constante gravitacional.

G =6,67x 107""N - m?/Kg*. (2.26)

Portanto a forga gravitacional e o torque (em torno de O) em 3 sao

f= /df— —GZ/ /p”dm"dm (2.27)

ﬁoz/ﬁ — —GZ/ /TXp”dm"dm. (2.28)

Essas equacoes sao muito gerais, as integragoes miltiplas fazem com que o seu de-
senvolvimento seja praticamente impossivel sem fazer algumas consideragoes. Porém
apos fazermos algumas consideracoes, os aspectos mais importantes para a analise

da dinamica de atitude de um veiculo espacial poderao ser explorados.

Serao feitas quatro consideracoes que simplificarao as expressoes para o torque
gravitacional. Duas se referem ao veiculo espacial e duas ao campo gravitacional:
e Apenas um corpo celeste (fonte gravitacional) serd considerado.
e Esse corpo possui uma distribuicao de massa esfericamente simétrica.

e O veiculo espacial é pequeno comparado com a sua distancia em relacao

ao centro de massa da fonte gravitacional.

e O veiculo espacial consiste de apenas um corpo.

14



De acordo com as consideracoes acima, temos a figura 2.3

Figura 2.3 - Representacao de um corpo rigido imerso no campo gravitacional apés algu-
mas consideragoes.

A primeira considerac¢do permite que o somatoério em (2.27) e (2.28) pode ser feito

para um unico termo, entao:

- o dmyd
F-_a / /ﬂ P?Z_m (2.29)
1 1

:—G/ /rxpldmldm' (2.30)
B1

A segunda consideracao nos permite trocar a integracao sobre [3,, por uma massa

pontual equivalente no centro de massa de (3,,. Dessa forma

f=-Gm /pldm (2.31)

X prd
g. = —Gml/ﬁ. (2.32)
8 P1

A terceira consideracao pode ser traduzida como r/R,. < 1, onde r é a dimensao
do veiculo espacial e R, é a distancia entre o veiculo espacial e a fonte gravitacional.

Assim temos

R=R,+7 (2.33)
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A ultima consideracao nos permite escolher, sem perda de generalidade, o centro
de massa do veiculo espacial como sendo nosso ponto de referéncia em J. Dessa

forma as equagoes podem ser escritas da seguinte maneira

- R
f= —Gml/ﬁdm, (2.34)
5
P x R
.= —Gml/r;3 dm. (2.35)
B

Substituindo a equagao (2.33), nas equagoes (2.34) e (2.35), obtem-se

f = —Gml/RC+Tdm
B

R3

f = —Gml/%dm, (2.36)
B

R3

Fx R, 47 X7
g = —Gm1/ —; dm
5 R

g = —Gml/—rX(Rc—i_F)dm
B

. 7 X éc
ge = _Gm1/8 3 dm. (2.37)

O termo R~3, pode ser desenvolvido da seguinte maneira:

[R| = |R.+7|,
(2.38)
que apos algumas manipulagoes, chega-se no seguinte resultado
2R, -7 2\ Y2
-3 -3 c
R™ = R, <1+ I +R_3) (2.39)

Lembrando que r/R < 1, podemos desenvolver a equacao anterior usando a

expansao binomial, que é dada por

1
(1+xm):1+mx+%x2+m (2.40)
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sendo z < 1

Dessa forma, tem-se que

-3 -3 (éc ) r?

C

Substituindo (2.41), nas equagdes (2.36) e (2.37), obtendo assim

g

R} R?
. 7 X R, (R, - 7)
g. = —Gml/ﬁ 7 [1 -3 2 }d

sendo = Gmy.

(2.41)

(2.42)

(2.43)

O vetor R. que vai do centro de massa do corpo ao centro da terra em termos

dos eixos principais do corpo é dado por

R, = R.(—senbi + sen¢coshj + cospcosbk).

(2.44)

O vetor r que é o vetor de um elemento de massa do corpo relativo ao centro de

massa do corpo em termos dos eixos principais de inércia é dado por

r=zi+yj+zk

(2.45)

Substituindo (2.44) e (2.45) na equagdo (2.43), e considerando g, = Ty, i+T,,j+
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T,.k, obtém-se o seguinte resultado

3

Ty = ﬁ(lz — I,)cos*Ocospsend,
3

Ty = ﬁ(lz — I.)cosfcospsend, (2.46)
3

T,, = R—'l;(]z — 1,)cosfsengsend.

Que sao as equacao para o torque de gradiente de gravidade.

Considerando um corpo rigido em uma o6rbita circular e pequenas variagoes dos
angulos de Euler, as equagoes (2.46) podem ser grandemente simplificadas. A velo-
cidade angular lateral de um corpo em uma O6rbita circular é dada por v = \/FRC
(SIDI, 1997), assim a velocidade angular orbital ou frequéncia orbital do corpo sera
n=v/R.= \/m . Visto que, sera considerado pequenas variagoes dos angulos de

Euler nas equagoes (2.46), tem-se o seguinte resultado

Ty = 3n*(L, — I,)0,
Ty = 3n*(L —1,)0, (2.47)
T,. = 0.

As componentes lineares do torque de gradiente de gravidade (2.47) sao usadas

para encontrar as equagoes linearizadas da dinamica de atitude.
2.2.3.2 Equacgoes da Dinamica de Atitude Linearizadas

As equagbes de Euler foram calculadas no sistema de referéncia fixo no corpo (B)
e os vetores unitarios dos eixos sao i, j e k, a variagao desse referencial em relagao
ao referencial VLHL (A) é o que descreve a atitude do satélite. O sistema LVLH
possui os seguintes vetores unitarios {a;, as,az}, com a; na diregdo da velocidade
do satélite no plano orbital, ag apontando para a terra, e as normal ao plano da

orbita.

Para descrever a orientacao do referencial fixo no corpo B com respeito ao re-
ferencial A em termos dos angulos de Euler, faz-se a seguinte transformacgao de
coordenadas (3-2-1):

i ey cls) —s0 a;
J | = | spsbc) — copstp  spshsiy + coperp  spch as | - (2.48)
k cpsfc) + spsih  cpslsi) — spc  copch as
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Dessa forma, a velocidade angular do referencial fixo no corpo (B) relativa ao refe-
rencia LVLH (A) sera

@GP = WP + WP+ WPk, (2.49)
sendo
w4 1 0 —sb )
wf/A =10 co soch 0 |. (2.50)
wl/A 0 —s¢p coch ¥

A velocidade angular do referencial fixo no corpo B relativa a um referencial inercial

N fixo no centro da terra se torna
G =GB = GBA L GAN = GBI g, (2.51)

Substituindo as equagoes (2.48)-(2.50) na equagao (2.51), tem-se

& = Wyl + w,J + w.k, (2.52)
sendo '
Wy 1 0 —s0 o csy
wy | =10 cop socd 0 | —n | spsOsi + cocy
W, 0 —s¢ coch U cpshsh — spcy

Para pequenos desvios da atitude do referencial VLHL, obtém-se a seguinte

cinematica da atitude linearizada

Wy = Cb - TL’l?b,
w, = 6—n, (2.53)
w, = w + no.

Substituindo as equagoes (2.47) e (2.53) na equagdo (2.24), tem-se as equagoes

de Euler com o torque de gradiente de gravidade linearizadas

Ty = Lo—n(l,—I,+ L)Y+ 4n*(I, — 1) + J.(Q — 1) + hye — nhed2.54)
Ty = L6 +3n2(I, — 1)0 + huy, (2.55)
Ty = Lib+n(l, — I+ L)+ n* (I, — L)Y + hws + nhe. (2.56)
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Nesse trabalho o sistema de controle nao serd integrado, ou seja, no projeto do
controlador nao havera os momentos angulares da roda de reacao. O torque da roda
de reagao serd implicito no sinal de controle u. Dessa forma as equagoes (2.54)-(2.56)

se reduzem a

Up + Ty, = Lo —n(l, — I, + L))+ 4n*(I, — L), (2.57)
u, + Ty, = L0+ 3n*(I, — L.)9, (2.58)
u, +Ty. = Lap+n(l, -1, + L) +n*(I, — L) (2.59)

Sendo Ty;, os torques magnético e aerodinamico e u; os sinais de controle.
2.2.4 Torque Magnético

A interacao de materiais magnéticos dos veiculos espaciais com o campo magné-

tico da terra, resulta em um torque que pode ser expresso da seguinte maneira

— —

T, =M x B, (2.60)

sendo M o momento magnético residual do veiculo espacial causado pelo magnetismo
permanente e induzido, e B é a densidade de fluxo de magnético geoceéntrico. A
magnitude do campo magnético da terra pode ser aproximado da seguinte forma
(WERTZ; LARSON , 1989 )

_ ME 20))1/2
B = F(l + 3sen“©) /<, (2.61)

sendo 7 = 6878km a distancia do centro do dipolo ao satélite, g = 7,96 x 105tesla -
m? a magnitude do vetor de momento magnético ao longo da direcio magnética
axial, e © ¢é a latitude magnética medida do equador geomagnético. Com esses dados
temos que para o pior caso o campo magnético serd equivalente a B = 5 x 107°.

Considerando que o dipolo magnético do satélite M tenha magnitude 1A -m?, tem-se

T, =5x 107N - m. (2.62)
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2.2.5 Torque Aerodinamico

O rapido movimento de um veiculo espacial na atmosfera causa torque aerodi-
namico. O torque pode ser expresso como (WERTZ; LARSON , 1989 )

T, = §pV CaA(U X sap), (2.63)

sendo p = 3 x 107 kg/m? a densidade atmosférica tipica para a altitude, Cy = 1,5 o

coeficiente de arrasto, V = 7613m/s a velocidade do veiculo espacial, A = 0,5x0,6 =

0.3m? a drea do veiculo espacial perpendicular a u, sg, é o vetor que vai do centro

de massa ao centro de pressao e u o vetor unitario na direcao da velocidade, sendo

neste trabalho | @ X sg, |= 0,04m. Dessa forma, obtém-se o seguinte resultado

1
T, = 5 X 3x 107" x 76132 x 1,5 x 0,3 x 0,04 = 1,56 x 107°N -m.  (2.64)

A densidade atmosférica p é altamente dependente da atividade solar. Em uma
altura de 500 km, do dia para a noite a densidade atmosférica pode variar aproxi-
madamente 2 ordens de magnitude. Da mesmo forma, devido a complexa interagao
magnética entre o vento solar e o campo geomagnético, torna-se trabalhoso encon-
trar um modelo para campo magnético bem exato. No entanto o pior caso estimado
para os torque magnéticos e aerodinamicos podem ser uteis para analise do projeto

do controle de atitude.
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3 CONTROLE MULTIVARIAVEL

Neste capitulo é feito uma pequena introducao a sistemas que possuem multiplas
entradas e multiplas saidas. E discutido sobre resposta em frequéncia e valores sin-

gulares, que representam o ganho para um sistema multivariavel.
3.1 Sistemas MIMO

Um sistema MIMO (Multiple-input and multiple-output) é caracterizado por ser
um sistema que possui multiplas entradas (I entradas) e miltiplas saidas (m saidas).
As entradas sdo dadas por um vetor u(m x 1) e as saidas sao dadas pelo vetor y(I x 1).
Quando se faz uma mudanca na primeira entrada u;, geralmente todas as saidas,
Y1, Ya,...,y sao afetadas. i.e. hd uma interacao entre as entradas e as saidas. Uma
planta nao interativa se caracteriza pelo seguinte: u; afeta y;, uy afeta yo, e assim
sucessivamente (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ; MACIEJOWSKI, 1989 ).

3.1.1 Sistemas de controle com retroacao negativa

Para um sistema com retroacao de estados dado pela figura 3.1 define-se L como
sendo a fun¢ao de transferéncia em malha aberta. Considerando que o “loop”consiste

de uma planta G e um controlador K, tem-se

L=GK
dg dl
r + u+t Y+ +Y ¥ Y

4>$—> K G —

Figura 3.1 - Sistema de controle com retroagao negativa.

A sensitividade e a sensitividade complementar sao definidas como

S & (I+L)7} (3.1)
T & I-S=L(I+L)", (3.2)
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na figura 3.1, T' é a funcao de transferéncia de r a y, e S é a fungao de transferéncia

de dy a y.
3.1.2 Resposta em frequéncia

Uma funcao de transferéncia é uma funcao da variavel de Laplace s e pode ser
usada para representar a dinamica do sistema. Fixando uma frequéncia s = jw,
tem-se uma matriz complexa [ x m dada por G(jw). Essa matriz G(jw) representa

a resposta a um sinal senoidal de frequéncia w.

O dominio da frequéncia ¢ ideal para o estudo de diregoes em sistemas multiva-
ridveis em qualquer frequéncia (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). Considere o

sistema dado pela figura 3.2 com entrada d e saida y:

Figura 3.2 - Sistema G(s) com entrada d e saida y.

Os elementos da matriz G sao dados por g;;(jw), que representa a resposta se-
noidal da entrada j a saida ¢. Aplica-se uma entrada senoidal no canal j
d;(t) = djosen(wt + «;), (3.3)
a saida no canal ¢ também é um sinal senoidal de mesma frequéncia

y;(t) = yossen(wt + f5;), (3.4)

sendo que a amplificagdo (ganho) e o desvio de fase podem ser obtidos da seguinte

maneira

=2 = gy (jw)], (3.5)
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Na notagao de fase, pode-se escrever de maneira compacta a resposta senoidal des-

crita pelas equagoes (3.3)-(3.6) da seguinte maneira

yi(w) = gi5(jw)d;(w), (3.7)
sendo dj(w) = dje’® e y;(w) = yie’. B usado w e nao jw como argumento de

d;j(w) e ji(w), no qual indica que estes nimeros sdo complexos, e representam a

magnitude e a fase dos sinais senoidais (3.3) e (3.4) em cada frequéncia.

A resposta a entradas simultaneas de mesma frequéncia em multiplos canais de
entrada é, pelo principio de superposicao para sistemas lineares, igual a soma das
respostas individuais (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). Da equacao (3.7) tem-

yi(w) = g (Jw)dr(w) + gio(jw)do(w) + - - - = Z 9i5(Jw)d;(w), (3.8)

na forma matricial

com os vetores d(w) e y(w) dados por

d(w) = (3.10)

yw) = | (3.11)

3.1.3 Direcoes em sistemas multivariaveis

Para sistemas SISO, y = Gd, o ganho em uma dada frequéncia é dado por
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yW)| _ [GUw)d(w)]
jd(w)| |d(w)]

Pode ser observado que o ganho depende da frequéncia w, e por se tratar de um

= |G(jw)l- (3.12)

sistema linear, nao hd uma dependéncia da entrada |d(w)].

Para sistemas MIMO, essa abordagem nao € tao simples, pois os sinais de entrada
e de saida sao vetores, e é necessario “somar’as magnitudes dos elementos em cada
vetor usando alguma norma. Usando a norma-2, tem-se em uma dada frequéncia w

a magnitude do vetor de sinal de entrada

ld@w)lle =[S ldwl? = \/dy + &g+, (3.13)
J

e a magnitude do vetor de sinal de saida é

ly(@)ll2 = /Zm = \Juho + 4o+ (3.14)

O ganho do sistema G(s) para um sinal de entrada particular d(w) é dado pela razao

ly@)lls  11GGW)dW)lla /o2 + 430 + -
ldwl: —  ldwl> &y + B+ (3.15)

Assim como acontece em um sistema SISO o ganho depende da frequéncia w, e
é independente da magnitude da entrada ||d(w)||2. No entanto, para um sistema
MIMO hé alguns graus de liberdade a mais e o ganho também depende das direcoes
da entrada d' (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). O ganho méximo em uma

dada direcao ¢é o valor singular maximo de G,

|Gl _
—— = max = ||Gd||; = a(G). 3.16
T, e, = lIGdl = o(G) (3.16)
e o ganho minimo ¢é o valor singular minimo
[IGdll>
= Gd|l; = 3.17
Tdllz s =l = o(©). (3.17)

Essas identidades sao verdadeiras porque o ganho ¢ independente da magnitude do

10 termo direcdo se refere aos vetores normalizados de comprimento unitério
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sinal de entrada para um sistema linear.
3.1.4 Valores Singulares

A magnitude dos autovalores de uma funcao de transferéncia matricial
(IM(G(jw))|), ndo é a generalizacdo do ganho para um sistema SISO (|G (jw)|).
Os autovalores s6 podem ser calculados para uma matriz quadrada, e mesmo assim
os resultados nao sao satisfatérios muitas vezes funciona para um caso em particular

mas nao para outros casos.

Considere um sistema MIMO G(jw) com m entradas e [ saidas. Qualquer matriz
G (para simplificar G(jw) = G) pode ser decomposta em valores singulares, que se

procede da seguinte maneira:
G=UxVH (3.18)

e ¥ é uma matriz [ x m com k = min{l/, m} valores singulares nao negativos,
0, que se encontram em ordem decrescente na diagonal principal; os outro
elementos fora da diagonal sdo todos zeros (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE ,
2005 ; MACIEJOWSKI, 1989 ). Os valores singulares sao as raizes quadradas
positivas dos dos autovalores de GG, sendo G a transposta da complexa

conjugada de G,

e U é uma matriz [ x [ das saidas dos vetores singulares, u;.

e V é uma matriz m x m das entradas dos vetores singulares, v;.

3.1.5 Direcoes de saida e de entrada

Os vetores das colunas de U, denotados por u;, representam as diregoes de saidas

da planta. Eles sao ortogonais e de comprimento unitério (ortonormal) i.e.

luills = Vi | + |u]® + - - + Jug|? = 1, (3.20)

u; u; = 1, u;u; =0, i # 7. (3.21)

Da mesma forma, os vetores das colunas de V', denotados por v;, sao ortogonais
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e de comprimento unitario, e representam as direcoes das entradas. Essas direcoes
de entrada e de saidas entao relacionadas pelos valores singulares. Visto que V' ¢é
unitdria tem-se V'V = I, de acordo com a equacio (3.18) pode-se escrevé-la como

GV = U, que para a coluna i tem-se
GUZ' = U;0;, (322)

sendo v; e u; vetores e o; escalar. O que quer dizer que ser for considerado uma
entrada na dire¢ao v;, a saida serd na direcdo wu;. Dessa forma, se ||v;]ls = 1 e
||uil]2 = 1 pode ser observado que o i-ésimo valor singular o é o ganho da matriz G

nessa direcao. Em outras palavras

| Gvil|2
[|vil]2

Algumas vantagens da decomposicao em valores singulares para analisar os ganho
de um sistema multivariavel sao (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ):

0i(G) = ||Guy||2 = (3.23)

e Os valores singulares fornecem melhores informacoes sobre os ganhos da

planta.
e As diregoes obtidas da decomposicao em valores singulares sao ortogonais.

e A decomposicao em valores singulares aplica-se diretamente a plantas nao

quadradas.

3.1.6 Valores singulares maximos e minimos

Pode ser mostrado também que o maior ganho para qualquer direcao de entrada

¢ igual ao maximo valor singular

] \Gdls [Goalls
o(G) = 01(G) = max = ,
(@) =0(C) =max T, = Tl

(3.24)

e o menor ganho para qualquer direcao de entrada é igual ao minimo valor singular

Cdle Gl
0(G) = 0, (G) = min = , 3.25
2(G) = ol@) =i = Tl (3:25)
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sendo k = min{l/, m}. Assim, para qualquer vetor d, que nao esteja nos espaco nulo
de G, tem-se

=20z 5 5(6). (3.26)

Definindo uy = u, v1 = U, up = u e vy = v, e segue que

Gv = ou. (3.27)

O vetor v corresponde a direcao de entrada com a maior amplificacao, e u é a
correspondente direcao de saida em que as entradas sao mais efetivas. As direcoes
envolvendo v e u sao algumas vezes referidas como as dire¢oes de “maiores ganhos”ou
“mais importantes”. Por outro lado as direcoes associadas com v e v sao referidas

como sendo as diregoes “menos importantes’ou de “menores ganhos”.
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4 MODELOS DE INCERTEZA E ANALISE DE ROBUSTEZ

Neste capitulo sera estudado modelos dinamicos na presenca de incertezas. A incer-

teza que sera considerada ¢ a incerteza paramétrica.
4.1 Incertezas

Ao projetar um sistema de controle usa-se um sistema simplificado para facilitar
o projeto, porém o controlador deve ser aplicado a um sistema fisico real que é
nao linear e esta sujeita a perturbacgoes externas. Quando o controlador mantém o
sistema estavel mesmo diante de todas as perturbacoes e nao linearidades, diz-se
que o controlador é robusto. A principal ideia de um controlador robusto é que as

especificagoes do projeto sejam satisfeitas mesmo diante do pior caso de incerteza.

No projeto deve-se determinar as incerteza do sistemas, ou seja, encontrar um mo-
delo matematico do sistema com incerteza, posteriormente verificar a estabilidade
robusta para saber se o sistema permanece estavel para todo conjunto de incertezas
e por ultimo determinar o desempenho robusto, que implica em verificar se as espe-
cificagoes sao satisfeitas para todo o conjunto de incertezas. Incertezas na planta do

modelo pode ter varias origens:
e Sempre ha parametros no modelo linear que nao sao muito bem conhecidos
pelo projetista.

e Os parametros no modelo linear podem variar devido as nao linearidades

ou mudancgas nas condi¢oes de operacao.

e Os instrumentos de medidas nao sao perfeitos e podem oferecer valores um

pouco diferentes dos valores reais.

e Em altas frequéncias tanto a estrutura quanto a ordem do modelo sao

desconhecidos.

e Mesmo quando um modelo do sistema bem detalhado estd disponivel,
prefere-se trabalhar com um modelo nominal (ordem baixa) e represen-

tar a dinamica negligenciada como incerteza.

Essas fontes de incertezas mencionadas acima podem ser divididas em dois tipos:

a) Incerteza paramétrica: A estrutura do modelo é conhecida (incluindo

a ordem), mas alguns parametros sao incertos.
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b) Incerteza dindmica: H4 erros no modelo por causa da dinamica negli-
genciada durante a linearizacao. Qualquer modelo de um sistema real ira

conter essa fonte de incerteza.

Para quantificar a incerteza paramétrica considera-se que cada parametro é deli-
mitado dentro de uma regiao [oyyiy, max |- Os parametros sao representados da
seguinte forma:

a, = a(l+1r,A),

sendo @ é o valor nominal ou valor médio do parametro, r, = (amax —
Omin)/ (@max + oqpip) € @ incerteza relativa no parametro, e A é um escalar real

que satisfaz |A] < 1.

Incerteza dinamica é menos precisa e mais dificil de quantificar, porém é represen-
tada no dominio da frequéncia. Dessa forma, a incerteza dinamica é uma perturba-
gao complexa que é normalizada tal que ||Al/s < 1. Neste trabalho seréd considerado

apenas incertezas paramétricas.

Incertezas paramétricas sao algumas vezes chamadas de incertezas estrutura-
das e incertezas dinamicas sao chamadas de incertezas nao estruturadas. Incertezas

paramétricas afetam o desempenho em baixa frequéncia (DA-WEI GU et al. , 2005 ).

Uma maneira geral de manipular incertezas paramétricas foi proposta no trabalho
( PACKARD, 1988 ). Considera-se o modelo no espaco de estados:

t = Ayr+ Byu, (4.1)
y = Cpr+ Dyu. (4.2)

Assume que a incerteza é causada pela variacao de alguns parametros reais ¢y,
2,...0; (que pode ser temperatura, massa, volume, etc), e assume-se também que as

matrizes do espago de estados dependem linearmente desses parametros, i.e.

A, = A+ 5A;, (4.3)
B, = B+ %6,B;, (4.4)
C, = C +35C,, (4.5)
D, =D + %6,D;. (4.6)

A, B, C e D sdo as matrizes do modelo nominal do sistema. Essa descricao tém

multiplas perturbagoes, e nao pode ser representada como apenas uma perturbagao.
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Essas perturbacoes que afetam A, B, C e D podem ser colocadas juntas em uma

matriz diagonal A com d;’s ao longo da diagonal.
4.2 Transformacao Linear Fracionaria (TLF)

A configuracao geral da representacao da incerteza em um sistema é dada pela
figura 4.1. Essa tipo de representagao foi feita pela primeira vez em 1950 em anélise
de circuitos, e mais tarde foi aplicado no estudo de controle robusto ( SAFONOV,
1982 ).

Figura 4.1 - Configuracao padrao M — A

A funcao de transferéncia de correlacao M na figura 4.1 é dada por

My, M
M= 11 2 (4.7)
My Ms

sendo a dimensao de M;; de acordo com a dimensao de A. A relagao entre a entrada

e a saida é dada por
z = [May + My A(I — M3 A) "' MypJw, (4.8)
considerando que I — M1 A seja invertivel. Tem-se entao

z=F(M,A)w, (4.9)
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F1<]\47 A) - [MQQ -+ leA(I - MllA)_lMlg]. (410)

F(M,A) é chamada de transformagao linear fracionéria (Linear fractional transfor-
mation) de M e A. O bloco M fecha o loop com A por cima, por esse motivo essa
transformacao fracionaria também é conhecida como transformacao linear fraciona-
ria superior, e descrita com o u subscrito, i.e. F,,(M,A), para mostrar como acontece
a conexao. Da mesma maneira acontece a transformacao linear fracionaria inferior
que geralmente é usada para indicar a presenca de um controlador K no sistema.

Essa transformagao pode ser observada na figura 4.2 e é definida por

E(M, K) == [MQQ + MglK([ - MllK)ilMlﬂ. (411)
w z
—_—> ——————»
M
u y
K <

Figura 4.2 - Configuracao LFT inferior.

Um microssatélite com incertezas paramétricas pode ser representado de acordo

com a figura 4.1.
4.3 Angulo de Pitch com Incerteza Aditiva

Nesta segao serd considerado apenas a equacao do angulo de pitch do microssa-
télite. Esse microssatélite possui incerteza no momento de inércia, ou seja, tem-se

uma incerteza paramétrica. A equacao é dada por
1,0+ 3n*(I, — 1.)0 = u, + d, (4.12)
o diagrama de blocos do sistema pode ser observado na figura 4.3.

O valor realistico dos momentos de inércia nao sao conhecidos, pois eles podem
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Figura 4.3 - Diagrama de blocos para o angulo de pitch.

sofrer variagoes. Portanto define-se o valor dos momentos de principais inércia dentro

de um certo intervalo

sendo I; o valor nominal para o momento de inércia e p; a variacao do momento de
inércia. Neste caso estd sendo considerado uma variacao de 10%, entao —10% x I; <
pi < 10% x I; ( YANGA; SUN, 2005).

Os trés blocos constantes da figura 4.3 podem ser escritos em termos de I;, p; e
;.

Usando o conceito das transformacoes lineares fracionarias, o primeiro bloco pode

ser representado da seguinte maneira

1 1
-t 4.14
I, I, + pydy ( )
1 p, 1.\ "1
= — ===, |1+ =0 — 4.15
L, 1, y( " I, y) y’ ( )

comparando com a equagao (4.8), chega-se a seguinte matriz

y 1
M—[_%’ E] 4.16
1 — Dy 1 . (. )
I oy

De maneira similar para segundo e terceiro bloco:

3n*I, = 3n*(I, + p.0,), (4.17)
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0 1
M, = ], 418
2 [ 3n’p, 3n’l, ] (4.18)

3n*I, = 3n*(I, + p.9.), (4.19)

0 -1
Ms = _ . 4.20
’ [ 3n*p, —3n’l, ] (4.20)

Para representar o modelo do sistema como uma TLF das perturbacoes reais 9,
d, € 0, usa-se o diagrama de blocos dado pela figura 4.4, e denota-se as entradas e

as saidas de 0, 0, e 0, como sendo Y1, Y2, Y3 € Ui, Uz, us respectivamente.

Figura 4.4 - Diagrama de blocos para o angulo de pitch com incerteza.

As equacoes que relacionam as entradas com as saidas sao dadas por:

: (4.21)

Yo | 0 1 s
L’? ] - [?msz 3n?1, ] [ 0 ] ’ (4.22)
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@IS @N‘lg
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Ys
U3

]:

0

1
[?mzpz —3n2l, ] [

us

6

|

definindo 21 = 0, 2o = 6 ¢ y = 0, obtém-se as seguintes equacdes:

—=Usg + —=u

—=Usg + =u

I

1
y"‘fd?

I'l = X2
. Dy 1
€T = _ —_— d — —
9 Iyul + 3 (uy + V3 — Vg),
1
no= —%U1+Ty(uy+d—v3—1}2)a
Yo = Ty,
Ys = —Iq,
vy = 3n’(pyus + Lizy),
v3 = 3n*(p.us — Lay).
Eliminando v € vs
—v3— vy = 3n°(—pyus + Lay — pous — 1::c$1),
= 3n’[—p.us — Ptz + (I, — L)a).
Entao
I, — I
Tg = —3n2—( L Z):cl — &ul — 3712&U2 — 3p2
I, 1, I, I,
e
fa: - fz T z
Y1 = —3n2(—7)1:1 — &ul — 3n2pTu2 — 322
I, 1, I, y

A representacao no espaco de estados é dada por:

pP—

A
Ch
Co

By
Dll
D2l
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(4.34)

(4.35)

(4.36)



A 1 0 0 0 0 0 |[6]
—3n2(1w—lz) 0 Py _3n2px _m 1 1
0 I I 'y 'y Iy 1y
,3n2(II,IZ) 0 Py _3n2pz _3n2pz 1 1 u
hn Iy Iy I Iy Iy Iy !
= 1 0 O 0 0 0 0 Uy |
V2 10 0 0 0 0 0 us
Ys
1 0 0 0 0 0 0
L Y 1 0 O 0 0 0 0 | U]
0 1 0 0 0 0 0
A = —377,2(],5—12) 0 R Bl = py 3n2p, 3n2p, 1 5 BQ - 1
I, I, T, T, I, I,
y 3n2py 3n2p. 1
1 - =P Lo T, I,
01 = —1 0 D11 = O 0 D12 - )
1
1 0 00 0O 0
7o ] 2 [ 0000 ] ? [ 0 ]

A planta P que denota a entrada e a saida do sistema leva em consideracao as
incertezas do momento de inércia é ilustrada na figura 4.5. P tem quatro entradas

(u1, ug, us, uy), quatro saidas (y1, Y2, ys, y) e dois estados (z1, x2).

Figura 4.5 - Entradas e saidas na planta generalizada P.
O sistema com incerteza é representado como uma transformacao matricial fracio-
naria superior

com a matriz de incerteza diagonal A = diag(d,,d,,d,), como esta na figura 4.6.
Pode-se notar que a matriz A, que sera chamada de matriz de incerteza, possui uma

estrutura fixa, o que caracteriza uma incerteza estruturada (paramétrica).
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'LLl 51/ 0 0 yl
w | =10 6 0 ys | - (4.38)
us 0 0 5,2 Ys

Figura 4.6 - Representagao da TLF do sistema com incertezas.

A figura 4.7 mostra a resposta em frequéncia para o angulo de pitch com incerteza.
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Figura 4.7 - Valor singular do angulo de pitch com incerteza.

4.4 Angulos de Roll/Yaw com Incerteza Aditiva

Nesta sec¢ao sera considerado os angulos de roll/yaw com incerteza. As equagoes de

Euler para os angulos de rooll/yaw (2.57) e (2.59) podem ser representadas na forma

matricial
MX + DX + KX = Gu + Td, (4.39)
sendo
M= I, 0 | D— 0 —n(l, —1,+1I,) |
0 I, n(l, — 1, +1I,) 0
- 4n2(Iy—IZ) 0 | GoT— 10 |
0 nZ(Iy —1,) 01
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e X = [ o } o vetor do espago de estados dos angulos de Euler.

Esse sistema matricial estd sujeito a incerteza no momento de inércia. De maneira

analoga ao angulo de pitch essa incerteza é dada por

e Primeiro bloco

Usando o conceito das transformacoes lineares fracionarias, ao inserir a incerteza no

primeiro bloco, tem-se o seguinte

v [ % ]OZ ] L +Opm(5x . +0p25 ] (41)
M:[]JIOZ + %’”i”%i] (4.42)
M = M + M,A,,, (4.43)
a inversa é dada por
M~ = (M"M + A,) "M, (4.44)
Usando o lema de inversao de matriz
Mt =M1~ M 'MAy(Taxe + M M,A,) M (4.45)
A formulacao geral da TLF é dada por
Fu(Qu, An) = Quizz + Quar Ap(I — QumiAnr) ™' Qana, (4.46)

sendo Qn11 = _MilMpv Quiz = M7Y, Quan = _MilMp e Qura2 = M1, Dessa

forma, tem-se
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_N'M, N
= _ ) 4.47
Qur [ L M*] (447)
e Segundo bloco

Para o segundo bloco com incerteza tem-se a seguinte matriz

0 —n (I, + pube — Iy — S, + I.) + p.9.,

D = _ _ _
[ n([x + pxax - Iy - pydy + [z) + pzéz O

Apoés algumas manipulagoes, obtém-se

Oa 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0
B 0 —n(Iy — Iy + I.) 0 —-pz 0 —p: 0 —py 0 0 6 O 0 O
| ne-IL,+ 1) 0 pe 0 p. 0 py, O 0 0 0 46 0 0
0 0 0 0 & O
0 0 0 0 0 3§
D=D+ D,Aq11,. (4.48)
A formulagao geral TLF é dada por
F.(Qp,Ap) = Qpaz + QparAp(I — Qp1ilAp) ' Qpiz, (4.49)
sendo @ pi1 = Osxe, @p12 = lp, @po1 = D, e Qpa = D. Dessa forma, tem-se
Osx6 1lp
= - 4.50
Qp [ D, D (4.50)
e Terceiro bloco
O terceiro bloco com incerteza é dado por
4n®(I, + py6, — I.) — p.6. 0
K- | AUy tp ) =P . i . (451)
0 n* (L, + pydy — Iy — pu0s)
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Ap6s algumas manipulacoes, obtém-se

[ 5, 0

0 4y

Ko | 4, 1) o0 ] [0 00 —ap 0 0 0
0 n?(I, — I) 0 p, 00 O —Pz 0 0

0 0

0 0

K = K + K,Axllg

Forma geral da TLF

Fu(Qr, Ax) = Qrar + Qra1Ax (I — Qr11A k) ' Qxio,

S o o

o o O

o o & o o o

o & o o o o
o o o o o

(=2
8

(4.52)

(4.53)

sendo Q11 = Opxe, @12 = i, Qra1 = K, € Qra2 = K. Dessa forma, tem-se

| Oexe Ik

O diagrama de blocos do sistema com incerteza é dado pela figura 4.8.

As equagodes que relacionam as entradas com as saidas sao dadas por

Upnr
Gu+Td — (vp + vk)

)

Ym | —MﬁlMp M1
X | | -M'M, M

Yo | _ Osxe IIp
UD Dp D

Up
X b
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(4.55)

(4.56)

o o o o

o O O = O

(e 9)
8




Figura 4.8 - Planta com incerteza para roll e yaw

K ] . (4.57)

Definindo x1 = ¢, x9 = ¥, x3 = ¢ e x4 = 1. As equagbes no espaco de estados serdao

L'Ul = I3 (458)
jfg = X4 (459)
X = :?3 ] =M "Myup + M 'Gu+ M 'Td— M~ (vp + vg) (4.60)
T4
yuy = M 'Myuy + M 'Gu+ M'Td — M (vp + vg) (4.61)
yp = IpX (4.62)
yg = IgX (4.63)
VUp = DpUD + DX (464)
vg = Kyug+ KX (4.65)
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Para eliminar vp e vk faz-se o seguinte:

dessa forma,

T3

T4

Up + Vg = DpuD + DX + KpuK + DX,

De maneira analoga

(4.66)

= —M'KX — M"'DX — M~ Myuyr — M~ Dyup — M~ Kyue + M~ Td + M~ Gu.

yar = —MTEX — MTUDX — M~ Myug — M7 Dyup — M~ Kyue + M7 Td + M~ Gu,

Colocando as equagoes acima no formato matricial

1
T
T3
T4
Ym
YD
Yk

O sistema com incerteza ¢é representado como uma transformacao matricial fra-

ciondria superior

Figura 4.9 - Representacao da TLF do sistema com incertezas.

S =

0
1
e
e
HP

0
0
0

1

1

o O

0

0
,MflMp
~M~*M,

o O O O
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A relagao das entradas com as saidas do bloco de incertezas é dada por

Uy Ay 0 0 Ym
Up = 0 AD 0 Yp . (467)

Escrevendo (4.67) de maneira reduzida
d= Az

A é a matriz de ganho normalizada das incertezas nos momentos de inércia, Z é a
saida do sistema nominal para o bloco das incertezas, e Z é a entrada do bloco das

incertezas no sistema nominal.
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5 CONTROLE OTIMO

O objetivo da teoria de controle 6timo é determinar os sinais de controle que resultam
em um processo que satisfaca os vinculos fisicos e ao mesmo tempo minimize ou

maximize algum critério de performance (KIRK , 2004).
5.1 Regulador Linear Quadratico (LQR)

O problema do regulador consiste em aplicar uma entrada de controle em uma
planta em que os estados sao diferentes de zero e fazer com que os estados sejam zero
ou um valor proximo de zero. Este problema geralmente ocorre em quando a planta

estd sujeita a perturbacoes nao desejadas (a atitude de uma satélite por exemplo).

No caso do regulador linear quadratico (LQR), assume-se que todos os estados

estao disponiveis para realimentagao. Considere a dinamica do sistema dada por

#(t) = Ax(t) + Bul(t), (5.1)

y(t) = Cu(t), (5.2)

sendo A uma matriz n X n, B uma matriz n x m, C' uma matriz £ x n e D uma

matriz k X m.

Define-se uma funcao de custo dada por

J = /Ooo[xT(t)Qx(t) 4w (t) Ru(t)]dt. (5.3)

O funcional J representa a soma da energia dos estados e do sinal de controle
que deve ser minimizado em relacdo ao sinal de controle u. A matriz de peso )
¢ uma matriz semi-definida positiva que penaliza os estados e a matriz de peso
R é uma matriz definida positiva e penaliza os sinais de controle. Se a matriz @)
aumenta enquanto R permanece constante, o tempo de acomodacao sera reduzido
assim como os estados aproximarao de zero com uma razao maior. Se R é muito
maior se comparado com (), a energia de controle é penalizada de maneira mais

intensa.

Para resolver o problema de controle 6timo usa-se o principio de Pontriagin (KIRK
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, 2004). Primeiro, definisse a hamiltoniana
1
H(z, A\ t) = §(xTQx +u” Ru) + AT (Ax + Bu). (5.4)

De acordo com o principio de minimizacao, o controle 6timo e as trajetérias dos

estados devem satisfazer as seguintes equacoes

. _ oH

TN

. oOH

-5 = = (5.5)
oOH
o -

sendo x(0) = xy 0 estado e A(T") = 0 é o vinculo.

Usando o sistema dado pela equagao (5.1), as equagoes se tornam

© = Ax+ Bu,
—)N = Qu+ AT, (5.6)
u* = —R'BY)

sendo u* o sinal de controle 6timo e R uma matriz positiva definida na qual a sua
inversa existe. As equacoOes diferenciais acima formam um problema de valor de
contorno em dois pontos que por causa da condicao de contorno mista, torna-se

dificil encontrar uma solugdo numérica. Escrevendo (5.6) no formato de espago de

]

A matrix no lado direito é conhecida como a matriz hamiltoniana, H, e possui uma

estados

A —BR'BT

—Q AT A

v ] . (5.7)

importancia muito grande na teoria do LQR. O problema de valor de contorno me
dois pontos nao precisa necessariamente ser resolvido, para isso faz-se a seguinte

substitui¢ao

A= Pz, (5.8)

Diferenciando ambos os lados da equagao (5.8) e substituindo na equacgao (5.7),
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tem-se

A dP dz

a ~ ot
apr 1T
= ot PAxr — PBR " B" Pz, (5.9)
e inserindo o A da equacio (5.6)
T dp 1T
—Qxr— A" Px = e + PAx — PBR "B’ Pux. (5.10)

A equacao (5.10) deve ser verdadeira para qualquer x, assim uma condigao suficiente

para o controle 6timo é que P deve satisfazer

P
C;—t =Q+ A"P+PA—-PBR'B"P. (5.11)

A equagao (5.11) é conhecida como a equagao diferencial de Riccati. E uma equa-
¢ao diferencial nao linear de primeira ordem. A formulagao apresentada para a solu-
¢ao do LQR é conhecida como o problema de tempo finito. Toda essa formulacao do
LQR resulta em um controlador com retroacao de estados linear variante no tempo,

dado por
u(t) = —K(t)xz(t), (5.12)
sendo K(t) = R™'BTP(t).

Na situacao em que o processo a ser controlado reside em um intervalo de tempo
infinito fornece uma solugao simples para encontrar o controlador do LQR (KIRK
, 2004). Se o par (A, B) é controldvel, o par (A,C) é observavel e as matrizes A,
B, R e @ sao constantes, P(t) — P(uma matriz constante) quando t; — oo. Se
estas condicoes sao satisfeitas, a lei de controle 6timo para um processo de duragao
infinita ¢é estaciondria. Dessa forma a equacao diferencial de Riccati (5.11) passa a

ser uma equagao algébrica

PA+ ATP +CTQC — PBR'BTP =0, (5.13)

pois, % = 0 na equagao (5.11). Dessa forma o sinal de controle que minimiza o
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funcional J é dado por
u(t) = —K,x(t), (5.14)
sendo K, = R~!BTP,

Substituindo a equagao (5.14) na equagao (5.1) ter-se-4 o controle da dinamica

em malha fechada
#(t) = (A — BK,)x(t). (5.15)

Uma propriedade do controlador LQR é que se o sistema é controlavel e observavel
o sistema em malha fechada é assintoticamente estavel, ou seja, os auto-valores de

A — BK, possuem a parte real negativa.
5.2 Filtro de Kalman

Quando nao se tem todos os estados disponiveis para realimentacao, é necessario
estimar estes estados, para isso usa-se o filtro de Kalman. O filtro de Kalman ¢é
um estimador recursivo usado amplamente, pois é de facil implementacao e devido
a sua natureza recursiva ha uma economia de memoéria de armazenamento, ja que
as observagoes sao processadas a medida que vao sendo coletadas (KUGA , 2005;
GREWAL E ANDREWS, 2001 ).

Uma abordagem do filtro de Kalman pode ser feita para o caso de um sistema

continuo e invariante no tempo:

i(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ G,w, (5.16)
y(t) = Czx(t) + v

A covariancia dos ruidos dinamicos serd E{ww’} = W > 0 e a covariancia dos
rufdos de medida serd E{vv’} =V > 0.

Se o sistema for observavel é possivel encontrar um ganho 6timo, conhecido como
ganho de Kalman, capaz de estimar os estados nao disponiveis para medida. Neste
caso o filtro de Kalman terda a forma de um observador de estados, que tem como
entrada os vetores de saida y e o sinal de controle u e como saida o vetor de estado

estimado z. O filtro de Kalman utiliza a matriz de ganho 6tima dada por

Ky =P, C'V (5.17)

20



sendo que Py = PfT > 0 é solucao unica da equacao de Riccati invariante no tempo

dada por
Py AT + APy + P;CTV'OPy + BWBT = 0. (5.18)
Dessa forma a equacao de estados do filtro de Kalman sera

2(t) = At + Bu+ K;(y — C%). (5.19)

Figura 5.1 - Estrutura do filtro de Kalman.

5.3 Regulador Linear Quadratico Gaussiano (LQG)

Considerando uma planta em que nem todos os estados estao disponiveis para re-
alimentacao e o sinal de medida é corrompida por ruidos, temos a seguinte dinamica

do sistema

t(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ G,w, (5.20)
y(t) = Cuz(t) + Dyv.

O LQG ¢ a técnica de controle que combina o LQR com o filtro de Kalman (ver
figura 5.2), que consiste em encontrar um compensador que, ao utilizar as entradas u
e as medidas y, gera um sinal de controle que minimiza a funcao de custo dada pela
equacao (5.3) para o sistema estocéstico dado pela equagao (5.20). Desta forma, o
LQG se divide em dois subproblemas diferentes: o subproblema do regulador que é

o LQR, e o subproblema da estimativa de estados, resolvido pelo filtro de Kalman.
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Figura 5.2 - Diagrama de blocos do LQG.

O sinal de controle do LQG ¢é dado por
u(t) = —K,z(t), (5.21)

sendo que K, é o ganho dado pelo LQR e Z(t) o estado estimado pelo filtro de

Kalman. A equagao de estado do filtro de Kalman (observador) é dada por
z(t) = Az(t) + Bu(t) + K;(y — Ci), (5.22)

o ganho de Kalman ¢ representado por K. O Filtro de Kalman ¢ 6timo quando as
perturbacoes que afetam a dinamica do processo e da medida sao modelados como

um ruido branco.
Substituindo a equagao (5.21) na equagao (5.22), tem-se
#(t) = (A — BK,)% + K;(y — C%), (5.23)
que é a equacao do novo estado estimado através do Filtro de Kalman.

A funcao de transferéncia do compensador do LQG é dada por
KLQG = KT(SI—A—FBKT—i-KfC)ile. (524)

Algo importante que deve ser ressaltado é que o LQG nao possui uma garantia
de estabilidade, como acontece no LQR (DOYLE , 1978 ). Na verdade essa margem é
pequena. Fazendo algumas mudancas nas matrizes (), R e na intensidade dos ruidos,

pode ser observado que as propriedades dos sistema sao drasticamente afetadas.
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Figura 5.3 - Estrutura do LQG.

54 LTR

Visto que o LQR e o filtro de Kalman possue boas propriedades tais como boa
robustez e desempenho, é de se esperar que o mesmo acontecesse com o LQG, porém
isso nao acontece, pois o LQG apresenta uma margem de estabilidade pequena.
Felizmente hd uma maneira de projetar o compensador tal que todas as propriedades

de robustez e desempenho sao recuperadas.

A funcao de transferéncia em malha aberta do LQR é dada por
Ly =K. (s — A)7'B. (5.25)

A funcao de transferéncia em malha aberta do LQG é dada por
Ly=K,(sI — A+ BK, + K;C)'K;C(s — A)"'B. (5.26)

A idéia do LTR é fazer com Ly se aproxime de L a partir do projeto do ganho de
Kalman, que no processo de recuperacao podera ser aumentado até que as proprie-
dades de robustez e performance sejam recuperadas ( DOYLE; STEIN, 1979 ). Deve-se
levar em consideracao que a planta é de fase minima, ou seja, nao possui zeros no

semi-plano direito 77 .

Tem-se as seguintes consideracoes: ®(s) = (s[—A)"te U(s) = (s[—A+BK,)™ L.
Dessa forma, a equacao (5.26) pode ser escrita da seguinte maneira (sendo ® em vez

de ¢(s), etc)

Ly=K,(¥ '+ K;C)'K;C®B, (5.27)
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que apos algumas manipulagoes se torna
Ly = K, YK;[I + CVK;] 'C®B. (5.28)

Agora o ganho de Kalman K serd calculado com a matriz de covariancia dos

ruidos dinamicos dada por

sendo ¥ = X7 > 0, e ¢ é um parametro positivo e real. Neste caso W, pode ser uma
estimativa do valor real da covariancia do ruido dindamico (w). Para realizar o LTR
é necessario aumentar o valor de ¢, teoricamente aumentar até um valor muito alto
( MACIEJOWSKI, 1989 ; SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ).

Substituindo W na equagao (5.18), obtém-se

PfAT n APf i Pchv—lcpf n BW()BT

+ BY.BT =0. (5.30)
q q q q

Se a planta nao possui zeros no semi-plano direito e o nimero de entradas for
igual ao niimero de saidas, tem-se
. P
lim —L = 0. (5.31)
q—0o0 q
Quando g = 0, o filtro serd 6timo com respeito ao ruido verdadeiro (modelado).
Quando g aumenta o filtro nao ird funcionar completamente para a rejeicao do ruido,
porém haverd uma melhora significativa da estabilidade em malha fechada ( DOYLE;
STEIN, 1979 ).

Das equagoes (5.30) e (5.31), tem-se

lim (BEBT)V2 = p,CcTV 12, (5.32)
Porém
Ky =P,V (5.33)
entao
K¢ — ¢"?BxV?v =12 quando ¢ — . (5.34)
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Considerando que ¥ = I e que C'(sI — A)~! B nao possua zeros no semi-plano direito
K;— ¢"*BV~Y*  quando ¢ — occ. (5.35)
Substituindo a equagao (5.35) na equagao (5.28), obtém-se

L, —  ¢VKYBVVHI 4+ ¢2CUBVY2TIC®B  quando ¢ — oo
40 K UBVTV2CUBVYATIOBB. (5.36)

Assumindo que CV B é quadrada, isto é, a planta possui 0 mesmo nimero de entra-

das e saidas e notando que
U = ®[] + BK,®] (5.37)
obtém-se

lim Ly = K,WB(CVYB) 'C®B, (5.38)

q—0

que apos algumas manipulagoes, chega-se ao seguinte resultado

lim L, = K, ®B. (5.39)
q—00
Nota-se que o lado direito da equacao é a funcao de transferéncia em malha aberta
do sistema com o LQR (5.25).

Ha uma vasta literatura sobre o desenvolvimento e as aplicagoes do LTR. Porém
como um método para controle multivaridavel o LTR é muito limitado em sua apli-
cabilidade e algumas vezes o seu uso se torna dificil. A sua principal limitacao é
que s6 pode ser aplicado para plantas de fase minima. Isso ocorre porque o proce-
dimento de recuperacao acontece através do cancelamento dos zeros da planta, e o
cancelamento dos zeros de uma planta de fase nao minima pode levar o sistema a
instabilidade. Quando se deseja uma recuperacao completa, faz se necessario atingir
o limite ¢ — oo, porém nesse limite os ganho ficam muito altos, causando assim pro-
blemas na dinamica nao modelada. Dessa forma, no procedimento de recuperacao
evita-se chegar ao limite, seleciona-se um conjunto de valores para ¢ e escolhe um
valor que seja aceitdvel (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ).
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6 CONTROLE ROBUSTO

Os controladores Hy e H,, sao as duas principais correntes na teoria de controle
robusto. A interpretacao da norma Hy no dominio do tempo é a medida da energia
do sinal de saida do sistema devido uma entrada impulso e esta relacionada ao de-
sempenho. A norma H,, representa a maxima amplificacao do sinal de saida devido
a uma entrada senoidal e esta relacionada a robustez. A combinagao do controle Hy

e H., e chamada de controlador misto Hy/H .

6.1 Normas

Figura 6.1 - Sistema G.

Dado o sistema da figura 6.1, com uma fun¢ao de transferéncia matricial G(s) e
uma matriz de resposta ao impulso g(t), pode-se calcular o desempenho do sistema
através de uma norma, pois dado um sinal de entrada w, calcula-se o quanto a saida

2z(t) vai aumentar ou diminuir.

Os sinais de saida sao analisados através da norma-2,

=t = \/Z | ampar (6.1

Neste trabalho sera estudado dois tipos de normas: a norma H, e a norma H...

Cada uma possui uma interpretagao e seu entendimento é fundamental para a apli-

cagao dos controladores Hy ¢ H.
6.1.1 Norma H,

Considera-se uma planta G(s) dada por

G(s)=C(SI —A)'B+ D, (6.2)
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essa planta é estritamente prépria, i.e. D = 0. Para a norma H, usa-se a norma
de Frobenius para uma matriz ([|G(jw)||% = >, |Gi(jw)]?) e integra-se sobre a

frequéncia

IG(s)ll2 = \/% /Oo tr(G(jw) " G(jw))dw. (6.3)

Pode ser observado que G(s) deve ser estritamente prépria, caso contrério a norma
H, seria infinita. Pelo teorema de Parseval ( DOYLE et al. , 1992 ), a equagao (6.3) é

igual a norma H, da resposta ao impulso

IGs) = g £ \/ e ARG (6.4

A norma H, pode ser interpretada como a norma-2 do sinal de saida devido a
varias entradas tipo impulso unitério 0,(¢), e essas entradas que acontecem uma
apds a outra permitem que o sinal de saida va a zero antes da aplicacao da proxima
entrada (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). De maneira mais clara

sendo z;(t) o vetor de saida resultado da aplicacdo de um impulso unitario d; na
i-ésima entrada. Dessa forma a norma H, possui a seguinte interpretacao determi-

nistica

G = mas ()] (6:5)

A matriz de resposta ao impulso é dada por

0 t<0
9() = { Cer'B 4+ Ds(t) ¢ >0 6.7

Para o cdlculo numérico da norma Hs, considera-se a realizacao em espaco de
estados G(s) = C(sI — A)"'B e substitui-se a equagao (6.7) na equagao (6.4),

obtendo o seguinte resultado

1G(s)ll2 = Vtx(BTQB), (6.8)
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|G (s)]l2 = Vtx(CPCT). (6.9)

Sendo P e () as observabilidade e controlabilidade Gramian, respectivamente, que

sao dadas por

= / A" BBT A dr, (6.10)
0

Qé/ AT Ot Ol dr. (6.11)
0

6.1.2 Norma H_

Considere um sistema préprio e linear G(s) (i.e. D # 0 é permitido). Para a norma
H, usa-se o valor singular (norma-2 induzida) espacial (para matriz) e seleciona-
se o valor maior valor (pico) como uma fungao da frequéncia (SKOGESTAD; POS-
TLEHWAITE , 2005 )

1G(5)l £ maxa(G(jw)). (6.12)

Em termos de desempenho pode ser visto a partir da equacao (6.12) que a norma
H,, é o pico da magnitude da fungao de transferéncia. No entanto a norma H.,

possui muitas interpretacoes de desempenho no dominio do tempo.

Uma interpretagao da norma H., é que ela representa o ganho do pior caso para
uma entrada senoidal em qualquer frequéncia. Fazendo t — 0o, e seja z(w) a resposta
do sistema a uma entrada senoidal persistente w(w) tem-se z(w) = G(jw)w(w). Em
uma dada frequéncia w, a amplifica¢ao (ganho) ||z(w)||2/]|w(w)||2 depende da direcao
de w(w), e o ganho no pior caso de diregao é dado pelo maximo valor singular:

o [z(w)l]2

0(G(jw)) = max ————. 6.13

(G(jw)) X @ (6.13)
O ganho também depende da frequéncia, e o ganho para o pior caso é dado pela

norma H.:

G e = max s T
W ww#o |lww)]ls  llww)ll=1

[2(w)l2- (6.14)
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A norma H, ¢ calculada numericamente como o menor valor de 7y tal que a matriz

hamiltoniana ~#nao possua autovalores no eixo imaginario, sendo A dada por

A+ BR'DTC BR'BT
H= . (6.15)
~CT(I+ DR™'DT)C —(A+ BR™'DTC)T
e R = v*I — DTD ( ZHOU et al., 1996 ). Esse procedimento ¢é iterativo, e pode-se
comegar com um valor grande para v e reduzi-lo até que o autovalor imaginério de

H apareca.
6.2 Desigualdades Matriciais Lineares

Na teoria de controle encontra-se uma grande variedade de problemas que po-
dem ser reduzidos a problemas padroes de otimizacao convexos ou quasi-convexos
que envolvem LMIs (Linear Matrix Inequalities). Esses problemas podem ser re-
solvidos numericamente de forma eficaz usando os métodos dos pontos interiores,
encontrando assim uma solugao atrativa para o problema original (GAHINET et al. ,
1995).

O uso de LMIs na anadlise de sistemas dinamicos comegou com Lyapunov em 1890
quando ele publicou o trabalho no qual hoje chamamos de teoria de Lyapunov. Ele

mostrou que a equagao diferencial

d

%x(t) = Az(t) (6.16)

¢ estavel se e somente se existe uma matriz P positiva-definida tal que
AP+ PA<O. (6.17)

A condicdo ATP + PA < 0 é o que chamamos de inequacao de Lyapunov em
P, que é uma forma especial de LMI. Lyapunov também mostrou que esta LMI
poderia ser resolvida. Na verdade, pode-se escolher qualquer Q = QT > 0 e resolver
a equacao linear ATP + PA = —(Q para a matriz P, que é positiva-definida se os

sistema (6.16) é estavel.

Em 1940 Lur’e, Postnikov, e outros na Uniao Soviética aplicaram o método de
Lyapunov em alguns problemas especificos e praticos da engenharia de controle,

especificamente no problema de estabilidade de sistemas de controle com nao li-
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nearidade no atuador. Apesar de nao terem escrito as matrizes na forma de LMI,
os critérios de estabilidade tinha forma de LMI. Essas inequacoes foram reduzidas
a inequagoes polinomiais e resolvidas analiticamente. Obviamente esse método era

limitado a sistemas pequenos de no maximo terceira ordem.

O proximo avango feito na teoria foi em 1960, quando Yakubovich, Popov, Kalman
e outros pesquisadores que tiveram sucesso em resolver problemas de ordem maiores
através de métodos graficos, usando o que hoje é conhecido por lema positivo-real
(PR).

O lema PR e suas extensoes foram estudadas intensivamente na metade da década
de 1960, e foi relacionado a ideias de passividade, critério do ganho pequeno intro-
duzido por Zames e Sandberg, controle 6timo quadratico. Em 1970, foi descoberto
que o lema PR poderia ser resolvido nao apenas por métodos grafico, mas também
resolvendo uma equagao algébrica de Riccati (EAR). Em 1971 Willems (1971 ) fez

o seguinte para o problema do controle quadratico étimo

ATP 4+ PA PB+CT
e +PA+Q +C

6.18
BTP+C R (6.18)

essa equacao pode ser resolvida através do estudo de solugoes simétricas da EAR
ATP+PA— (PB+CHR-1(B"P+C)+Q =0 (6.19)
que pode ser resolvida por varios métodos.

Em 1971, pesquisadores ja conheciam muitos métodos para resolver alguns tipos
especiais de LMIs: direto (para pequenos sistemas), métodos graficos, e resolvendo
as equagoes de Lyapunov ou Riccati. Todos esses métodos oferecem uma solugao

analitica para algumas LMIs.

Em 1971 foi sugerido que um algoritmo computacional poderia ser mais eficiente
para resolver LMIs. A partir dai comega um novo capitulo no estudo das LMIs. Um
grande avanco pode ser resumido na seguinte frase: As LMIs que aparecem na teoria
de controle podem ser formuladas como uma otimizagao convexa (ver apéndice A)

que sao viaveis para solucoes computacionais.

Essa observagao foi feita de maneira explicita por varios pesquisadores. Pyatnitskii
e Skorodinskii (1982 ) foram os primeiros pesquisadores que fizeram esses pontos

claros e completos. Eles reduziram o problema original de Lur’e (caso estendido de
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miltiplas ndo linearidades) a um problema de otimizagao convexa envolvendo LMIs,
que foi resolvido usando o algoritmo elipsoide. Pyatnitskii e Skorodinskii (1982 )
também foram os primeiros a descrever a funcao de Lyapunov como um problema

de otimizacao convexa, e aplicar um algoritmo que garante uma solucao otimizada.

O capitulo final dos estudos sobre LMIs sao relativamente recentes e de grande
importancia pratica: o desenvolvimento de métodos eficientes como o método do
ponto-interior resolve as LMIs que surgem na teoria de controle. Karmarkar’s publi-
cou varios trabalhos na drea de métodos de ponto-interior para programacao linear.
Em 1988, Nesterov e Nemirovskii desenvolveram métodos de ponto-interior que se

aplicam diretamente a problemas convexos envolvendo LMIs.
Em resumo, os principais eventos na histéria das LMIs na teoria de controle foram:
e 1890: a primeira LMI aparece; solucao analitica da LMI de Lyapunov atra-
vés da equacao de Lyapunov;

e Década de 40: aplicacao dos métodos de Lyapunov a problemas reais da

engenharia de controle. Pequenas LMIs resolvidas analiticamente;

e Inicio da década de 60: o Lema Real-Positivo fornece técnicas graficas para

resolver uma outra familia de LMIs;

e Final dos anos 60: a observacao de que a mesma familia de LMIs pode ser

resolvida resolvendo uma EAR (Equagao Algébrica de Riccati);

e Inicio dos anos 80: reconhecimento de que muitas LMIs poderiam ser re-

solvidas pelo computador através da programacao convexa;
e Final dos anos 80: desenvolvimento dos algoritmos de pontos-interiores,

poderosos e eficientes, para tratamento das LMIs.

Uma desigualdade matricial linear (LMIs) possui a seguinte forma

F(z) 2 Fy+ ) a;F; >0, (6.20)

=1

sendo

o r=(x1-x,)" €R™ a varidvel;
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o F,=F! € R"™" a matriz simétrica;
e o simbolo de inequagado, >, significa que a matriz F'(x) é positiva definida,

i.e., ul F(z)u > 0 para todo u € R" diferente de zero;

H&4 também LMIs na forma F(x) > em que o sinal > significa que a matriz é

semidefinida positiva, e LMIs na forma F'(z) < 0 que sao equivalentes a —F'(x) > 0.

Um conjunto de miltiplas LMIs, tais como FM(x) > 0, ...,F® > 0, pode ser

agrupado em apenas uma LMI:

Fi(z) 0 - 0
! Fal) ? >0 (6.21)
0 0 F,(z)

como consequéncia nao hé distingao entre um conjunto de LMIs e apenas uma LMI.
6.2.0.1 Complemento de Schur

Quando as matrizes F; sdo diagonais, a LMI F(x) > 0 é apenas um conjunto de
inequagoes nao lineares. Inequagoes nao lineares (convexas) sao transformadas em

LMIs usando o complemento de Schur. A ideia é a seguinte: a LMI

> 0. (6.22)

[ Qx)  S(x)
S(x)T R(z)
sendo as matrizes Q(z) = Q(z)T, R(z) = R(x)", e S(z) = S(z)T , é equivalente a

R(z) >0 Q(z) — S(x)R(z)~'S(z)" > 0. (6.23)

Em outras palavras, o conjunto de inequagdes nao lineares (6.23) pode ser represen-

tado como uma LMI.
6.2.0.2 Variaveis matriciais

H4a muitos problemas em que as varidveis sao matrizes, por exemplo, a inequacao

de Lyapunov

ATP 4+ PA <O, (6.24)
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sendo a matriz A € R"*" dada e P = PT a varidvel. Neste caso nio se escreve a LMI
explicitamente na forma F'(z) > 0, mas deixa-se claro que matrizes sdo as varidveis.
A frase “a LMI ATP + PA < 0 em P 7significa que a matriz P é uma varidvel.
Deixando LMIs na forma condensada como (6.24), pode-se realizar um célculo mais

eficiente.

Um outro exemplo é o caso da inequacao quadratica matricial
ATP+ PA+PBR'B"P+Q <0, (6.25)

sendo A, B, Q = Q7, R = RT > 0 matrizes de tamanhos apropriados, e P = PT
é a variavel. Note que essa é uma inequacao matricial quadratica em P. Pode-se

expressar essa inequacao da seguinte forma

—ATP—PA-Q PB+CT”

> 0. 6.26
BTP+C R (6:26)

Essa representagao mostra que a inequagao matricial quadratica (6.25) é convexa
em P, o que nao é obvio.

6.2.0.3 Vinculos lineares

Em alguns problemas encontram-se vinculos lineares nas variaveis, por exemplo
P >0, ATP 4+ PA <0, TrP =1, (6.27)

sendo P € R¥* ¢ a variavel. Pode-se eliminar o vinculo para escrever (6.27) na
forma F(x) > 0. Seja P, ...,P,, a base para matrizes simétricas k X k com trago
igual a zero (m = (k(k + 1)/2) — 1) e seja Py uma matriz simétrica k x k com
TrP, = 1. Entdo faz-se Fy = diag(Py, —AT Py — PyA) e F; = diag(P;, —AT P, — B A)

parat=1,...,m.
6.2.1 Tipos de problemas LMI

Ha varios tipos diferentes de problemas abordados via LMI, esses subgrupos de
problemas incluem problemas de viabilidade, problemas de autovalor e problema de

autovalor generalizado.
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6.2.1.1 Problemas viabilidade de LMI

Dada uma LMI F'(x) > 0, o problema LMI correspondente é encontrar z* tal que
F(z*) > 0 ou determinar que a LMI ¢ invidvel. Esse é o problema de viabilidade

convexa.

Como um exemplo, considere o problema de estabilidade de Lyapunov: E dado
A; € RV i =1,..., L, encontrar P que satisfaca a LMI

P >0, ATP 4+ PA <0, i=1,..L, (6.28)
ou determinar que tal P nao existe. Determinar que tal P nao existe é equivalente
a encontrar @, ..., Qr, sendo que nem todos sao diferentes de zero, tal que

L

Qo>0,...Qp >0 Qo =Y (QA] + AiQs), (6.29)

=1

6.2.1.2 Problemas de autovalor

O problema de autovalor consiste em minimizar o maximo autovalor de uma ma-
triz que depende das varidveis matriciais, sujeito a um vinculo LMI (ou determinar

que tal vinculo é invidvel )

minimizar A (6.30)

sujeito a M —A(x) >0, B(z)>0 (6.31)

A e B sao matrizes simétricas que dependem da variavel de otimizacao z. Esse é um

problema de otimizacao convexa.

O célculo da norma H,, de um sistema linear também pode ser tratado como

uma LMI. Considere o sistema linear

& = Az + Bw (6.32)
z=Czx+ Dw (6.33)

o problema de encontrar a norma H., da funcao de transferéncia matricial T, de

w para z é equivalente ao seguinte problema de otimizagao em P > 0 (SKOGESTAD;
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POSTLEHWAITE , 2005 )
minimizar vy
tal que

AP+ PA PB CT
BTP I DT | <o. (6.34)
C D ~I

apesar de que v > 0 ser Unico, nao se pode garantir que P > 0 seja tnica. Esse

problema pode ser resolvidos usando software, tal como MATLAB.
6.2.1.3 Problemas de autovalor generalizado

O problema de autovalor generalizado consiste em minimizar o maximo autovalor
generalizado de um par de matrizes que dependem de uma variavel, sujeito a um

vinculo LMI. A formulacao é a seguinte:

minimizar A (6.35)

sujeito a AB(z) — A(x) >0, B(z)>0, C(z)>0 (6.36)

A, B e C s@o matrizes simétricas que sao fung¢oes afim de z. O problema pode ser

expressado da seguinte maneira

minimizar Amaz(A(z), B(x)) (6.37)
sujeito a B(z) >0, C(z)>0 (6.38)

sendo A\pe(X,Y) 0 maximo autovalor generalizado de AY — X com Y > 0, i.e., o

1/2

maior autovalor da matriz Y ~/2XYY ~1/2. Este problema é um problema de otimi-

zagao quasi-convexo visto que o vinculo é convexo e o objetivo A\pq.(A(z), B(x)), é

quasi-convexo.

Uma forma alternativa para esse problema é

minimizar A (6.39)

sujeito a A(z,\) >0, (6.40)

sendo A(z,A) afim em z para fixo A e afim em \ para fixo z, e satisfaz a condicao
A> = Az, \) > Az, ).
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Um exemplo desse problema é

maximizar  « (6.41)

sujeito a —ATP - PA—-2a>0, P>0 (6.42)

a matriz A é dada, e as varidveis de otimizacao sao as matrizes simétricas P e o

escalar a.
6.2.2 Meétodo do ponto interior

Resolver esses problemas formulados anteriormente significa determinar se o pro-
blema é viavel ou nao, e se for, calcular o ponto de viabilidade com um valor objetivo

que excede o minimo global por menos que algum dado valor de precisao.

Nesse trabalho sera usado a fungao hinfmiz, essa fungao otimiza a LMI através do
método dos pontos interiores (GAHINET et al. , 1995) e calcula o controlador misto

Hy/H,,. Alguns detalhes serao mostrados mais adiante.
6.2.3 Regioes LMI

Estabilidade é o minimo de exigéncia de um sistema de controle. No entanto,
na maioria das situacoes praticas, um bom controlador também deve fornecer uma
resposta rapida e amortecida. Uma maneira garantir um transiente satisfatorio é
colocar os pélos da malha fechada em uma regiao estratégica do plano complexo. Essa
técnica é chamada de alocacao de polos regional, em contraste a alocacao de pdlos
pontual em que os pdlos sao colocados em algum lugar especifico do plano complexo.
Alocagao de pdlos regional pode ser aplicado em conjunto com os controladores H,
Hy e Hy/H,, ( CHILALI; GAHINET, 1996 ).

As regioes consideradas nesse trabalho sao regioes LMI que foram introduzidas
por Chilali e Gahinet (1996 ). Essa classe de regido abrange uma grande variedade

de regioes, tais como, semi-planos, discos, conicas, entre outras.

Serao usadas as seguintes defini¢oes: ® ¢ o produto de Kronecker, M = []1<1<m
significa que M é uma matriz m X m com uma entrada genérica puy ( CHILALL
GAHINET, 1996 ).

Um subconjunto D do plano complexo é chamada de regiao LMI se existe uma
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matriz simétrica fj; € R™*™ e uma matriz oy € R™*™ tal que
D={zeC:Fp<0,} (6.43)
com
fo(2) = a+ 28+ 28" = [ + Bz + BuZli<ki<m. (6.44)

Fp é chamada de fungao caracteristica de D. Alguns exemplos de regioces LMI sao:

e semi-plano Re(z) < —a: fp(z) =2+ 2+ 2a < 0;

e disco centrado em (—¢,0) com raio r:

-r q+=z

fp(z) = <0 (6.45)

q+z —r

e coOnica centrada na origem e angulo interno 6.

fols) = [ seng(z +Z) cosg(z —Z2)

~ 0 1 <0 (6.46)
cosz(z — 2) seng(z+ 2)

Vale destacar alguns fatos sobre regices LMI

e Interseccoes de regioes LMI também sao regioes LMI;

e Qualquer regiao convexa que é simétrica com respeito ao eixo real pode ser

aproximada a uma regiao LMI;

e Uma matriz real A é D-estavel, i.e., posui todos o seus autovalores na regiao

LMI D, se somente se existir uma matriz X simétrica tal que

Mp(A,X) = a®X+8®(XA)+8"®(ATX) <0, X >0.
= [Ozle + B AX + BlkXAT]lgk,l§m~ (647)

Alocagao de pdélos regionais LMI pode ser tratado como um problema

de otimizacao convexa.
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6.3 Projeto dos Controladores

Nesta secao serd estudado os controladores Hy, Ho, e Hs/H,,. Essas técnicas
de controle podem ser abordadas de varias maneiras diferentes, nesta secao sera
mostrado a solugao para o Hy e Hy, via ARE e LMI. O controlador misto Hy/H,

serd resolvido apenas via LMI.
6.3.0.1 Formulagao Geral

Ha varias maneiras de formular o problema de controle por retroagao afim de
aplicar a otimizacao da norma Hy e H.. E muito importante ter uma formulagao
padrao no qual qualquer problema particular possa ser manipulado. Tal formulagao

para a aplicacao da otimizacao da norma Hy e H,, pode ser observado na figura 6.2

Y

Figura 6.2 - Sistema G com o controlador K.

Esse sistema ¢ descrito por

HESIHE

A planta P generalizada é dada por

Pii(s) Pia(s)
Pgl(S) PQQ(S)

[ v ] . (6.48)

A B B
P - Cl Dll D12 . (649)
C’2 D21 D22

Os sinais sao

e w: variaveis de controle;
e w : sinais de perturbacao e de comandos;

e 2 : erro a ser minimizado afim de alcangar os objetivos de controle;
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A funcao de transferéncia em malha fechada de w para z é dada por
z=F(P, K)w, (6.50)
sendo
Fi(P,K) = Py + PoK(I — PuK) ' Py. (6.51)

O controle Hy e H,, envolve a minimizacdo das normas Hs ¢ Ho, de Fj(P, K)

respectivamente.

Antes de aplicar o algoritmo para se resolver o problema de controle Hy e H, €

necessario fazer as seguintes consideracoes

(A1) (A, By, Cy) ¢ estabilizével e observavel;

(A2) Dy5 e Doy possui rank(posto) completo;

[ A—jwl B, |

(A3) J 2 possui rank competo para qualquer w;
L Ol D12 ]
[ A—jwl B |

(A4) J ! possui rank competo para qualquer w;
L C12 D21 ]

(A5) Dll =0e D22 = 0,

A consideragao (A1) é requerida para a existéncia de um controlador estabilizavel
K, a consideragao (A2) assegura que os controladores sao préprios e realizaveis. As
consideragoes (A3) e (A4) assegura que os controlador étimo nao ird cancelar os
polos e os zeros no eixo imaginario causando assim instabilidade em malha fechada.
A consideragdo (A5) é convencional para o controle Hy e H,,, pois simplifica o

algoritmo.

Essas consideracoes estao implementadas no software usado para resolver o pro-

blema de controle Hy e Ho, (Robust Control toolbox of MATLAB).
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Figura 6.3 - configuracao do Ho.

6.3.1 Controle 6timo H,

O controle 6timo H, consiste em encontrar um controlador KA que minimiza

1 o ) )
[ Twzlle = \/%/ 1 (Tzy (JW) A Ty (Jw) ) dew;
(6.52)

A planta P é composta pela planta do modelo, as interconexoes da estrutura, e os

pesos que sao propostos pelo projetista.

A norma H, possui diferentes determinagoes deterministicas. Supde-se que na
formulagao dada pela figura 6.3 o sinal de entrada w seja um ruido branco de inten-

sidade unitaria. Tem-se entao
E{w(t)wt)"} = I5(t — 7). (6.53)

o valor esperado do sinal de erro z é dado por

E{ Jim % / ! z(t)Tz(t)dt} = BT,

-7
1 [~ . .
= on tr[(Tss (JW>HTw22 (jw))]dw, (6.54)
pelo teorema de Parseval
= || Tusll3 (6.55)

Dessa forma, minimizando a norma H, da saida (ou erro) do sistema generali-
zado, devido a entrada unitaria do ruido branco, é minimizado; o que esta sendo

minimizado é o valor quadrado médio (rms) do valor de z.
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6.3.2 LQG: Um caso especial do controlador H,

No capitulo anterior foi desenvolvido o controlador 6timo LQG para um sistema

estocdstico. Agora sera visto que o LQG é um controlador Hs. Considere o seguinte

sistema
z(t) = Az(t) + Bu(t) + wy, (6.56)
y(t) = Cz(t) + w,. (6.57)
sendo que
Wq o w 0 g
E{ wn][wd wn}}— S O] (6.58)

O LQG consiste em encontrar u = K(s)y tal que o seguinte funcional é minimi-

zado

J= E{ lim % /0 2T () Qx(t) + uT(t)Ru(t)]dt} | (6.59)

T—o0

com Q = QT >0e R= RT > 0. Para que esse problema fique no formato da norma

H,, faz-se o seguinte. Define um sinal de erro z como sendo

B Q1/2 0 T

z= [ 0 R e (6.60)
e as entradas podem ser representadas como

Wy . W1/2 0
Wy, B 0 V172

sendo w um ruido branco de intensidade unitaria. A funcao de custo do LQG pode

w, (6.61)

ser manipulada e reescrita da seguinte maneira

1 T
s=p{gm 1 [ R = 1T (6.62)
T—o0 T 0
sendo que

2(s) = Tyzw(s). (6.63)
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e a planta generalizada P é dada por

A WY?2 0 B
Q72 0 0 0
P = . 0 o g | (6.64)

C 0o VY2 9

Essa abordagem do LQG ¢ ilustrada pela figura 6.4. A aplicagdo do algoritmo
para encontrar o controlador através da minimizacao da norma Hs resulta no mesmo

controlador encontrado pelo LQG tradicional (5.24).

..................................................................

: w P :

{ . o W3 d > R —> }
w : ! z
: +yt+ 1 1 ‘ ;

E » B —O—(s] — A) 7 o (2 .

! C !

E 1| Wn + + | E
g o V2 O g
s L s

K |«

Figura 6.4 - Estrutura do LQG na configuragao geral.

6.3.3 Controle H; por Riccati

Considerando novamente a configuracao da figura 6.3, deseja-se projetar um con-
trolador que estabiliza o sistema e ao mesmo tempo minimiza a amplitude do sinal

de saida devido uma entrada w. Sera considerado a planta generalizada

T A Bl BQ T
22 = Cy 0 Doy w |- (6-65)
Yy Cy Dyl 0 (%

73



Deseja-se um controlador

| Ax B
Koo | M KPR TR (6.66)
u Ck Dk Yy
tal que a malha fechada seja dada por
AC BC
Tysy = ! ! (6.67)
Ccll Dcll

Como j4 foi explicado anteriormente o objetivo é encontrar um controlador que
estabiliza internamente o sistema e minimiza a norma Hy da funcao de transferéncia

em malha fechada de w a 2z que é denotada por ||y, |2

Considera-se as seguintes equacoes de Riccati

AT Xy + XoA — XoByBY Xy + CI Oy = 0, (6.68)
AY, + Y, AT — Y,C) C,Yy + BB = 0. (6.69)

Essas equagoes podem ser associadas as hamiltonianas ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER,
1998 )

A —B,BT
Hy = _ofC, AT (6.70)
AT —CTC
Jo = B BT yAy : (6.71)
_BBT -

que pertencem ao dom(Ric), e além do mais, X, = Ric( %) > 0 e Xy = Ric(J;) >
0. A partir dessas suposicoes tem-se as ferramentas para encontrar a solucao do

controle H,.

O controlador 6timo e tnico Hy é dado por

A L
Ky=| "0 ™2 (6.72)
-5 0
com o correspondente valor timo de ||, |2 é dado por
min| Tz, [l2 = | Ge(s) Bil3 + PG (s)]I2 (6.73)
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sendo

| ey
Gy(s) IiL B;L
Ap = A+ ByF,
Cip = Cy+ Doyl
AL = A+ L,
Ap, = A+ ByFy + LoC,
By, = B+ L,C,
By, = Bi+ LyDy
F, = —-BlX,
X, = Ric(H,)
L, = —Y,C,

Yo = Ric(Js)

(6.74)

Os detalhes das afirmacoes acima podem ser encontradas nos livros de controle

robusto, tais como ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER, 1998 ; ZHOU et al., 1996 ).

6.3.4 Controle Hy; por LMI

A norma H, pode ser calculada da seguinte maneira (SCHERER et al., 1997 )

| Tz |2 = Tr(CCllsOCCll)T7
sendo Sy a solugao da equagao de Lyapunov

AySo + SoAL + BuBYL = 0.
Visto que Sy < S para qualquer S satisfazendo

AaS + SAL + B4Bl <.
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é rapidamente verificado que ||T,,.,||3 < v se e somente se existe S > 0 satisfazendo
(6.88) e Tr(C’CllSOC’CH)T < v. Com um parametro auxiliar ¢, obtém-se o seguinte

resultado: Ay é estdvel se existe uma matriz simétrica X, = S™1 e Q tal que

AT X, + X,Ay B,
N ) (6.89)
BT —I
Cn X
© S, (6.90)
X000 =X,
Tr(Q) < v, Dy, = 0. (6.91)

6.3.5 Controle 6timo H,

O problema do controle étimo H, consiste em encontrar um controlador K que
minimiza a funcao de transferéncia de w a z., dada por T, figura 6.5. A norma

H, da funcgao de transferéncia 7). dada por

1T w20 lloo = max o (T, ) (0))- (6.92)

Figura 6.5 - Configuracao do H..

Como ja discutido anteriormente a norma H,, possui varias interpretagoes. Uma

delas é que ela representa o pico do maximo valor singular. Uma outra interpretacao
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é dada por

HTwzooHoo = max H (W)HQ ) (6.93)
w(w)#0 [[w(w)|la

sendo [|z(t)]l2 = 1/ [~ >, |2i(t)|? a norma-2 do sinal vetorial.

Na pratica nao é necessario e muitas vezes indesejavel projetar um controlador H,
6timo, porém o problema se torna mais simples quando se projeta um controlador
sub-6timo (algo muito préximo do 6timo). Um controlador sub-6timo pode ter boas
propriedades (ex. banda passante) em relacao ao étimo. Seja 7y, 0 minimo valor
de || Tz |0 Para todo K. Entao o H, sub-6timo problema é: dado um v > i,

encontrar um controlador K tal que
| Tz lloo < - (6.94)

Esse vinculo pode ser interpretado como a rejeigao a perturbagao e assegura também
a estabilidade robusta. Especificamente esse vinculo assegura que a malha fechada
permanega estével para todas as perturbagdes em que ||A|l < 1/7 (SCHERER et al.,
1997 ).

6.3.6 Controlador H, por Riccati

Considerando a seguinte planta no espaco de estados

T A B1 B2 xz
Zoo - Cool Dool DOOQ w . (695)
Yy Cy Dyl Dy2 u

Deseja-se um controlador

Koo:[mk
U

tal que a malha fechada seja dada por

AK BK
Ck Dk

K ] , (6.96)
y

Acl Bcl

Twz -
C1cl1 Dcll

(6.97)

77



De maneira analoga ao controlador Hy tem-se as seguintes equacgoes de Riccati

ATX o+ XA+ CL Coot + Xoo (v 2B1BY — ByB) X, =0, (6.98)

AYoo + Yoo AT + BiB] + Yoo (772CL Coct — CCy) Yo = 0, (6.99)

Essas equagoes podem ser associadas as hamiltonianas ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER,
1998 )

e = _eto " (6.100)
AT 110G -GG, 6.101
* | —B,BT —_A ' (6.101)

1

A priori ndo é garantido que A, Joo € dom(Ric) nem que Ric(As) > 0,
Ric(Js) > 0. Na verdade essas condigoes estao intimamente ligadas a um controla-

dor sub-6timo. Nota-se que quando v — oo entao Hy, — Hs e Joo — Jo.

Da configuracao do H,, dada pela figura 6.5 e das consideracoes feitas acima

existe um controlador K (s) tal que ||T.. |lcc <7 se e somente se
(i) A € dom(Ric) e Xoo := Ric( H) > 0.
(ii) Joo € dom(Ric) e Yo := Ric(Jx) > 0.
(il) p(XaoYoo) <7°
Apés todos esses passos o controlador K., = Fj(K,., Q) é dado por

K.(s)=| Fy 0 I : (6.102)
—C, I 0

Fo = —-BI'X,, (6.103)

Lo = =Y.CJ, (6.104)

Zoo = (I =72V X0)7}, (6.105)

Aw = A+72B Bl Xoo + BoFy + Zoo Lo, (6.106)
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e @ é qualquer fungao de transferéncia estavel e prépria tal que ||Q]| < 7. Para
© = 0 tem-se o controlador central

K.(s) = (6.107)

Fy 0

A —Zme]

Esse controlador possui o mesmo niimero de estados que a planta generalizada.

Assim como no controlador H, , esse controlador pode ser separado em estimador
T = Ad + Biy 2BY Xooi + Botu + Zoo Lo (Cyi — ) (6.108)

e uma retroagao de estados
u=F, . (6.109)

Comparando o estimador do filtro de Kalman (5.19) com o estimador (6.108),
nota-se algumas diferencas, a saber, o uso de Z L., em vez de apenas L., e o termo
adicional By (7 2BT X,2). O termo v ?B{ X& pode ser interpretado como uma
estimativa do pior caso de perturbacao. Da mesma forma, Z., L., ¢ o ganho do filtro
otimo para a estimacao do sinal de controle, u = F x, na presenca do pior caso
de perturbacdo ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER, 1998 ; SKOGESTAD; POSTLEHWAITE ,
2005 ).

Iteragao-v: Deseja-se encontrar 7,,;, com uma devida tolerancia, para isso faz-se

teste para valores de v para determinar se esse valor é menor que 7,,;, ou se € maior

qQue Ymin.-

6.3.7 Controlador H,, por LMI

O controlador H,, pode ser resolvido facilmente através das solugoes das equa-
¢oes de Riccati mostradas anteriormente, porém quando é acrescentado a alocagao
de pdlos, torna-se necessario recorrer a outros métodos para encontrara a solugao
do problema. Tratando esse problema como um problema de otimizagao convexa
usa-se LMI para encontrar a solucao. A abordagem tratada nessa secdo leva em

consideracao a alocacao de pélos.

Como j& foi afirmado anteriormente uma matriz A s6 é D-estavel se satisfazer

ATX + XA <0, X >0. (6.110)
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Dessa forma, pode-ser afirmar que o vinculo da alocacao de pélos é satisfeito se e

somente se existe Xp > 0 tal que
(XD + BuAaXp + BuXpAL)1<ki<m < 0. (6.111)

De acordo com o Bounded Real Lemma (SCHERER , 1990 ), A, ¢é estével e a
norma H, de T,,,._ é menor que 7y se e somente se existe uma matriz X, simétrica
com (WU et al. , 2009 ; GAHINET et al. , 1995)

AgX + XOOAZ B, XOOCE;
BT -1 DI | <0, Xoo > 0. (6.112)
Ochoo Dcll _721

6.3.8 Controle Misto Hy/H,,

O controle misto Hy/H,, é um problema multiobjetivo, no qual o controle por
retroacao deve responder de maneira favoravel duas especificacoes de desempenho.
Tipicamente na sintese Hy/Ho, 0 Hy é usado para aumentar a robustez do sistema,

e enquanto que o Hy garante o desempenho do sistema. Considera-se a seguinte

Figura 6.6 - Planta com perturbacao e saidas 22 € 2zso

planta em espaco de estados

T A By By
x
ol Pl w . (6.113)
zZ2 Cy Dy Dy u
Yy Cy Dyl Dy2
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Esse sistema possui duas fungoes de transferéncia: T, que é a funcao de trans-
feréncia de w a 2z e Ty, que é a funcao de transferéncia de w a z5. Deseja-se

encontrar um controlador K que no espaco de estados é dado por

) Ak B
K:| K KPR TR (6.114)
u Cx Dk Y
tal que, o sistema em malha fechada
:tcl Acl Bcl
Lel
Zoo = Ccll Dcll ] (6115)
22 Caz  Dep

satisfaca as seguintes propriedades:

a) Estabilidade interna: K estabiliza exponencialmente em malha fechada;

b) Desempenho fixo H.: O controle H,, possui um desempenho fixo tal

que ||Twzoo||oo <

¢) Desempenho 6timo Hj: O desempenho Hy [|T),.,]|2 é minimizado entre
todos K satisfazendo 1 e 2.

As propriedades acima podem ser resumidas da seguinte maneira:

minimizar  f(K) = ||Tw,3 (6.116)
sujeito a  g(K) = ||Tw. |2 <92 (6.117)

Quando o problema do controlador misto Hy/H,, é tratado como um problema
de otimizacao convexa usa-se LMI para encontrar a solucao 6tima do poblema. Essa
abordagem é muito eficaz, pois se existir pelo menos um controlador que estabiliza
o sistema tal que ||T,,... ||, < 72, certamente haverd uma solugao para o Hs. Para
encontrar a solucao 6tima é necessario resolver um conjunto de equacoes de Riccati
nao lineares e acopladas e entao sintetizar o controlador. Assim, pode-se considerar a
abordagem de otimizacao convexa como uma maneira efetiva para resolver equagoes

de Riccati nao lineares e acopladas.

De acordo com o que foi discutido nos problemas Hs e H.,, o problema do con-

trolador misto Hy/H,, é equivalente a minimizar o Tr(Q) sobre as matrizes Xp,

Xooy X2, Q e K satisfazendo (6.89)-(6.91) e (6.111)-(6.112). O problema do H., €
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H, separados sao problemas convexos, porém quando juntos se torna um problema

nao convexo.

Enquanto que esse problema é nao convexo nas variaveis (Xp, X, X2, @, K), a

convexidade pode ser forcada pela procura de uma solucao comum
X=Xp=X,=X>0 (6.118)

para (6.89)-(6.91) e (6.111)-6.112). As matrizes (6.89)-(6.91) e (6.111)-6.112) serao
reescritas em termos de X, () e uma variavel auxiliar Y = KX. Essa simples mu-

danca de variavel leva ao seguinte problema de otimzacao.

Minimizar Tr(Q) sobre X = X7, Q = Q7T, e Y que satisfazem as seguintes

inequacoes matriciais lineares

[ X + Bu(AX + BoY) + Bu(AX + ByY)'] < 0. (6.119)

AX — ByY + (AX — ByY)T By (CooX — DoaY)T

BT —I DT, <0,  (6.120)
COOX - DOOQY Dool ’72[
CyX — DyyY
@ ? 20 >0 (6.121)
(CoX — DapY)T X

Assumindo que as LMIs (6.120) e (6.120) sao vidveis e a solugao desse problema de

otimizacao seja X*, Q* e Y*, o controlador serda dado por
K*=Y*(X")™ (6.122)
Resultando em

1T w200 lloo <7, (6.123)

| Twzll2 < V/Tr(Q). (6.124)

De acordo com o que foi discutido no capitulo 3 sobre incerteza, o requisito de

82



Figura 6.7 - Planta com perturbacao e saidas 22 € 2o

estabilidade com respeito a incerteza A é representado por

Zoo = 2. (6.125)
Lembrando que

d= Az, (6.126)

e de acordo com a figura 6.7 a incerteza aparece como sendo uma perturbagao
d. O controle H., ird minimizar a funcao de transferéncia que vai da entrada da
perturbacao d a saida Z e ao mesmo tempo encontrar um controlador que estabiliza
a planta diante de incertezas em que [|All« < 1/7. Se o valor de 7 for pequeno, a
malha fechada permanece estavel para um grande valor de incerteza, ou seja, uma

grande variacao momento de inércia.

Quando se trata do controle Hy, a perturbacgao externa pode ser modelada como
uma entrada impulso de direcao aleatoéria, sendo que o controle étimo Hy minimiza

o rms da resposta ao impulso (calculado pela norma Hy).

Nos canais minimizados pela norma H, estarao os estados e o sinal de controle

para evitar a saturagao do controlador.

s 0
%Q[X
29 — i .
? X
0 0

+1 0 |u (6.127)
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os estados e o sinal de controle sao ponderados através dos pesos @),, Q; e R.

No préximo capitulo serd feito a aplicacao do controle misto Hs/H,, através da
funcao do MATLAB hinfmiz.
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7 RESULTADOS

Neste capitulo serda mostrado os resultados do controle da atitude de um microssa-
télite com incerteza no momento de inércia e perturbacoes externas. E aplicado o

controlador misto Hs/H,, com alocacao de poélos.
7.1 Analise e resultados

O satélite considerado serd um microssatélite genérico, os parametros e espe-
cificagoes sao mostrados na tabela 7.1. Sera considerado que o microssatélite estd
equipado com um sensor de estrela, ou seja, ter-se-4 somente a medida dos angu-
los. Um exemplo de sensor de estrela para microssatélite é mostrado no trabalho (

SUNDE, 2005 ) e as suas especificagoes estdo na tabela 7.2.

Tabela 7.1 - Parametros do microssatélite

Momentos de inércia (Kgm?) I, = 18,4

I, = 18,2

I3 =6,8

Massa (Kg) 60

Tamanho (cm) 50 x 50 x 60

Altitude (Km) 500

Atitude inicial (graus) (gb 0,v)=(0,0,0)
Velocidade angular inicial (graus/s) =10,6;0,6;0 6]

Para realizar o controle, é usado no microssatélite trés rodas de reagao, uma
em cada um dos eixos principais. As rodas de reacao sao usadas para regular a
velocidade do veiculo espacial através da conservacao do momento angular. Quando
o microssatélite sofre uma perturbagao externa que resulta em uma variacao da
velocidade angular, o excesso de velocidade angular do microssatélite é transferido
para o momento angular das rodas de reacao por meio de um torque interno que
é gerado por um motor DC que muda a velocidade de rotacao tal que a atitude
do microssatélite volta ao seu estado original. Um exemplo de roda de reagao é
da empresa Microsat Systems Canada Inc. ( MSCI, 2013) cuja especificagoes estao

disponiveis na tabela 7.3.
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Tabela 7.2 - Dados do sensor de estrela

Propriedades Valor
Dimensao 10 x 10 x 4,5 cm
Massa 10 gr
Precisao 1 arcseg
Velocidade angular acima de 10 graus/s
Confiabilidade 99,99 %
Razao de atualizagao 8 Hz

Tabela 7.3 - Atuador: Roda de reacao

Velocidade (rpm) +10000
Capacidade de momento (N m s) 4
Torque (N m) 150 x 1073
Massa (Kg)

Roda de reacao < 3,955
Motor < 1,2
Dimensao (cm) 25 x 25 x 11

7.2 Controlador misto Hy/H,

Sera explicitado aqui a solucao apenas para o angulo de pitch, porém para os
angulos de roll/yaw a solugao é analoga. Vale ressaltar que nesse primeiro momento

nao sera considerado a alocacao de poélos.

A planta generalizada para o angulo de pitch é dada por:

0 10 0 0 0 0
T N TRy P S
1, 1, 1, 1, 1, 1,
6 1 0 0 0 0 0 0 u
Zoo | = 1 0 0 0 0 0 0 us
2 O 0 0 0 0 0 0 us
y 0 Qs 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 o R || u]
1 0 0 0 0 0
Uy 0, 0 O Ym
uy | =1 0 6 O Yd
us 0 0 4, ky,
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d=AZ

t = Axr+ Biw+ Bou, (7.1)
Zoo  — Cll‘ + an + D12U. (72)
Z9 = CQLE + DQQU. (73)
0 1 0 0 0 0 0
A= sea-r) ol Bi=1 4, s e _1 | Br=1
Iy Iy Iy Iy I?J Iy
_ 3n2ps Py _ 3n°ps 3n’p. 1 1
I, I, I, I, I, I,
C) = —1 0 Dy = 0 0 D=1 0
1 0
Q@ 0
Cy = 0 Q2 Dyy= 1| 0
0 0

Figura 7.1 - Sistema com incerteza.

A é a matriz de ganho normalizada das incertezas nos momentos de inércia, Z é a
saida do sistema nominal para o bloco das incertezas, e d é a entrada dos bloco das

incertezas ao sistema nominal.
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Os requisitos de estabilidade robusta com respeito a incerteza A é representada
por Z, i.e.

Z= 2o

se existe um controlador que satisfaz ||27‘°||oo < v entao o sistema em malha fechada

serd estdvel e robusto para qualquer incerteza ||A||w < %

O problema do controlador misto serd resolvido via LMI, para isso sera usado a
seguinte funcao do MATLAB:

[gopt, h2opt, K] = hinfmiz (P, r, obj).

e P = Planta generalizada;
e 1 = [2 y ul especifica o tamanho de zy, y e u;
e obj = [y, 0, «, (] especifica o problema a ser resolvido.
Para aplicar o controlador misto no angulo de pitch de um veiculo espacial usa-se
a seguinte configuracao:

e P = Planta generalizada dada pela matriz acima;

e 1 =[321]. Trés sinais serao minimizados pelo Hy (29 = 3). Serd considerado

duas medidas (y = 2). Tem-se um sinal de controle (u = 1) ;

e obj = [v, 0, 0, 1], minimizar [|T,|s sujeito a ||Te|/co < 7.

Os pesos referentes aos sinais do Hs serao : Q1 = 2, )2 = 2 ¢ R = 10. Esses
valores sao escolhidos pelo projetista, e podem variar de acordo com as especificacoes

do sistema.
Para encontrar o v do H,, faz-se
[gopt, h2opt, K] = hinfmiz(P, [3 2 1], [0, 0, 1, 0])

obtendo assim gopt=0,11. Que é o menor valor de v do H,, tal que minimiza a

norma ||7To || € mantém o sistema estavel.

Agora basta calcular o controlador misto para um conjunto de valores de 7, i.e.,

| Tooowlloo < 7. v = {0,2; 2; 100 }. Ao se aplicar o controlador misto Hy/H, é
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observado que ao se fazer o valor de v préximo do valor de 7, 0 resultado é o
mesmo obtido pelo H,, puro, e ao se fazer o valor de v muito maior que yyip ©

resultado é o mesmo obtido pelo Hs.

e v =0,2 corresponde ao Hu, puro (7 = Ypin)-
e 7 = 2 corresponde ao controlador misto (Hs sujeito a vy = 2);

e 7 = 100 corresponde ao Hy puro (v tendendo a infinito).

7.3 Robustez com respeito as incertezas no momento de inércia

O microssatélite considerado pode sofrer uma variacdo de 10% no momento de
inércia. Essa variagao acontece devido ao movimento de antenas, cameras, telescépio
e painéis solares. Satélites com a massa menor que 100 kg sdo mais sensiveis as

perturbagoes e as variagoes no momento de inércia.

Para analisar o desempenho do controlador misto Hs/H,, em uma planta com
incerteza, foi considerado duas plantas: planta com incerteza 1 e planta com incerteza

2 para os angulos roll/yaw e para pitch, pois as equagoes sao desacopladas .

Robustez com respeito as incertezas no momento de inércia é muito importante
no projeto do sistema de controle de atitude, principalmente quando se trata de um
satélite de pequeno porte. A incerteza no momento de inércia é representada como
uma perturbagao no modelo nominal. Para quantificar a robustez com respeito as
incertezas no momento de inércia usa-se a norma H.,. De acordo com o teorema do
pequeno ganho se o controlador satisfazer o menor valor de v da norma ||z /d|| s, ou
seja, |zs0/d| < 7, a malha fechada do sistema sera estével para uma grande variagao

do valor nominal (a incerteza podera ser grande), i.e, ||A]l« < 1/7.

Serd considerado uma variacao do momento de inércia de 10% para mais e para
menos. Esses valores sao valores aceitaveis e estdo baseados no artigo ( YANGA; SUN,
2005).

e Variacoes do momento de inércia para o angulo de pitch:

Planta com incerteza 1: Al, = —10%1,, AI, = +10%1, e Al, = —10%I,.

Planta com incerteza 2: Al = +10%I,, AL, = —10%I, e AI, = +10%I..
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e Variagoes do momento de inércia para os angulos de roll e yaw:

Planta com incerteza 1: Al, = +10%I,, AL, = —10%I, e AI, = —10%I..
Planta com incerteza 2: Al, = —10%I,, AL, = +10%I, e Al, = +10%I..

e Condicao inicial: A condicao inicial considerada representa o momento em

que o microssatélite se separa do veiculo langador. ( YANGA; SUN, 2005).

x(o)z[o 0 0},

i(0)=[ 0.6 06 06].

De acordo com as figuras 7.2-7.7 o controlador H,, puro (7 = 0.2 ) possui
o melhor desempenho para com respeito as incertezas, pois o comportamento
da planta nominal e das plantas com incertezas sao quase o mesmo. Por outro
lado, para o controlador H, puro (v = 100) pode ser observado que ha uma
certa diferenca da planta nominal para as plantas com incerteza, ou seja, esse
controlador néo é robusto com respeito as incertezas. O controlador misto Hy/H
com um valor de v pequeno, fornece um melhor desempenho de robustez com
respeito as incertezas no momento de inércia e quando aumenta o valor de v o
controlador fica mais sensivel as incertezas. Pode ser observado também que o
controlador misto com o v muito grande possui uma resposta muito lenta com
respeito a uma dada condi¢ao inicial, para um ~ pequeno a resposta é mais
rapida. Dessa forma, escolhe-se um valor de v que nao seja muito grande nem
muito pequeno quando comparado com o0 7y iy, N0 caso do microssatélite que esta
sendo estudado o valor escolhido foi v = 2. Pode ser observado que a resposta nao

¢ lenta e o sistema continua robusto com respeito as incertezas (ver figuras 7.2-7.7 ).

Vale ressaltar também que o sinal de controle é muito maior para o controlador
H,,. Como pode ser observado nas figuras 7.8-7.10 o sinal de controle para o angulo
de roll chega a 0.5 Nm para o H,, puro, e de acordo com a tabela 7.3 o maximo valor
permitido para o torque de controle é 0.15 Nm. Para o controlador Hs puro o sinal
de controle é bem pequeno, porém apresenta uma resposta lenta. Ja o controlador

misto Hy/H., com v = 2, apresenta um bom desempenho e nao satura o atuador.
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Angulo de roll
3 T I

| | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)

Figura 7.2 - Resposta as condigoes iniciais para o angulo de roll, comparacao dos contro-
ladores Hoo (7 =0,2), Ha/Hoo (v =2) e Hy (7 = 100).

Angulo de pitch
3 T T T T

tempo (s)

Figura 7.3 - Resposta as condicOes iniciais para o angulo de pitch, comparacao dos con-
troladores Hoo (7 =0,2), Ha/Hoo (7 =2) e Hy (v = 100).
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Angulo de yaw
1 8 T T T I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)

Figura 7.4 - Resposta as condigoes iniciais para o angulo de pitch, comparagao dos con-
troladores Hy (7 =0,2), Hy/Ho (v = 2) e Hy (y = 100).

Velocidade de roll
T

do/dt

5 10 15 20 25 30
tempo (s)

Figura 7.5 - Velocidade do angulo de roll para a resposta as condigoes iniciais, comparagao
dos controladores Hy, (7 =0,2), Hy/Hoo (v = 2) € Ha (7 = 100).
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Velocidade de pitch

do/dt

tempo (s)

Figura 7.6 - Velocidade do angulo de pitch para a resposta as condigoes iniciais, compa-
ragao dos controladores Ho, (7 =0,2), Hy/Hoo (v = 2) e Ha (v = 100).

Velocidade de yaw
0.6 T

drdt

5 10 15 20 25 30

Figura 7.7 - Velocidade do angulo de yaw para a resposta as condic¢oes iniciais, comparagao
dos controladores Hy, (7 =0,2), Hy/Hoo (7 = 2) € Ha (v = 100).
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Figura 7.8 -

Figura 7.9 -

Sinal de controle de roll
0.1 T T T I

HyH_

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Sinal de controle aplicado para estabilizar o angulo de roll referente a condig¢ao
inicial. Comparagao dos controladores Hy, (7 = 0,2), Ho/Hs (7 = 2) e Hy
(v = 100).

Sinal de controle de pitch
0.05 T T T T

-0.05 |

-0.15

-0.25 4

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Sinal de controle aplicado para estabilizar o angulo de pitch referente a con-
digao inicial. Comparac@o dos controladores Hy (7 = 0,2), Ha/Hs (7 = 2)
e Hy (v = 100).
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Sinal de controle de yaw
002 T T T I

H
HyH_

I
]

-0.02|

-0.04

> -0.06

-0.08 |

-0.12

_0.14 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo (s)

Figura 7.10 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o angulo de yaw referente a con-
digao inicial. Comparacao dos controladores Hy (7 = 0,2), Ho/Hs (7 = 2)
(S H2 (7 = 100).
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7.4 Robustez com respeito a entrada impulso

Uma entrada do tipo impulso representa uma perturbacao de pequena duracao.
No caso de um microssatélite pode ser o movimento de uma antena, porém sem levar
em consideragao os modos de vibracao. A simulacao é realizada para um impulso de
0.001N.

As figuras 7.11- 7.13 representam o comportamento dos angulos de atitude diante
de uma perturbacao tipo impulso. Para o controlador H., o sistema se estabiliza
em um tempo curto quando comparado com o Hs. J& o controlador misto Hy/H, a
resposta pode variar de acordo com o valor de . O valor de v = 2 para o controlador
misto Hy/H,, oferece uma resposta rapida e o sinal de controle permanece dentro

das especificagoes (ver figuras 7.17- 7.19).

O mesmo pode ser observado para as velocidades dos angulos de atitude (ver
figuras 7.14- 7.16). Para o controlador Hy a resposta é muito lenta quando comparada
com H,, e a escolha de v = 2 para o controlador misto Hy/H,, oferece uma resposta

satisfatoria.

Nota-se que para a entrada impulso o sinal de controle maximo para o caso do
controlador H, é quatro vezes maior do que o controlador Hs (ver figuras 7.17- 7.19).
Para evitar a saturacao do atuador é necessario manipular o vinculo do controlador
H,, i.e. manipular o valor de v para reduzir o esforco maximo do sinal de controle.
Vale observar que o sinal que esta sendo minimizado pelo controle H., nao envolve os
sinais de controle explicitamente, porém os sinais minimizados pelo controlador H,
contém pesos explicitos no sinal de controle. Isso pode ser observado nas equagoes
(7.2) e (7.3), pois a matriz D;5 que é a matriz que relaciona o sinal de controle com o
sinal a ser minimizado pela norma H., nao possui peso e a matriz Doy que relaciona
o sinal de controle com o sinal a ser minimizado pela norma H, possui o peso R que

pode ser manipulado pelo projetista de acordo com as especificagoes do sistema.
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x 107 Impulso (Roll)
14 T T T I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Figura 7.11 - Comportamento do angulo de roll apés uma entrada impulso, que representa
uma perturbagao no sistema. Comparagao dos controladores Ho (7 = 0,2),

x 107 Impulso (Pitch)
14 T

0 5 10 15 20 25 30 35 40
tempo (s)

Figura 7.12 - Comportamento do angulo de pitch apés uma entrada impulso, que re-
presenta uma perturbacao no sistema. Comparacao dos controladores Ho,
(v=0,2), Hy/Ho (v =2) e Hy (v = 100).
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x 107 Impulso (Yaw)
25 T T T T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Figura 7.13 - Comportamento do angulo de yaw ap6s uma entrada impulso, que representa
uma perturbacao no sistema. Comparacao dos controladores Hy, (7 = 0,2),
Hy/Hy (v =2) e Hy (v = 100).

a5 X 10—4 Impulso (Velocidade de roll)
. T T T T

H

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Figura 7.14 - Velocidade do angulo de roll para a resposta & uma entrada impulso, com-
paragao dos controladores Hy, (v =0,2), Ho/Ho (7 =2) e Hy (v = 100).
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-4 Impulso (Velocidade de pitch)

3.5 T T T
H

de/dt

0 5 10 15 20 25 30 35 40
tempo (s)

Figura 7.15 - Velocidade do angulo de pitch para a resposta a uma entrada impulso, com-
paracao dos controladores Ho, (7 =0,2), Hy/Hoo (v = 2) e Hy (v = 100).

-4 Impulso (Velocidade de yaw)

H
HH_

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Figura 7.16 - Velocidade do angulo de yaw para a resposta a uma entrada impulso, com-
paracao dos controladores Ho (7 =0,2), Ha/Ho (7 =2) e Hy (7 = 100).
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x 107 sinal de controle da entrada impulso (roll)
0.5 T T T T T T

Hoc
HyH

25 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo (s)

Figura 7.17 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o angulo de roll referente a uma
entrada impulso. Comparagao dos controladores Ho, (v = 0,2), Ho/Hx
(v=2) e Hy (y = 100).

x107° Sinal de controle da entrada impulso (Pitch)
2 T T T T T I

_14 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo (s)

Figura 7.18 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o angulo de pitch referente & uma
entrada impulso. Comparacao dos controladores Ho, (7 = 0,2), Ha/Hoo
(v =2) e Hy (y = 100).
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x 10~ sinal de controle da entrada impulso (yaw)
T T T T T T
- HM
HyH,_
H,
0 -
5
-10 b
-20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo (s)

Figura 7.19 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o angulo de yaw referente a uma
entrada impulso. Comparacao dos controladores Hy, (7 = 0,2), Ha/Ho
(v=2) e Hy (y = 100).
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7.5 Robustez com respeito aos torques externos

Todo veiculo espacial esta sujeito a pequenas perturbagoes no espaco, que muitas
vezes sao perturbacoes persistentes. No caso de um microssatélite de orbitas baixas
as perturbagoes mais influentes sao os torques de gradiente de gravidade, magnético
e aerodinamico. O torque magnético é ciclico e pode ser aproximado a uma senoide
com diferentes frequéncias. O torque aerodinamico é cumulativo e pode ser aproxi-
mado a um degrau. Baseando nos valores encontrados no segundo capitulo para os
piores casos dos torques magnético (2.62) e aerodinamico (2.64), deduz-se a seguinte

expressao para o torque externo:

Tewe = Y 10 %sen(knt) + 3 x 10~°[o(t — 1000) — o(t — 4000)]. (7.4)
k

De acordo com as figuras 7.20-7.22 o controlador H, possui uma melhor capa-
cidade de atenuacao com respeito aos torques externos com relagao ao controlador
H,, ou seja, para a atenuagao dos torques externos o controlador H,, é o mais indi-

cado. O controlador misto Hy/H,, com o valor de v = 2 é robusto com respeito as

perturbacoes externas e ao mesmo tempo nao satura o atuador.

x10° Torque Externo (Roll)

1000 2000 3000 4000 5000 6000
tempo (s)

Figura 7.20 - Comportamento do angulo de roll apés uma entrada senoidal mais um de-
grau, que representa os torques externos. Comparagao dos controladores H,
(v=0,2), Hy/Hy (7 =2) e Hy (v = 100).
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x10° Torque Externo (Pitch)
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Figura 7.21 - Comportamento do angulo de pitch apés uma entrada senoidal mais um
degrau, que representa os torques externos. Comparacao dos controladores
Hy (y=0,2), Hy/Hy (7 =2) e Hy (v = 100).

x10° Torque Externo (Yaw)
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Figura 7.22 - Comportamento do angulo de yaw apds uma entrada senoidal mais um de-
grau, que representa os torques externos. Comparagao dos controladores H,
(v=0,2), Hy/Hy (7 =2) e Hy (v = 100).
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7.6 Controlador misto H,/H,, com alocagao de pdlos

Agora serd projetado um controlador misto Hs/H,, com alocagao de pélos regi-

onal. A regiao de alocagao de polos sera a intersecgao do semi-plano Dy : z < —0.1

e da conica Dy centrada na origem com angulo interno 6:
Dy ={z€C:Re(z) < —a}
a funcao para D; é

for=a+(z+2)

Dy={z=z+jy:z,y € R, tgd < h;—l}
A funcao para D, é

9 - 0 -

sens(z + z) cos(z — 2)

fp2(2) = ; _ 2 _
cosz(z — 2) seng(z+ 2)

< 0.

Essa regiao ¢ mostrada na figura 7.23. A escolha da regiao vai depender dos

requisitos do sistema, e vai variar de um sistema para outro, pois essa escolha esta

ligada a localizacao dos poélos do sistema.

Re

ap)

Figura 7.23 - Regiao de alocagao de pélos(a = —0.1 e § = 907 /180).

A simulagao sera feita para um valor de v = 2. A funcao hinfmiz serd composta

dos seguintes argumentos
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[gopt, h2opt, K] = hinfmiz (P, [3 2 1], [2, 0, 1, 0], region)

sendo que o comando region = Imireg permite escolher em qual regiao os pélos serao
colocados. No caso que esta sendo estudado a regiao escolhida é dada pelas equagoes
(7.5)-(7.8), nas quais a = —0.1 e § = 907 /180.

Pode ser observado nas figuras (7.24)-(7.26) que o controlador misto Hy/H,, com
alocacao de pélos possui um desempenho melhor do que o controlador sem alocagao
de pdlos. Com alocagao de pdlos overshoot é menor e o sistema se estabiliza mais
rapidamente, e a energia de controle é um pouco maior, porém nao satura o atuador
(ver figuras 7.27-7.29).

Tabelab 7.4 - Pélos em malha fechada (roll/yaw)

Sem alocacao de pdlos

Com alocagao de pdlos

-0.268 + 0.2481

-0.370 - 0.104

-0.268 - 0.24811i

-0.370 - 0.10411

-0.349 + 0.35011i

-0.469 + 0.2121i

-0.3.49 - 0.3501 -0.469 - 0.212i
-15.6 + 55.21 -37.9 + 23.2
-15.6 - 55.21 -37.9 - 23.21
-13.2 + 67.01 -42.5 + 33.71
-13.2 - 67.01 -42.5 - 33.71

Os pdlos em malha fechada para os angulos de rool /yaw para o caso com alocagao
regional de polos e sem alocagao regional de pélos podem ser comparados na tabela
7.4. Pode ser observado que com a alocacao de pdlos regional, os pélos ficam mais

afastados do eixo ¥y, o que torna o sistema de controle mais eficiente.
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Angulo de roll
0.6 T I I
Sem alocagéo de pélos
Com alocagao de poélos

0.2 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tempo (s)

Figura 7.24 - Angulo de roll controlado com Hy/H., (y = 2). Comparacao do controle
com alocacao de pdlos e sem alocacao de pdlos.

Angulo de pitch

T T T
Sem alocagao de poélos
Com alocagéo de pélos

_0 2 Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tempo (s)

Figura 7.25 - Angulo de pitch controlado com Hs/Hy (v = 2). Comparagao do controle
com alocacao de pdlos e sem alocacao de pdlos.
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Angulo de yaw
0.8 T T T
Sem alocagéo de pélos
Com alocagéo de pdlos

5 10 15 20 25 30 35 40
tempo (s)

Figura 7.26 - Angulo de yaw controlado com Hy/H., (7 = 2). Comparacio do controle
com alocacao de pdlos e sem alocacao de pdlos.

Sinal de controle—roll
0.02 T T T T T
Sem alocagéo de pélos
Com alocagéo de pblos

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-0.12

-0.14

-0.16

20 25 30 35 40
tempo (s)

Figura 7.27 - Sinal de controle para estabilizar o angulo de roll com o controlador Hs/Hx,
(v = 2). Comparacao do controle com alocagao de pdlos e sem alocagao de
polos.
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Sinal de controle—pitch
0.02 T T T T T
Sem alocagéo de pélos
Com alocagéo de pélos

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

tempo (s)

Figura 7.28 - Sinal de controle para estabilizar o angulo de pitch com o controlador Ha/H,
(v = 2). Comparacao do controle com alocagao de pdlos e sem alocagao de
polos.

Sinal de controle-yaw
0.02 T T T T T
Sem alocagéo de pélos
Com alocagéo de pélos

-0.02 |- 4

-0.04 b

-0.06 - 4

-0.08 - 4

tempo (s)

Figura 7.29 - Sinal de controle para estabilizar o angulo de yaw com o controlador Ha/H
(v = 2). Comparacao do controle com alocagao de pdlos e sem alocagao de
polos.
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8 CONCLUSAO

Nesta dissertagao foi desenvolvido um modelo simplificado de um microssatélite
na presenca dos torques de gradiente de gravidade, eletromagnético e aerodinamico.
Foi desenvolvido um sistema de controle de atitude capaz de ser robusto em relagao

aos torques externos e as variagoes no momento de inércia.

O sistema de controle de atitude robusto desenvolvido neste trabalho foi base-
ado na filosofia do controlador Hy e H,, que juntos formam o controlador misto
Hy/H. O controlador misto é responséavel pela minimizagao da norma Hy do rms
correspondente a uma entrada do tipo impulso aleatério. O H,, fornece uma boa
robustez com respeito a uma entrada senoidal e incertezas. O controlador misto
Hy/H,, pode variar dependendo do vinculo 7 imposto pelo H,,. Para um v = v,

tem-se o controlador H,, puro, e para 7 = Ve tem-se o controlador H, puro.

Foram realizadas algumas simulagoes para testar o desempenho dos controlado-
res estudados. Foram considerados os seguintes casos: resposta a condicao inicial do
microssatélite sujeito a variagoes no momento de inércia, resposta a uma estrada im-
pulso que simula o movimento de antenas, e resposta a uma sendide mais um degrau
que simula as perturbacoes externas tais como os torques magnético e aerodinamico.
Foi observado que o controlador H,, puro foi bastante robusto com respeito as in-
certezas no momento de inércia e os torques externos. Ja o Hy obteve uma resposta
muito lenta e nao foi robusto com respeito as incertezas no momento de inércia e
nem as perturbacoes externas. Com respeito ao sinal de controle, o controlador H,
saturou o atuador. A melhor opgao foi projetar o controlador misto Hs/H., para
que fosse robusto com respeito as incertezas, com bom desempenho e um sinal de
controle dentro das especificagoes, para isso foi escolhido um valor de v adequado,
e o valor escolhido foi ¥ = 2, no entanto dependendo das especificagbes pode-se

escolher outro valor que melhor se encaixa no problema a ser resolvido.

Foi estudado também o controlador misto Hs/H,, com alocagao regional de pélos.
A regiao LMI escolhida foi a intersecao de um semi-plano com uma conica, que ficam
no plano complexo. Dessa forma, a parte real dos polos ficaram mais afastadas da
origem, oferecendo uma resposta mais rapida e a parte imaginaria ficou menor,
fazendo o sistema mais amortecido. Com a alocacao de polos o sistema melhorou o

desempenho, obtendo uma resposta mais rapida e com menor overshoot.

Finalmente destaca-se que as principais contribuicoes desse trabalho:
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e Uma apresentacao organizada de métodos que atualmente sao usados para
o projeto de controladores de sistemas espaciais, salientando suas vantagens

e desvantagens;

e Uma apresentacao detalhada da base tedrica que envolve as técnicas de
controle Hy/H,, esclarecendo o projeto do controlador no que diz respeito

a planta generalizada, o que nao é encontrado facilmente na literatura;

e A programacao de um conjunto de rotinas do MATLAB as quais permitem

um estudo de sistemas de controle de satélites mais complexos;
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APENDICE A
A.1 Otimizagao convexa

Em termos gerais, ha duas propriedades basicas das funcoes convexas que a faz ser

amplamente usada em matematica aplicada:

e O wvalor mdzimo é encontrado em um ponto limite;

o Qualquer minimo local € global. No entanto, uma funcao estritamente con-

vexa admite pelo menos um minimo.

Para uma importante classe de problemas, conhecidos como problemas de otimizagao
convexa, informacao local é também informagao global. As principais vantagens das

fungoes convexas sao:

a) uma solucao local é também uma solugao global, i.e., as propriedades local-

global se satisfazem mutuamente;

b) as condigbes necessérias e suficientes de étimo coincidem, e a suficiéncia

dos multiplicadores de Lagrange é facilmente estabelecida;

¢) para métodos de otimizacao, é garantido que o valor da fungao objetivo

decresce monotonicamente.

A.2 Conjuntos Convexos

Um subconjunto A C R" é dito convexo se
(1 — )\)ZCl + )\:CQ € A, (Al)
quando 1,79 € Ae 0 < A< 1.

Geometricamente, essa definicao implica que o segmento de reta que une z; e
To esta inteiramente em A. Todo conjunto afim, em particular, o conjunto vazio e
todo espago R" sao convexos. As propriedades dos conjuntos convexos estao listadas
abaixo, porém as provas nao sao explicitadas, podendo ser encontradas em livros
referentes ao assunto.

Teorema A.1. A interseccao de uma arbitrdria colecio de conjuntos convexos é

convexra.
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Teorema A.2. Se A C R™ € um conjunto convexo, entao toda translacao A+ a e

todo maltiplo escalar NA é um conjunto convexo, onde a € R" e AA = { x|z € A}.

Se Ay € R" e Ay € R" sao conjuntos convexos, a sua soma e diferenca Ay + A

também € um conjunto convexo, sendo
A1 + AQ = {I‘l + $2|$1 € Al,IQ S Ag} (AQ)

Se Ay, ..., A,, € R" sao conjuntos converos, a sua combinacao linear \{A; + ... +
Am A, também € um conjunto convexo, sendo \; € R, i =1,...,m.

Teorema A.3. Se A é um conjunto convexo e Ay > 0, Ay > 0, entao
(A + A2)A = NA+ A (A.3)

Além do mais, A € convexo se e somente se (A.3) vale para todo Ay, Ay > 0.
Teorema A.4. Seja B uma transformacao de R" para R™. Entao, BA € um con-
junto convezo em R™ para todo conjunto convexro A C R", e B~1A; é um conjunto
convero em R™ para todo conjunto Ay C R™.

Teorema A.5. Seja Ay C R" e Ay C R™ conjuntos convexos, respectivamente,

entdo o produto cartesiano (soma direta)
Al X A2 = {($1,$2)|$1 S Al,SL’Q - AQ} (A4)
¢ um conjunto convero em R™™.

A.3 Funcoes Convexas

Seja A C R™ um conjunto convexo e f : A — R uma funcao, entao f é convexa

F =Ny 4+ Axg) < (1= N)f(x1) + Af(xq), 0<A<1 (A.5)

para todo x1, x5 € A.

A fungao f é estritamente convexa se a inequacao em (A.5) é estrita quando
O<A<lex =xs.

Uma funcao convexa definida em um conjunto aberto é continua no mesmo con-
junto. Nos proximos teoremas, fungoes convexas diferenciaveis serao caracterizadas.

Teorema A.6. Se A C R" é um conjunto convexo aberto e f : A — R™ uma
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funcao diferencidvel em A, entdo f € convexra se e somente se

f(za) = f(w1) > Af(w1) (22 — 1) (A.6)

para todo par xi, ro € A.

Se f é convexa em A C R", entao havera apenas uma derivada direcional.
Teorema A.7. Se A C R™ € um conjunto convero aberto e f : A — R™ uma

funcao diferenciavel em A, entdo [ € convera se e somente se
(Af(w2) = Af(z1)) (22 — 1) 2 0. (A.7)

para todo par xi, ro € A.

Um problema de otimizacao convexa é dado da seguinte forma

minimizar f(2)) (A.8)

sujeito a gi(r) <0, i=1,.m, z€R" (A.9)
sendo f e g; fungoes convexas.

Todo minimo local de (A.9) é um minimo global.
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