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Resumo. A equagdo de Lucas-Washburn, que descreve a subida de um liquido em um capilar é
modificada para o caso em que energia, na forma de calor, é inserida no sistema. A solug¢do da
equacdo diferencial foi obtida utilizando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem e os
resultados obtidos foram comparados a resultados experimentais do fenomeno encontrados na
literatura.
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1. Introducao

A subida de liquidos por estruturas capilares ocorre em varios processos na natureza, como
por exemplo no transporte de dgua do solo e das plantas. O efeito capilar, como ¢ chamado,
encontra diversos usos na industria téxtil, engenharia civil e entre outras, na espacial [Faghri
2014].

Tubos de calor sdo dispositivos de transferéncia de calor de alta eficiéncia, que utilizam o
efeito capilar para providenciar a circulagio de fluido com mudanga de fase em uma estrutura
porosa. As areas de aquecimento, onde ocorre evaporagdo, ¢ de condensacdo sao
responsaveis por um transporte rapido de grandes quantidades de calor por circulagdo de
vapor e utilizando calor latente de mudanga de fase do fluido. Nenhuma fonte externa de
energia € necessaria para esta circulagdo, que ocorre somente devido a forca capilar, que faz
com que o liquido volte para as 4reas mais quentes através da estrutura capilar. [Gilmore
2002].

Os primeiros estudos registrados da dindmica da subida de liquido em capilares foram
iniciados por [Lucas 1918] e por [Washburn 1921]. Muitos outros trabalhos posteriores se
concentraram em estudar efeitos que afetam a dindmica de movimento do liquido como o
efeito do angulo de contato, tensao superficial e surfactantes, inclinagdo do capilar. Mais
recentemente [Plociniczak and Switala 2018] e [Masoodi et al. 2013] fizeram estudos para
melhorar o entendimento da dinamica de oscilagdes presentes em alguns casos de subida de
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liquido em capilares. [Ramon and Oron 2008] fizeram um trabalho teorico da subida do
menisco em um capilar com mudanga de fase, e [Polansky and Kaya 2015] que conduziram
um estudo experimental da influéncia da adi¢do de calor e consequente evaporacao do
liquido durante a subida no capilar.

Este artigo tem por objetivo estender a equagdo de Lucas-Washburn para um caso que se
aproxima do modo de operagdo dos tubos de calor, quando ha adi¢do de calor no sistema de
modo a afetar a dinamica de subida do liquido no capilar. Bem como apresentar resultados
da solugdo numérica da equacdo proposta e a comparagdo com resultados experimentais
apresentados por [Polansky and Kaya 2015].

2. Metodologia
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Figura 1 — Representacéo do sistema, com a coluna de liquido de altura I subindo
com velocidade u pelo capilar de diametro 2r.

A equagdo que governa a subida de um liquido por um capilar pode ser deduzida a partir do
balanco de forgas atuando na coluna de fluido. Assumindo um capilar de diametro constante,
e considerando as forgas capilar, viscosas e gravitacional, podemos chegar a equagdo de
Lucas-Washburn (1), como resultado da segunda lei de Newton [Plociniczak and Switala
2018]

20cos(6)
r

2Lhh' + pgh + p=(hR') = (1)
onde h ¢ a altura da coluna de liquido no capilar, que é fun¢do do tempo t, p ¢ a densidade
do liquido, u ¢ a viscosidade do liquido, g € a aceleragdo da gravidade, o ¢ a tensdo
superficial do liquido, r ¢ o raio do capilar, e 6 ¢ o angulo de contato entre o liquido e a
parede do capilar. Na figura 1, u ¢ a velocidade da coluna de liquido, que ¢ a derivada da
altura h no tempo, ou seja h'.

A altura méxima que a coluna de liquido pode atingir h, no final do transiente, quando a
forga capilar se iguala a for¢a exercida pela gravidade, pode ser obtida através da equagao
da capilaridade (2)

__2acos(6)

he = g ()
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E possivel notar que a equagdo da capilaridade (2) é a solugdo da equagdio de Lucas-
Washburn (1) para quando o sistema entra em regime estacionario.

De modo a simplificar a equagao diferencial e posteriormente agregar todas as constantes
em um unico parametro adimensional, serd feita a substitui¢ao das varidveis da equagdo por
variaveis adimensionais, em um método apresentado por [Masoodi and Ostadhossein] e
[Plociniczak and Switala 2018].

As variaveis adimensionais sao
h

T he

H 3)
t

E=-: (4)

onde h, ¢ a altura maxima da coluna de liquido em estado estacionario € T ¢ um tempo de

referéncia usado para normalizar o tempo, dado por

__1éuacos(6)

- rsngz (5)
Substituindo h e t em 1 obtemos
8L o , h_g s _ 20cos(6)
~-heHH +pgH + p— (HH) = ——— (6)
Podemos simplificar a equagdo (6) de modo que

d(HH') _

HH'+ H+ w = (7)
com condig¢des iniciais

H() =0 ®)
H'(0)=0 ©)
e w ¢ um numero adimensional obtido por

w =Pt (10)

" 64uch,’
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Figura 2. Representacdo do sistema, com a coluna de liquido de altura I subindo
com velocidade u pelo capilar de didametro 2r e com a adi¢éo de fluxo de calor q.

Com a adi¢ao do principio de conservagdo de energia no sistema a equagao que governa a
subida de capilar tem a componente de velocidade de subida do liquido afetada devido a
evaporac¢do do menisco. Com isso a equacao (1) ¢ modificada para contabilizar essa mudanga

(In

onde q ¢ o fluxo de calor inserido e A ¢ o calor latente de vaporizagdo do liquido.
Consequentemente

20cos(0)
T

8u q I d A
Fh(g+h)+pgh+pa(hh) =

q ! d(HH’)_
H(E+H)+H+w =1 (12)

Porém, segundo [Quéré and Raphaél 1999], quando ocorre a queda do liquido, no caso de
haver oscilacdes, a energia cinética do liquido ¢ perdida, o que faz com que o termo da
expressao devido a velocidade seja zero na equagao (11). Resultando em duas equagdes
diferenciais distintas, uma para a subida e outra para a descida do liquido. As duas equagdes
podem ser representadas de forma semelhante a apresentada por [Masoodi et al 2013]

H(%+H’)+H+a)HH” + wb(H)? = 1 (13)

onde b ¢ um coeficiente que permite modificar a equagado (13) quando

b={o sem =0 (14)
e também com condigdes iniciais

H(0)=0 (15)
H'(0)=0 (16)

3. Resultados e Discussao

O método de Runge-Kutta de quarta ordem foi utilizado para resolver a equacao (7) com as
condig¢des iniciais das equagdes (8) e (9), e a equacdo (13) foi resolvida com as condigdes
iniciais das equagoes (15) e (16) e com a condi¢@o apresentada na equacdo (14).



9° Workshop em Engenharia e Tecnologia Espaciais
15 e 16 de Agosto de 2018

Na figura 3 ¢ apresentada uma comparacao entre o resultado numérico e o
experimental de [Jeje 1979], da subida espontanea da coluna de dgua em capilares de vidro
de quatro diametros diferentes. O resultado numérico usa a equacao (7), sem adigao de calor
ao sistema, e foram utilizadas propriedades caracteristicas da agua a 22,8 °C apresentadas
por [Jeje 1979].
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Figura 3. Altura do menisco versus tempo para diversos didmetros de capilares,
comparacao numérica e experimental [Jeje 1979].

Nas figuras 4 e 5 sdo apresentadas comparagdes entre os resultados numéricos e os
experimentais de [Polansky and Kaya 2015] da subida espontinea de uma coluna de
isooctano em capilares de vidro variando-se o fluxo de calor inserido no sistema. O resultado
numérico € obtido utilizando-se a equacao (13), que leva em consideragao a conservagao da
energia. Foram utilizadas propriedades do isooctano a 20 °C como apresentado por
[Polansky and Kaya 2015]. A figura 4 mostra as comparacdes para um capilar de 2 mm de
diametro, com poténcia inserida no sistema variando de 0 W a 10,6 W. E a figura 5 mostra
as comparagdes para um capilar de 1 mm de diametro e com poténcia inserida também
variando na mesma faixa.
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Figura 4. Altura do menisco versus tempo para um capilar de 2,0 mm de diametro,
para poténcias inseridas de 0 W, 2,7 W e 10,6 W. Comparacdo numérica e
experimental [Polansky and Kaya 2015].
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Figura 5. Altura do menisco versus tempo para um capilar de 1,0 mm de diametro,
para poténcias inseridas de 0 W, 2,7 W e 10,6 W. Comparacdo numérica e
experimental [Polansky and Kaya 2015].

4. Conclusao

Uma modificacao da equagdo de Lucas-Washburn foi apresentada, bem como a solucao
numérica da mesma e uma comparagao com dados experimentais encontrados na literatura.
A equagdo modificada permite contabilizar os efeitos de energia térmica inserida no sistema
com a mudanca de fase do liquido na regido do menisco. O modelo apresenta um bom grau
de aproximacao para os capilares de 2 mm e de 1 mm de didmetro nas primeiras oscilagdes,
depois disso comegam a ser notados efeitos dissipativos que contribuem para defasar os
resultados numéricos e experimentais. Outras modificacdes podem ser feitas na equagdo para
considerar outros efeitos, como por exemplo a pressdo exercida pelo vapor gerado e
possivelmente aproximar os resultados numéricos dos dados experimentais.
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