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PREFACIO

Este livro de Controle Otimo de Sistemas Dinamicos é principalmente o resultado da
compilacdo e adequacao de notas de aulas ministradas tanto em cursos académicos de pos-
graduacdo da Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo-EPUSP, do Instituto Nacional
de Pesquisas Espaciais-INPE, como a engenheiros da Embraer. Os assuntos sdo sempre
tratados com a apresentacdo de exemplos de aplicacdo e referéncias a resultados de pesquisa e
desenvolvimento tecnoldgico de utilidade pratica.

O propdsito é que ele seja atil e esteja facilmente ao alcance da comunidade de
Controle e Automacdo, tanto nas salas de aula como nos ambientes de trabalho de pesquisa,
desenvolvimento e engenharia de institui¢cdes e empresas.

Ele foi preparado de modo a fornecer a necessaria base conceitual e tedrica para seu
uso, incluindo contetido de revisdo de assuntos de fundamentacgdo, através de apéndices em
otimizacdo algébrica, sistemas dinamicos lineares, matrizes, assim como de capitulos com os
elementos necessarios de probabilidade, varidveis aleatdrias e processos estocasticos.

A sua utilizacdo pode ser feita de forma segmentada. A grande segmentacdo &,
naturalmente, controle em malha aberta e controle em malha fechada. Mas ha segmentacdes
menores e de utilidade destacada e ou facilitada, como: Controle Subo6timo (Secéo 2.7);
Estimacdo de Parametros (Capitulo 5); Estimacdo de Estado e Filtro de Kalman (Segdes 7.1 a
7.6); Estimacdo de Parametros e Controle em Malha Fechada (Secdo 7.8); Estimacdo de
Parametros, Redes Neurais e Controle Neural (Segdes 5.3 e 7.8).

Com o firme propdsito de contribuir para possiveis realizagdes de utilidade pratica,
parte do conteudo € de divulgacdo didatica, em primeira médo, de resultados de pesquisas
desenvolvidas com orientados. Com a justa atribuicdo de autoria e mérito, destaca-se esta
parte: Secdo 2.6: Contornos Multiplos e Desigualdade de Estado, Ricardo Luiz Utsch de
Freitas Pinto, UFMG; Secdo 7.4.2: Estimacdo Adaptativsa de Ruido de Estado, Hélio Kaoiti
Kuga, INPE; Secéo 7.5: Estimacdo de Estado com Abordagem Virtual de Controle, Agenor
de Toledo Fleury, EPUSP, FEI; Se¢do 7.6: Técnicas de Fatorizacdo, Hélio Koiti Kuga, INPE;
Secdo 7.8.1: Controle Sequencial de Sistemas Lineares Discretos: Solucdo Sequencial
Baseada em Estimacdo de Estado, José Jaime da Cruz, EPUSP; 7.8.2: Controle Preditivo
Neural de Sistemas Nao Lineares Discretos, Paulo Marcelo Tasinaffo, ITA e Jaime Augusto
da Silva, INPE. Com o mesmo proposito de efetivagdo de utilidade pratica, hd um contetdo
referenciado, designado por Referéncias de Aplicacdo, principalmente relativo a pesquisas e
desenvolvimentos de resultados feitos sob orientacdo do autor. Deste conteudo, ha que se
destacar, com a justa atribui¢do de coautoria, resultados de teoria aplicada de interesse amplo:
Programacdo Linear para Gerar Solugdes Subdtimas de Controle, Décio Castilho Ceballos,
INPE; Método de Projecdo do Gradiente Estocastico, Ricardo Luiz Utsch de Freitas Pinto,
UFMG e Fernando Madeira, UFABC; Solucdo Sequencial de Sistemas Lineares, Ricardo
Luiz Utsch de Freitas Pinto, UFMG; Solucédo em Paralelo de Sistemas Lineares, Wilson Rios
Neto, Embraer; Estimagdo de Parametros de Sistemas Dinamicos, Marcelo Curvo, Embraer;
Redes Neurais Combinadas com Estrutura de Integradores Numéricos para Modelar
Sistemas Dinamicos, Paulo Marcelo Tasinaffo, ITA; Controle Preditivo Neural baseado em
Algoritmos de Filtragem de Kalman, Jaime Augusto da Silva, INPE; Sistemas Inerciais Nao
Giroscopicos, Luis Gonzaga Trabasso, ITA e Edmundo Alberto Marques Filho, INPE.

Agradecimentos especiais ao INPE pela edi¢do eletronica deste livro em seu site,
propiciando aos interessados acesso e copia do correspondente arquivo pdf.

Atair Rios Neto
S&o José dos Campos, SP.
Marco 2012.
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Capitulo 1

Controle de Sistemas Dinamicos: Visualizacdo Geral

1.1 Colocacdo Geral do Problema de Controle

Dado um sistema dindmico, identificados os vinculos a serem respeitados (condigdes
de partida, de chegada, dindmica, limitacdes fisicas de espaco, tempo, energia, etc.) o
problema de controle se coloca como o de como agir sobre o sistema de modo a garantir
condicdes de operacao pré-determinadas, segundo especificacdes de operacao do sistema e ou
critérios de otimizacdo (custo, seguranca, desempenho, etc). Assim, como ilustrado na Fig.
1.1, o problema é o da determinacdo das entradas (acOes sobre o sistema) de modo a
condicionar as saidas (diretamente relacionadas ao estado do sistema, isto é, a onde e como
ele esta), segundo condicBes pré-estabelecidas.

Em resumo:

Problema de Controle:
Dado: Sistema.

Sujeito a: Vinculos referentes a partida, chegada, dindmica e limitacdes fisicas.
Determinar: Entradas, satisfazendo condi¢des de operacdo pré-estabelecidas.

Entradas ) SISTEMA > Saidas

Figura 1.1: Sistema: Esquema Bésico de Controle

O objetivo de Controle Automatico é o da materializacdo de soluc@es artificiais para a
realizacdo automatica de tarefas programadas pelo homem, de modo a substitui-lo e amplia-lo
em ac0es fisicas e mentais.

De maneira bastante genérica, a realizacdo de uma solucédo de controle e automacao de
um sistema estd condicionada a capacidade de responder as questdes, realizar as etapas, e
definir um esquema de solu¢édo, conforme a seguir.

Questdes para realizacéo da solucéo:
- Onde e como esté o sistema em um dado instante? Isto é, qual o seu estado.
- Por onde sequir? Isto ¢, qual a solucdo de guiagem ao longo do tempo.

- Como agir sobre o sistema? Isto €, como devem ser as entradas ou controles, para que as
saidas sejam adequadas, segundo objetivos de controle e vinculos.
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Etapas para realizagédo da solugéo:

- Modelagem, fisica e ou matematica.

- Anélise através de simulagdes e testes de viabilidade, otimizacGes e desempenho.
- Sintese atraves da definicdo e realizacdo de solucéo.

Esquemas de solucgéo:

Condicdes
Entradas Saidas

————— | CONTROLADOR ——— SISTEMA ——

de Partida Pré-progamadas

Figura 1.2: Controle em Malha Aberta

Perturbacdes

Saidas + Erros Entradas Saidas

P>| CONTROLADOR (el SISTEMA

Pré-progamadas -

SENSORES <

T Erros

Figura 1.3: Malha Fechada com Realimentacdo de Saidas

1 Perturbagdes

Estado + Erros Entradas Saidas

CONTROLADOR SISTEMA
Pré-progamado -

ESTIMADOR

DE | SENSORES wa—

ESTADO
T Erros

Figura 1.4: Malha Fechada com Realimentacéo de Estado




1.2 Controle Otimo de Sistemas Dinamicos

Neste caso o controle do sistema é determinado segundo uma condi¢do de otimizacdo,
através da minimizacdo ou maximizacdo de um indice de performance (IP) ou desempenho.
Seja o sistema dinamico:

x= f(x,u,t), ¢H)]

onde x(t), nx1, é o estado, u(t), mx1, é o controle.

A partir da satisfagdo de critérios de otimizagdo e vinculos, relativos a trajetoria de
estado, ao controle, e as condi¢es iniciais e finais, é possivel, em geral, a determinacdo do
controle, de sistemas dindmicos modelados como na Eqg. (1), ou como uma fungédo do tempo,
u(t), ou como uma funcéo do tempo e do estado, u(x,t). A teoria aplicada de Controle Otimo
se propGe a prover 0s meios para a obtencdo de solucdes, em geral numéricas, para problemas
deste tipo, os chamados problemas de controle 6timo. Note-se que a solugdo ¢ uma funcéo de
funcdo, para tanto, como se verd, ha a necessidade de um novo tipo de Calculo, o Variacional,
onde o que se otimiza é um funcional, funcdo de funcéo e parametros.

Em uma forma bastante geral, o problema de controle 6timo de um sistema dindmico
e sua respectiva solucdo podem ser colocados como a seguir.

Minimizar:
t

IP =y (X(t, )te; X(t, ).ty A+ [L(xu,t)dt 2)
f

Sujeito a:

(@) Vinculos de Contorno:

¢(X(to )7t0;x(tf )’tf ):O (3)

(b) Vinculos Dinamicos:

x = f(x,u,t) 4)
c(x,u,t)<0 (5)
s(x,t) <0 (6)
Solugao:

to, X" (t),t7,u"(t) (7)

A solucdo do problema do tipo exemplificado é, em geral, em malha aberta, isto e,
obtém-se as condicBes de contorno e o controle, como uma fungdo u (t), como indicado na
Fig. 1.5.



= f(x u 1)

. . . IS w(x'(1))
19.x (19 )ty

U (1) ey

Figura 1.5: Solucdo em Malha Aberta Ideal

Ao se tentar implementar uma solu¢cdo em malha aberta que foi determinada a partir
de um modelo matematico do sistema real, defronta-se com erros que provocam desvios da
trajetdria verdadeira em relacéo a x (t). Estes erros sdo principalmente devidos a:

- desvios nas condicdes de partida;

- perturbagdes ndo modeladas, isto é, ndo representadas no modelo matematico usado para
representar o sistema formalmente e calcular a solucéo;

- desvios no valor de u’(t), ao aplica-lo no sistema real;

- etc.

A eliminacdo destes erros, em relacéo a solucdo em malha aberta que foi determinada,
pode ser conseguida através de um esquema de controle em malha fechada, como indicado na
Fig. 1.6.

Perturbacdes
* * * x(t
X U —)p u” +Su (1)
—>®—> CONTROLADOR > SISTEMA >
- &
X
ESTIMADOR
DE | —— SENSORES -
ESTADO ,V(U
Errros

Figura 1.6: Sistema de Realimentacdo para Correcdo de Desvios

A solucdo deste problema € obtida de forma aproximada e recorrente. De modo a
permitir uma estimativa do desvio &X(t), o estimador de estado desempenha papel crucial,
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através da determinacéo de uma estimativa X(t) do estado verdadeiro. De um ponto de vista

formal, o problema pode ser colocado como, novamente, de controle 6timo, considerando-se
perturbac6es na dinamica, modeladas por um ruido aleatério, w(t), para representar “a faixa
cinzenta de ignorancia”, e observacdes da saida feitas pelos sensores, contaminadas pelos
erros dos mesmos, V,, também modelados como aleatérios. Uma abordagem para a solucao
poderia ser, por exemplo, como a seguir.

Minimizar:
te

AP =1/ 2E{ S, &, +j(5sz5x+5uTQaJ)dt} (1.8)
B

Sujeito a:

d(X +&)/dt=f(X +XU +du,t)+wt) (1.9)

Y(t ) =h(X (b )+ (b )ty )+ Ve

1.10
K=12,..n (1.10)

1.3 Aplicacéao e Utilidade

Controle Otimo, que est4 no contexto de Controle Moderno, abre novas possibilidades
relativamente a Controle Classico. O fato de ser no dominio do tempo permite naturalmente
tratar de sistemas variantes no tempo e sistemas dindmicos ndo lineares, criando
possibilidades que atendem necessidades de otimizacdo dindmica para viabilizar a realizagéo
de processos em que as questdes de energia consumida, tempo, segurancga e atendimento de
vinculos sdo cruciais, como € 0 caso de processos quimicos, nucleares e missdes
aeroespaciais. Foram estas necessidades, conjuntamente com as novas condigdes de
computacio, que impulsionaram o desenvolvimento de Controle Otimo, principalmente nas
décadas dos cinglenta e sessenta do século XX.

O preco a se pagar pelas novas possibilidades é o de se que lidar com o Calculo
Variacional, para a obtencdo, agora, de fungdes, como resultado da otimizagdo dinamica, e
ndo de variaveis algébricas, como é o caso de otimizacdo de funcbes. No entanto, para
desmistificar, vale a parabola do interiorano chegando a cidade grande; no comego o impacto
com a nova situagédo de tamanho e complexidade é grande, mas, com o tempo, se percebe que
ao invés de lidar diretamente com localidades, tem-se que, primeiro localizar um bairro, que,
no final das contas, é equivalente a uma cidade do interior, as vezes até das pequenas; 0
desafio é aprender a lidar com os mapas, que, alias, se vence rapidamente e fica repetitivo!

As aplicacdes e utilidade de controle étimo sdo de amplo alcance, tanto em sistemas
COMO em Processos, tais como:

- processos industriais;

- sistemas de energia;

- veiculos (terrestres, maritimos, fluviais, aéreos, espaciais);
- otimizacdes estruturais;

- Navegacao;

- identificacdo de sistemas; etc.



Em especial na area espacial, cujos problemas provocaram em grande parte o
desenvolvimento de Controle Otimo, no caso de guiagem e controle presentes em uma missao
satélite, tem-se, tipicamente, as aplicagdes a seguir, conforme as fases da missao (Fig. 1.7):

1 Otimizacédo da trajetoria de langamento;

2 Determinacdo de 6rbita e de atitude (estimacdo de estado), em Orbita intermediaria;
3 Otimizacdo da Orbita de transferéncia;

4 Determinagdo de Orbita e de atitude na Orbita de missdo; e

5 Correcdo de Orbita e de controle de atitude (posicionamento angular do satélite).

4,5

Figura 1.7: Fases em Missdo Satélite



Capitulo 2

Controle Otimo de Sistemas Dinamicos: Malha Aberta

No que segue, assim como nos demais capitulos, havera sempre a preocupacao
predominante de conceituar, interpretar, captar o significado e, quase nunca, de demonstrar
propriedades, com excecdo daqueles casos em que a demonstracédo € construtiva, isto é, ajuda
no desenvolvimento de solugdes.

2.1 Fundamentos: Conceito de Variacao
Definicdo 2.1.1: Seja x(t) definida em [to,t]] € x(t,&) uma trajetoria na vizinhanca (Fig. 2.1),

diferenciavel em relacdo a £=0 e que coincida com x(t), no limite, quando 0 pequeno
pardmetro ¢ se anula. Nestas condigdes, define-se variagdo de primeira ordem de x(t):

()2 ox(t,e )] 0e| &= x(te)-X(t). (1)

v

Figura 2.1: Conceito de Variacdo de Primeira Ordem

Definicdo 2.1.2: Analogamente, para f(x(t)), diferenciavel em [to,t]], ¢ um pequeno
parametro e f(x(t,e)) diferenciavel em relacdoa ¢ em &£=0, entdo define-se:

SF(X(t)2af (x(t,e))/ X _ ax(t,e)1 g & =, (x(1)o= f(x(t,&))- F(X(1)). @)

Onde f,(x(t)) indica a derivada parcial da funcdo em relagéo a x.

Propriedade 2.1.1: As operacOes de derivacgdo e integracdo comutam com a de variagao:
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H(t)=dx(t)/ dt, 3)

& (x(1))=d&F (x(1))/ dt, (4)

e paratp e t; dados e fixos:
ty ty

S F(x(t))dt = [ (x(t))dt . (5)
t, t

Definicdo 2.1.3: Para pontos de contorno ndo fixos, ao se considerar uma trajetoria na
vizinhanga, se tem x(t,e) para te[t,(&)t;(&)], isto é, to e tr sdo também perturbados, e
definem-se as variagdes de primeira ordem, nestes pontos de contorno, como (Fig. (2.2)):

dx(t, )=(ox(ty,(e),e)/ oty )ot,(e)/ 66‘|8:06‘+8X(t0(6‘),8)/ 88|8:06‘

. (6)
= X(t, )dt, + X(t, ) = x(t,(£),e)—x(t,)

dx(t, )=X(t, )dt, +X(t, ). @)

x(t; )

Figura 2.2: Contornos Livres: Variag0es de Primeira Ordem

Em consequéncia:
df (x(t, ) = f,(x(t, ))adx(t, )= F(x(t,(&).6)— F(X(1,)), (8)

df (x(t; ) = £, (x(t; )dx(t; )= F(x(t; (£).8) - F(X(1,)), 9)



SO = FOX(E, )t — FOxt ety + [ ()t

t(e) t (10)
= [f(x(t,e))dt—[ f(x(t))dt.
to(e) fo
Para esclarecer o significado da Eq. (10), basta notar que se for considerado que:
t ti(e)
I éjf(x(t))dt =l(e)= jf(x(t,g))dt
f to(e) (10a)

A =(di(£)/ de))_ e =dl :d(tf(jgl)‘(x(t,g))dt)/dg o= FX()dt .

() =0 )

Note-se, pois, que no caso mais geral a variacdo de um varacional, dado por uma integral com
extremos variaveis, reduz-se ao caso de diferencial de uma fungdo de uma variavel, I(&), em
torno de zero.

2.2 Problema Basico

Minimizar:

J=w(x(t; )+ fL(X(t),U(t),t)dt- 1)
Sujeito a:

X(t,)=%,, t,, t, dados,

x = f(x(t),u(t)), (2)
u(t)eU.

Solugéo:

A solucdo é a determinacdo de u(t), em [to,ty]. Para que a solucdo exista, € necessario
que, tomando-se um incremento de primeira ordem, através de u(t,&), tenha-se:

J(e)-3=&>0. 3)

Para determinar as condi¢cdes necessarias para que u(t) seja solucdo, de modo anélogo
a otimizacdo de funcBes na presenca de vinculos de igualdade, considere-se o uso de
multiplicadores de Lagrange, definindo-se:

I=3+[A(F(xut)-x)dt=J. 4)



Onde A(t), nx1, é o vetor de multiplicadores de Lagrange, suposto uma funcao arbitraria do
tempo, isto é, qualquer que seja esta funcdo A(t) a relacdo da Eq. (4) permanece valida, ou

seja, ndo se altera o funcional J.
Em analogia com a Mecénica Classica e com motivacdo nesta, define-se a chamada

Hamiltoniana:

H(x,u,t)=L(x,u,t)+A f(x,u,t). (5)

Tomando-se um incremento de primeira ordem através de u(t,s) (Fig. 2.3):

v

v

Figura 2.3: Perturbacdes na Vizinhanca da Solu¢do Minimizante

t

& =p(x(ty &) -w(X(t, )+ [(H(Ax(te ) u(te ) )—A X(1,e))dt
; ’ (6)

— [(H(A,x(t),u(t),t)-A"x(t))dt.

)

Notando que para u(t,e)=V(t), a menos de termos de ordem superior a dois, da expansao
em série de Taylor em torno de x(t):
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t ty

[H (A.x,v,t)odt = [H,(4,%,u,t)Sdt +0(2)
: " %
[H(A,x+8v,t)dt = [(H,(A,%,u,t)6+H(A,x,v,t))dt.

f f
De volta na Eqg. (6), expandindo os outros termos relativos ao estado, em serie de Taylor em
torno de & =0 e desconsiderando termos de ordem superior:

A =y, (X(t; ))X(t, )+tjf(HX(/I,X,u,t)5X—AT5>‘()dt
to
4 (8)
+ [(H(AX V)= H(A,xu,t))dt.

f

Integrando por partes o termo A" ok

te ¢ t

[ A )dt= /1T§XL; — [(A" )t (9)
f f

Considerando que x(to) € fixo, resulta, de volta na Eq. (8):

A =y (X(t; ))ox(t, )_f(tf JX(t; )

+ [(H, (A, x,u,t)— AT )oxdt (10)

N

+tf(H(i,x,v,t)— H(A,x,u,t))dt >0.

N

Dada a arbitrariedade de A(t) e de A(t;):
AT =—H, (A,xut), (11)

At ) =w,(x(t; ). (12)

Onde as EQ@s.(11) sdo as chamadas equacBes adjuntas. Resta, portanto, o Gltimo termo da
condicdo da Eq. (10); como v(t) é uma variacdo arbitraria de u(t), entdo, necessariamente:

H(A,x,v,t)>H(A,x,u,t). (13)

Esta condicdo vale para todo t em [to,t;] e u(t,e)=v(t)eU , isto é, para u(t) solucdo tem-se o
valor minimo da Hamiltoniana, quando comparada com H(A,x,v,t). Em correspondéncia
com u(t), tem-se as solucdes para x(t) e A(t). Este € o chamado Principio de Minimo de

Pontryagin. Note-se que ao se comparar a solucdo com solugdes na vizinhanga, em
consequéncia de perturbagdes no controle, ndo se exclui a possibilidade de descontinuidades
na fungéo de controle solucdo. Esta situacdo sera tratada na extensao a seguir.
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Extensdo 2.2.1:

Conforme as dedugdes feitas, ndo ha impedimento de que o controle determinado a
partir do Principio de Maximo tenha uma descontinuidade em um dado t;. Para analisar as
implicag0es desta situacdo, considere-se a variagdo na Eg. (6) contemplando esta
possibilidade. Para tanto, quebrando as integrais em dois trechos divididos pelo ponto onde
ocorre a descontinuidade, considerando que esta descontinuidade tem medida nula, isto é, ndo
altera a segunda das integrais, tem-se:

8 =w(X(t, &) -w(xX(t, )+t;(jg()H(i,x(t,g),u(t,g),t)—/ITX(t,g))dt

f

+ [HOXE WUt e )~ 5(E e et (6a)

()

_tff(H(/Lx(t),U(t),t)—ﬂTX(t))dt.

)

Calculando as variag@es primeiras e integrando por partes os termos A’ & :

& =y, (x(t; )X(t, )- A"

DA +(H-A%)| dt—(H-AT%)| dt
ts .

+ [(H,(A,x,u,t)— A" )oxdt (10a)
t
t

+ [(H(A,%,V,t)=H(A,x,u,t))dt >0.

t

. &

X(t; ),

dx(t, )

x(t,g)

Figura 2.4: Condicdo de Continuidade no Estado

Onde a hip6tese de grandezas finitas garante a juncdo das integrais parciais; considerando que
a descontinuidade em u(t;) sendo finita ndo pode produzir descontinuidade nos estados, deve-
se ter (Fig. 2.4):



(1, )= {)‘((ti )t +(t”)
X(t1)dt, + ().

Apb6s as substituicbes e agrupamentos, considerando as condi¢cBes necessarias ja
estabelecidas:

& = (A ()= A (17 )ax(t; )+ (H(t )= H(t))dt,
‘ (10b)
+ [(H(A,x,v,t)—H(A,x,u,t))dt >0.

N

Onde, devido a escolhas arbitrarias que podem ser feitas de A(t; ) e do sinal de dt; as

condicBes necessarias em pontos de descontinuidade do controle, as chamadas condic¢des de
quinas (“corner conditions”) resultam:

/”LT(tf )= f(t; )

H(t )= H(t ). —

O conjunto das condicBes necessarias para o caso de descontinuidades no controle
resulta, entdo como a sequir.

CondicOes Necessérias:

(i) Dindmicas:

X=f(x(t),u(t),),

(14)
AT =—H, (A,x,u,).
H(A,x,u,t), minima em relacéo a u(t). (15)
(ii) Quina:
f(tf ):/IT(t; )a (lla)
H(t7)=H(t").
(iii) Contorno:
X(t,)=%,, t,, t,,dados.

(16)

At )=w (x(t;).

Exemplo 2.2.1: Seja o problema de se tragar uma curva de inclinagdo controlada que em t;
atinja a maior ordenada x(t; ) possivel, desde que a inclinagdo, em cada t seja menor ou igual a
1. Ou seja, 0 problema de:
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Maximizar:
I=x(t,). (17)
Sujeito a:

Xx=u(t), t,t.,x(t,),

u(t)<1. (18)

CondicGes Necessarias: neste caso sdo, sendo H = Au :
(i) Dinamicas
x=u(t),

i=0, (19)
H =Au, méximaem relacdo a u.

(i) Contorno

t0 'tf 1X(t0 )!

At, )=1. (20)

Solucdo: ja que da Eq. (19) A(t) é constante e, da Eq. (20), resulta que A(t)=1, o valor do
controle que maximiza a Hamiltoniana, neste caso H =u, € o valor limite u(t)=1.

Exemplo 2.2.2: Este exemplo corresponde ao problema de guiagem em torno de uma solugéo
previamente otimizada em malha aberta (o caso das Egs. 1.2(8) a 1.2(10), conforme ilustrado
na Fig. (1.6)). Neste caso o estado x(t) é o desvio que se quer manter minimo com a menor
agitacdo e u(t) o ajuste de controle, que se deseja minimo, isto €, que implique no menor
esfor¢o ou consumo de energia. Para tanto, o problema a resolver se formula como a seguir.
Minimizar:
t
J=1/24x}S;x; + [(X'Qx+u"Ru)dt}, S;>20,Q>0,R>0. (21)
f

Sujeito a:

Xx=A(t)x+B(t)u,

X(t, ) =X, 1, ,t; dados. (22)
Condicdes Necessarias:
Hamiltoniana: 1/ 2(x"Qx+u'Ru)+ A" (A(t)x+B(t)u). (23)
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Equactes Adjuntas: A" =—(x"Q+ A" A(t)). (24)
Equagdo de Controle: H, =0,..u'R+A' B=0,.u=-R™"B" 1. (25)
Equagdes de Contorno: A'(t, )=x'(t, )S;. (26)

Solucdo: Das condic¢des necessarias, resulta um problema com condi¢des de contorno em dois
pontos,

X=A(t)x—B(t)R'B"(1)4,
A=—Q"x—AT(t)4, (27)
X(ty )= Xo, bt AT (t ) =x" (1 )S; .

Em conseqiiéncia da condicdo de contorno na variavel adjunta lambda, a solucdo para esta
variavel deve ser da forma (ver Apéndice Il, Matriz de Transicao):

A=P(t)x. (28)
Levando de volta na Eq. (27), resulta:

X = Ax—BR™B" Px

Px+Px=-Q"x—ATPx .. (29)
(P+PA+A"P—PBR'B"P+Q" )x =0, Vx.

Resultando, ent&o:

P+PA+A'"P-PBR'B"P+Q" =0, P(t;)=S,. (30)

Donde resulta uma lei de realimentacdo do estado, com o controle de corre¢do proporcional
ao desvio, dado por x:

u=—RB"(t)P(t)x. (31)

No caso de sistemas dindmicos a natureza de x é de um estado, isto €, posi¢cdo e velocidade;
portanto, vé-se que o controle na Eq. (31) é do tipo proporcional, derivativo. Quanto as
matrizes peso ou de ponderacdo considerem-se as recomendacdes a seguir.

Observagdes de ordem pratica: (i) Para a escolha das matrizes de ponderacdo na integral, Q e
R, conforme bibliografia (Bryson and Ho, 1975), a recomendacdo € que: sejam constantes e
diagonais; cada termo da diagonal seja tomado igual ao inverso de (t-tp) vezes o quadrado do
maior valor tolerado para a respectiva componente da variavel em questdo, assim, por
exemplo:

Q =diag.[Q =1/((t, —t,)(x™)?):i=12,...n]. (32)
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(ii) Para a matriz S recomenda-se, de forma anéloga:
S, =diag.[S; =1/(x™(t,))’ :i=12,..,n]. (33)

(iii) Quando A e B sdo constantes, isto é, o sistema dindmico € invariante no tempo, € usual
tomar-se um valor aproximadamente nulo para o termo em t; fora da integral e na regra
empirica anterior para as matrizes de ponderacdo na integral substitui-se (t-tg) por At=t-ty,
correspondente ao valor do tempo a partir do qual a integral é desprezivel, assim, por
exemplo:

X{S: X, =0, Q=diag.[Q =1/(At(x™)*):i=12,.,n]. (34)
Em correspondéncia a estas aproximagdes, toma-se P de regime, considerando-se:
(t-t,)—>0, P=0. (35)

Exemplo 2.2.3: Dado um sistema mecanico conservativo, vale o principio de Hamilton ou da
Minima Acdo, que afirma que entre t e t; a trajetoria solucdo que vai de x(tp) a x(t) é a que
produz o funcional correspondente a Lagrangiana (L=T -V, sendo T a energia cinética e V
a energia potencial) estacionario:

3 = FLOCO)A(). (32)
fo

Sendo assim e definindo
X=U. (33)
Entdo H = L+ A"u, resultando as respectivas equacdes adjuntas e de controle:

A=-H_,

H,=L,+4 =0 .. (34)
d(L, )dt—H, =0.

Considerando o vinculo dindmico da Eq. (43) e que Hy=Ly, resultam as Equacdes de
Lagrange:

d(oL/ ax)dt —oL/ éx =0. (35)

Referéncia de aplicacdo 2.2.1: Lourengdo (1988) e Lourencdo e Rios Neto (1989) utilizaram
controle 6timo, com modelos lineares para a otimizacdo do posicionamento de sensores e
atuadores visando obtengdo de modelos reduzidos para a sintese de reguladores 6timos em
controle de estruturas flexiveis.

Referéncia de aplicacdo 2.2.2: Oliveira e Rios Neto (1976) utilizaram controle 6timo para a
operagdo de um sistema de silos, sob o aspecto de minimizacdo dos custos de manuseio,
transferéncia e armazenagem de graos.

16



2.3 Problema com Tempo Final Livre

Minimizar:
J=yp(x(t; )+ fL(X(t),U(t),t)dt- (6)
o

Sujeito a:

X(t,)=X,, t,, dados,
t, livre,
x=f(x(t)u(t)t),
u(t)eU.

(7)

Solucéo:

Alerta para “caipira em cidade grande”: o bairro € novo, mas percorré-lo ndo traz
grande novidade, depois que se familiarizou a situacdo de como andar em um primeiro bairro,
que, afinal, € como andar em uma pequena cidade, com até menos localidades!!!

A solucdo deste problema ligeiramente estendido é a determinacgdo de u(t), e t;. Para
que a solucdo exista, é necessario que, tomando-se um incremento de primeira ordem, através

de u(t,e) e t;(¢), tenha-se:
J(e)-J=&=>0. (8)

Onde a novidade em relacdo ao problema basico (ver secdo 2.2) € que J(¢&) inclui a
perturbacdo do tempo final também, isto é, t,(&). Seguindo 0S mesmos passos cOmMo nas

Egs. 2.2(4) a 2.2(5), isto é, usando multiplicadores de Lagrange (variaveis adjuntas lambda) e
definindo a Hamiltoniana, resulta:

ti (&)

& =y (X(t,(£).6)—w(X(t; )+ [(H(AX(te)u(t,e),t) A" X(t,&))dt

F 9)
— JOH(AX(t),u(t),t)—A"%(t))dt.

t

Expandindo em série de Taylor em torno de £ =0 e aproximando pelo termo de primeira
ordem (variagdo primeira), ja que & ¢ um “pequeno” pardmetro, notando que neste caso a
variacdo em t; € total, pois o tempo e o estado sdo comparados com valores na vizinhanca,
resulta:
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t

8 =y, (xX(t, )dx(t, )+ LOx(t; )u(t, )t )ty + [(H, (A,x,u,t)— A" & )dt

tf (10)
+ [(H(A,xu(t,e),t)—H(A,x,u,t))dt.
fo
Integrando por partes o termo A’ &%, como na Eq. 2.2(9):
t )
& =, (X(t, NAX(t )+ LOXCE, u(t, )t )dt, — [T + [(H (2,xu,t)+ 47 )oxdt
o0t
' (11)

+tf( H(A,xu(t,e)t)—H(A,x,u,t))dt

f
Notando que do fato das condiges iniciais serem fixas e do tempo final ser livre, resulta que:

X(t,)=0,
dx(t, )=ox(t, )+x,dt, .. (12)
5X(tf ):dx(tf )_ f(x(tf )!u(tf )!tf )dtf'

Substituindo na Eq. (6) e agrupando tem-se:

& = (w, (x(t; )= A" (t; ))dx(t, )
+(LOx(t, )u(t, )t )+/1T(tf ) FOx(t; ).u(ty ).t )dt, (13)

thjf(Hx(/i,x,u,t)+/iT )6xdt+tff(H(}L,x,u(t,g),t)— H(A,x,u,t))dt >0.

Considerando-se a arbitrariedade de A(t),A(t,) podem-se anular os coeficientes de
ox,dx(t; ), do primeiro e terceiro termos; considerando-se a independéncia das variagdes em

u(t) e dt;, podem-se considerar variagdes isoladamente, concluindo-se que o coeficiente de
dt, do segundo termo deve necessariamente ser nulo e pela validade do Principio de Minimo

para a Hamiltoniana. Resultam assim as condi¢fes necessarias para a solugéo.

Condicdes Necessarias:

(i) Dinémicas:

x=f(x(t),u(t),t),
(14)
AT =—H (A,x,u,t),

H(A,x,u,t) minimaem relacéo a u(t). (15)

18



(if) Contorno:

X(t,)=%,, t, dados.
(16)
/IT(tf )= (X(t; ),

H(A(t, ).x(t; )u(t, ) =0.

Notar que, para as componentes Xx;i(t;) eventualmente fixas, a segunda das equacgdes de
contorno na Eq. (11) ndo se aplica para esta respectiva componente.

Exemplo 2.3.1: Seja o problema de transferir um ponto material para a origem em tempo
minimo, a partir de uma posicao dada, atuando com aceleragéo limitada ao intervalo [-1,+1],
conforme formulado a seguir.

Minimizar:
tf
J = [dt. 17)
)
Sujeito a:
X; =X,
X, =U, 18
~1<u<1, (18)
X(t, ), t,, X(t; )=0, dados.
CondicGes Necessarias:
Hamiltoniana: H =1+ A4,X, + A4,U. (19)
Equagdes Adjuntas: 4, =0, 4, =—4,. (20)
Equacéo de Controle: u=-signA, . (21)
Equac0es de Contorno: H(A(t, ),x(t, ),u(t, ))=0=A4,(t; Ju(t; )+1. (22)

Solugéo:

Das 3 condicBes de contorno dadas (Eq. (18)) mais a da condi¢do necesséria da Eq.
(22) conclui-se que ha informac6es suficientes nos 2 pontos de contorno para determinar as
constantes de integracdo e, em principio, resolver o problema das equagdes diferenciais
correspondente as Eqgs. (18) e (20). No entanto, a equacdo de controle (Eg. (21)) d& uma
solugéo ndo linear para u e, em consequéncia, para o sistema dinamico da Eq. (18).
Resolvendo-se as equacdes adjuntas resulta:
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4 =Zl' A, = Ay +ﬂ_’l(tf —t). (23)

Portanto, sendo A, a fungdo de chaveamento do controle, vé-se que dependendo do ponto de

partida pode ou ndo haver chaveamento; e, se isto ocorrer, sera uma Unica vez de um extremo
para 0 outro da faixa permitida de controle, ou seja, a solugdo é o do chamado tipo “bang-
bang”. Analisando as situagdes basicas em que ndo haveria chaveamento:

(i) A(t;)=1 ..u(t,)=-1:resultando para a solucdo de estado que,

X, =t, —t, x, =—(t, -t)’/2 . x =—(x,)°/2. (24)
(i) A(t;)=-1 ..u(t,)=1:resultando de modo anéalogo que,

X, =t—t,, x =(t—t,)*/2 . x =(x,)*/2 (25)

X2 A

v

Figura 2.5: Curvas de Chaveamento no Espaco de Fase
Tracando-se essas curvas no espaco de fase (Fig. 2.5), pode-se, entdo, analisar

qualitativamente a solucdo do problema para as possibilidades de chaveamento a partir das
varias possibilidades de condicéo de partida.

2.4 Vinculos de Contorno

No que segue trata-se de um problema com vinculos de contorno em uma situagdo
mais geral.
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Minimizar:

t

ILX(t Do U(t),t T = (X(t )ty X(t, )ty )+ JLOK(E)U(t) ). (1)
Sujeito a:

x=f(x(t),u(t),),

u(t)eU, (2)

¢(X(to )7t07X(tf )’tf )=0.
Solugéo:

Definindo a Hamiltoniana, como anteriormente, e utilizando multiplicadores de
Lagrange:

t

I=(y+v )+ [(H-AX)dt. (3)

to

Tomando a primeira variacdo para determinacdo do incremento de primeira ordem em relacéo
a uma configuracdo de solugdo na vizinhanga:

& =(y, +v e )i +(w, +v'd, )X, +(w, +v 4 )t +(y, +v 4 )dt,

ts te (4)
+Ldt]! + [(H x—ATo%)dt + [ 5* Hdt.
t

N
Integrando por partes A’ :

& =(y,, +v' g )X + (v, +V @, Yo, +(yy +VI g )ty +(wy, +vT4 )t

tg . t (5)
+Ldt]) — AT, + A5 K, + [(H, — AT )oxdt + [ §*Hdt >0.

t t
Considerando que para tpe t; :
oX(t, )=dx(t, )—x,dt,.

Resulta:

o :(on "'VT¢><0 +ﬂ~g )dX, "'(‘//xf +VT¢xf _ff )ax +(Wt0 +VT¢t0 _L]to _/gxo )dt,
+(w,, +v ¢, +L]" + A%, )dt, (6)

t . te
+ [(H, = AT )oxdt + [ §*Hdt > 0.

f f
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Considerando-se a arbitrariedade na escolha dos multiplicadores de Lagrange e a condigéo
necessaria para a minimizacdo da Hamiltoniana, resultam:

Condicdes Necessarias:

em fo:

(‘//t[J +VT¢t0 - I—]t0 _21:).(0 )dt, E(‘//tO +VT¢tO - H]to )dt, =0

T T (7)
(v, +v @, +4 )dX =0.
em [to,tf]:
x=f(x(t),u(t),t),

(8

AT =—H (A,x,u,t),
5'H>0, ueU. (9)
em ts:
(v, +VT¢tf "'I—]tf + Ay X )t =(y,, +VT¢tf "'H]tf )dt; =0, 10
(wy, +v ¢, =47 )dx; =0. o
em tp ety
¢( X(to )’tO’X(tf )'tf ):0- (11)

Extensao 2.4.1:

Pode acontecer situagdo em que, além das condi¢Bes de contorno em ty e t; existam
condicBes de contorno intermediarias, por exemplo, uma condicdo em to< t; <t

(D(X(ti )7ti )=0. (22)

Neste caso usando multiplicadores de Lagrange:

= (w7 @)+ ox(t )4 )+ [(H —ﬂTX)dt+tjf(H _ 7). (3a)

tO i

Seguindo processo de calcular a variagdo primeira, com cuidados semelhantes aos tomados na
secdo 2.2 (Extensdo 2.2.1), resulta a condigdo necessaria adicional, em t;:
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ﬂT(ti_ ):ﬂj(ti+ )+77T(0x(x(ti )t

, / (12
H(t ) =H(t" )-n %(X(ti )t ).

2.5 Vinculos Dinamicos de Desigualdade

Pode também acontecer a situacdo de limitacdes nas variaveis de controle e na regido
permitida para variaveis de estado (limitacGes fisicas e geométricas), resultando em vinculos
dindmicos do tipo:

c(x(t)u(t)t)<0, s(x(t)t)<O0, (13)

onde, sem perda de generalidade se consideram fungfes escalares, ja que a situacao se repete
para as diferentes componentes, no caso vetorial. Analogamente ao que se faz no caso
estatico, estes vinculos podem ser tratados diretamente com multiplicadores de Lagrange,
resultando uma Hamiltoniana estendida:

I—T(x,u,t)é L(x,u,t)+ A" f(x,u,t)+ zo(X,u,t)+gs(Xx,t). (2)
Para incorporar esta situacdo estendida resultam as seguintes condi¢fes necessarias:
em [to,t]:

x=f(x(t)u(t)t),

AT =—H, (A,xut),

H~u(/1,x,u,t):0,

u(t)=>0, ue(x,u,t)=0; ¢(t)=>0,s3(x,t)=0.

3)

em [z,,z,] intervalo de fronteira, z=7,,z =7, €, com possibilidade, der, <7 <7,

A (77 )=A (") +¢(7)s,(x,7),
H(z7)=H(z")-¢(7)s.(x7), (4)
¢(7)>0,s5(x,7)=0.

Registre-se que esta ndo € a Unica abordagem possivel e usada; ha tanto a chamada
abordagem indireta que tenta reduzir o caso de desigualdade envolvendo apenas o estado ao
caso de desigualdade envolvendo o controle, como as abordagens aproximadas, por
penalizacdo; recomenda-se consulta a bibliografia e referéncias para contato e avaliacdo
destas outras abordagens. Embora as abordagens de adicionar direta ou indiretamente os
vinculos por multiplicadores de Lagrange sejam validas e funcionem para os problemas de
interesse pratico, que, via de regra, atendem as condic¢des de regularidade exigidas, ha ainda
situagbes ndo usuais em que elas ndo estdo totalmente demonstradas como vélidas (Hartl,
Sethi and Vickson, 1995). No caso das abordagens com penalizacdo, ha dificuldades
numeéricas na obtencao de solucdes.

Referéncia de Aplicacdo 2.4.1: Rios Neto e Fleury (1977), Rios Neto e Fleury, (1979), Fleury
(1978). O problema tratado é de otimizag&o estrutural com objetivo duplo de minimizar massa
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total e maximizar freqiéncia natural de vibracdo, respeitando vinculos de geometria e de
resisténcia. O objetivo de aplicacdo é o de otimizacdo de apéndices flexiveis, em especial no
caso de aplicacdo a satélites artificiais, mas com possibilidades de desdobramento de
aproveitamento dos resultados obtidos em outras situacdes de aplicacdo em que seja razoavel
modelar fisicamente o problema de modo que um modelo matematico de viga em balanco
com pequenas Vvibragfes transversais possa ser utilizado. Para resolver este problema de
projeto de apéndices flexiveis com pequenas massas e altas freqliéncias naturais de vibragdo
formulou-se um problema de controle étimo em que: (i) o indice de desempenho a se
minimizado inclui de forma ponderada a massa, o inverso da freqiiéncia de vibracdo e uma
funcdo de penalizacdo para tratar os vinculos de desigualdade envolvendo varidveis de estado;
(ii) os vinculos dindmicos e de contorno foram formulados usando-se a equacgdo de Euler para
viga em balan¢o engastada em uma extremidade, sujeita a restricGes de resisténcia mecanica,
vibragdo no primeiro modo, positividade de massa e momento de inércia, assim como de
patamar inferior para a freqiéncia de vibracao; e (iii) a solucdo foi obtida numericamente com
método direto do tipo gradiente (se¢do 2.7.1). Para tratamento dos vinculos dindmicos de
desigualdade nas variaveis de estado, s,(x(t),t)<0, adotou-se 0 método de penalizagdo a

sequir:

%o = _”_z}si(x,t D2K(s; (X)),

‘ )= 0, s,(x,t)<0 5
(si(x)= k, >0,5,(x,t)>0 ©)
Xn+l(0)=0'

‘]':J+kfxﬁ+l(tf) ki >0, (6)

onde, a varidvel independente t corresponde a coordenada na direcdo longitudinal da viga. Os
resultados buscados sdo atingidos, com valores bastante reduzidos da massa do apéndice e
valores da freqliéncia com a ordem de magnitude buscada. Como ndo ha restricdo quanto a
forma da secéo transversal da barra, e como os resultados séo apresentados na forma tabular
de distribuicdo de areas transversais e raios de giracdo, ha a possibilidade de liberdade, quanto
a forma geométrica do apéndice. Isto aumenta a utilidade dos resultados para outras
aplicacdes, como, por exemplo, edificagdes em regides de ventos ou terremotos e dispositivos
de fixacao de instrumentacdo para medidas dinamicas.

2.6 Contornos Multiplos e Desigualdades no Estado

Uma situacao bastante geral é aquela em que se tém condicBes de contorno multiplo,
que dependem explicitamente do vetor de estado e, que além dos instantes inicial e final,
podem também depender de instantes intermediarios, cuja determinacdo estd incluida na
otimizacdo. Adicionalmente, inclue-se também a otimizacdo de um vetor de parametros.

Este problema foi tratado por Freitas Pinto (1991) e o tratamento a seguir é o
apresentado por Freitas Pinto e Rios Neto (1993).

Minimizar:
A (X(t )Xt ), X () X(ty ), X (1 ) X(ty o Mty by sty 0P ), PEQ © E™ (1)

24



Sujeito a:

X(r)=f(x(7),u(z),7),
u(r)eU cE™ zelty by, 1, (2)

¢|(X(t0 )ax(t1)1X+(t1)1---1X(tN )1X+(tN )’X(tN+1)’t01t1""’tN+11p):O:i :1’21---n¢
Solucéo:

Hipoteses:(i) Os instantes t, sdo intermediarios entre os instantes inicial e final e né&o
coincidentes, dois a dois, isto &,

{t.re=12,. N, ty <t <ty bt =ti=]j}.
(ii) Devem ser funcdes continuas 0s
x(z),i=12,.,n,7e(t,_;t.),e=12,.,N+1

com

X(t) =X (1), x(t, ) = x (L, ).

(iii) Devem ser funges continuas por partes os

u(7), j=12,.0,, 7 (t, 4 t,),e=12,.,N +1,

com

u(t)2u () u(r)2x (z)re(t, b ].e=12,.N+1.

(iv) As funcdes

FOXCE)UCE)T ) Ot )X )X (] )Xty )X (ty )Xty Do byt P) =0, =012,

e suas derivadas parciais primeiras sdo todas continuas em relacdo a todos seus argumentos,
nos dominios considerados.

Condicdes Necessarias:

(i) Dinamicas: Devem existir multiplicadores, A(7),i=12,...,n,, continuos para todos 0s
subintervalos 7 e(t, ,,t.),e=12,..,N +1, tais que, juntamente com a condi¢do dindmica da
Eqg. (2):

A(r)=—-[of Iox]" A7), [of loul’ Az)=0, reltty,]. (3)
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(if) Contornos Multiplos: Devem existir multiplicadores v;,i=012,...,n,, que satisfazem a
condicdo: v, +|v|#0,v, {01}, de modo que:

Aty) = i“ovj (04,1 %1 ,_n_zhovj{[aqﬁj 0% 1% + 04, 1 0t } =0;

A(te)=—_"_2“0vj[a¢,- Jox( T z+(te)=_"_2hov,-[a¢,- S

_nzhovj{[aqjj 1 ax(1, )I%(t, )+ [0, 1 ox (1, )] X (1, )+ 8¢, 1 &, } =0, e =12,...N; @)
JCRES VACTILICN D S AL FCRREIE A B

i:yj[a@ /op]" =0.

(iii) Hamiltoniana: A funcdo hamiltoniana:
H(x,u,z)= A f(xu,z), (5)
é continua paratodo 7 e(t, ,,t.),e=12,..,N +1.

Observacdes: (i) Note-se que pelas hipoteses feitas, descontinuidades nas variaveis de estado
sO poderdo ocorrer nos instantes t,,e=12,.,N; (ii) Para z=t,e=12,..,N, poderdo
ocorrer descontinuidades somente na varidvel de controle, o que podera levar a
descontinuidades nas derivadas de estados, em pontos de quina (ver Extensdo 2.2.1)
explicitados na formulacdo do problema; (iii) Os pontos t,,e=12,..,N +1sdo admitidos
como pontos moveis na formulacdo do problema, de modo que se para algum valor de e
t, =, te for fixo, esta condi¢do deve ser explicitada através de:

¢j :te _t_e =0. (6)

2.7 Abordagem Subotima

Neste caso, se coloca um problema que, se ndo geral, é bastante geral em termos de
aplicacOes. Para tratd-lo propfe-se abordagem subotima, que embora implicando em uma
solucdo que, de partida, se sabe estar sujeita a aproximacdo, faz sentido pratico, tendo em
vista erros que sempre existem, tanto de modelagem e solugdo numérica (ainda que 6tima)
como de implementacdo. Seja, pois, 0 sistema dinamico com estado x’(z), n’x1, a ser
otimizado,em termos do controle u(t), qx1 e também de p° pardmetros de projeto, sujeito a
vinculos de igualdade c desigualdade, tanto dindAmicos como de contorno.
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Minimizar:

32w (X My Xt ity )+ [LOK st
Sujeito a:

(1) dinamica:

X =f(x(t)u(t),p®.t),
g;(X(t)u(t),p?t)<0, i=12,.,n,.

(i1) contorno:

A (X (), pP)=0,m xL; ¢ (X (t;).ty,p")<0,m5 x1,

¢ (X (1 )t;,p")=0,m xL; ¢, (X (t;)t;,p")<0,m; x1.

Solugéo:
(i) Tratamento dos vinculos de desigualdade dinamicos:
19X u,pPit), gi(x,u,p®t)>0,

o, g;(x,u,p”,t)<0.
Xln'+1(to):X‘n'+1(tf):O’ i=1,2,...,nv.

n'+1

(if) Transformagdo em um problema de Mayer:

Xyon = LOX UL,

X‘In'+nv+1(t0 ):O
I =y (X ().t X (L5 ).t )+X"n‘+nv+l(tf ):

1)

()

©)

(4)

()

(iii) Reducéo a um problema de otimizacédo de parametros: Aproximando o controle u(t) por
uma funcéo parametrizada, por exemplo, arcos de polinémio, de modo que u(t)=u( p°,t), o

problema pode, finalmente, colocado na forma a seguir.
Minimizar:

J=w(x;,p).
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Sujeito a:

¢1(Xf1p):01

¢2(Xf,p)S0,

p’ g[ppT : pCT x'(to) 1ty 1t 1,

X' 2 IXT I Xy et Xy 1 1 (7

B P) 2L (P) i (X D) Xoa(t ) s ot X 2 (t ) Xoa (g ) 2t X ()],
H (X )2 (P):gy (X.p)]:

(iv) Critério de busca direta: Adotando-se este tipo de busca numérica de solugdo para o
problema, a partir de uma pequena perturbacao (linear), em torno de valores supostos para a
primeira iteragédo, ou valores da Gltima iteracdo, (X, ,p), obtém-se:

A) = (0w (X ,p)/ ox; )(Ox; Iop)Ap+(Ow(X;,p)/ dp)4p,
Ag, = (0¢,(X;,p)/ 0x; )(0x; 1 3p)Ap+(0¢ (X, D)/ p)Ap, (8)
# (X, P)+(0¢,(X;, D)/ OX; )(O%; [ Op)Ap +(0¢, (X, )/ 3p)Ap <0.

O problema em cada iteracdo fica reduzido, portanto, ao de minimizar, em relacdo a 4p, a

funcdo A4J, sujeito aos vinculos das duas ultimas equagfes, com as restricGes adicionais, que
s80 necessarias para garantir convergéncia para os vinculos e satisfazer a hipoOtese de
perturbacdo linear (pequenas perturbacdes):

A¢1 :a¢1()_(f ,p), -1<a<0.

o (9)
A= B(|w(%;.p)+&), B<0, &>0.

Ao longo das iteracdes os valores de «,f,& sao ajustados, dependendo do problema tratado.

O problema subétimo de otimizacdo de parametros pode ser resolvido numericamente por um
dos métodos existentes, como, por exemplo, projecdo-do-gradiente, programacao-linear, etc.

Observagéo: Para calcular ox, / op por uma aproximagdo numérica direta:

OX¢ 1 0p; =2 A, (Ap; ) Ap;, 1=12,..1,

_ _ (10)
Axf(Api ): Xf(tf Ap; )_Xf J

e X, (t;,4p; ) resulta da integragdo numérica a seguir, onde p-+ 4p; significa que apenas a i-
ésima componente de p foi perturbada por 4p, , “suficientemente pequeno”.

Referéncia de Aplicacdo 2.5.1: Ceballos (1979), Rios Neto e Ceballos, (1979), Ceballos e
Rios Neto (1980, 1981). Nestas aplicagcdes desenvolve-se solucdo subdtima para o problema
das Egs. (1), (2) e (3), parametrizando a fungdo de controle e aproximando-a através de arcos
de polinbmio, tratando o problema com utilizacdo de Programacao Linear, para resolver, em
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cada iteracdo, o problema relativo as Egs. (8) e (9), de minimizar, em relacdo a Ap, a funcdo
AJ, com as restricBes para garantir convergéncia para os vinculos e satisfazer a hipdtese de
perturbacdo linear, isto é,pequenas perturbacdes Ap. Os resultados obtidos foram
equivalentes, em termos praticos, aos obtidos com abordagem Otima, para testes em
problemas de transferéncia de orbita.

Referéncia de Aplicacdo 2.5.2: Smania e Rios Neto (1988), Smania (1987). O problema de
otimizar trajetdrias de langamento com o objetivo de maximizar a carga Util (satélite colocado
em Orbita), para o Veiculo Lancador de Satélites (VLS) brasileiro, é formulado como um
problema de controle 6timo com restricGes dinamicas e geométricas do tipo do problema das
Egs. (1), (2) e (3). Desenvolve-se solucdo subotima parametrizando a funcdo de controle
através de segmentos de reta, resolvendo o problema equivalente ao das Egs. (8) e (9) com
iteracOes de dois problemas de Programacgdo Linear, um para convergéncia nos vinculos e
outro para caminhar na direcdo do indice de desempenho 6timo (no caso a massa maxima do
satélite langado). A solugdo leva a resultados validos para a fase de anélise de misséo.

Referéncia de Aplicacdo 2.5.3: Gamarra Rosado e Rios Neto (1992) e Rosado (19) usaram
abordagem com parametrizacdo da funcéo de controle e solucdo por programacao linear para
otimizagdo de manobras de satélite estabilizado por “spin” com bobina magnética como
atuador interagindo com o campo magneético terrestre.

Referéncia de Aplicacdo 2.5.4: Prado e Rios Neto (1994). O problema de transferéncia de
Orbita de um veiculo espacial com minimo consumo de combustivel é tratado tanto por
método direto, com parametrizacdo da funcédo de controle em segmentos de reta, resolvido de
forma subdtima por método projecdo do gradiente, como por método 6étimo. Os resultados
obtidos sdo de qualidade equivalente.

Referéncia de Aplicacdo 2.5.5: Madeira (1996), Madeira e Rios Neto (1996, 2000), Rios
Neto e Madeira (1997). O problema tridimensional de guiagem e controle de um veiculo
lancador de satélites a combustivel sdlido é tratado de forma subdtima, por parametrizacdo da
funcdo de controle em segmentos de reta, e resolvido com método estocastico de projecdo do
gradiente que permite satisfacdo de vinculos a menos de erros aleatorios de dispersdo
especificada. Os resultados sdo comparaveis ao de outros estudos que utilizaram abordagens
Otimas.

2.8 Analise de Condicdes Suficientes

Para esta analise, serd considerado o problema com tempo final fixo, de modo a
simplificar desenvolvimentos e sem perda de contetdo construtivo e de interesse.

Minimizar:

3 = p(x(t, )+tj L(x(t)u(t ).t )dt.. (1)

N
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Sujeito a:

x=f(x,u,zt),
X(t, ).t ,t; dados, (2)

#(X(t; ))=0.
CondicGes Necessarias:

x=f(x(t),u(t)t),

A =—H (A,x,u,t),

oH /ou =0.

X(t, ).ty,t, dados, 3)
#(x(t;))=0,

AT(t, )=V, +VT¢Xf.

Para pequenas perturbacdes em torno de uma solugédo que satisfaca as condi¢cdes necessarias,
produzidas a partir de perturbagdes ox,,d¢ =g e de modo a também satisfazer as condigdes

necessarias, resulta:
ox = f,ox+ f,du,

S=-H_ ox-f]ol—H du,
H, &+ f ol +H, =0

&, dado, (4)
éﬂ“f :(foxf +VT¢><,><f )5Xf +¢Ifdv’
dg =g, X;.

Resolvendo para du,

Su=—H>(H, &+ 1)

(H,, >01), ©)

de modo que as condigdes dinamicas podem ser colocadas como:

= A(t)x—B(t)o,

SA=—-C(t)x—AT(t)d.

At)=f, —f,HIH, , (6)
B(t)=f,H f],

C(t): Hxx_quHJlJlHux'
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Devido ao fato de se tratar de um sistema linear (ver Apéndice II: Matriz de Transigdo) e
devido a forma das condi¢des de contorno em S1,0¢ , pode-se concluir que:

SA(t) = S(t)(t)+R(t)dv,

o =RT(t)x(t)+Q(t)dv. (7)

Apo6s alguma manipulacéo algébrica, resulta:

S(t;)=(¥y, v o, ) R(t)=¢; ., Q(t;)=0,

S(t)=—-S(t)A(t)— AT(t)S(t)+S(t)B(t)S(t)-C(t),

R(t)=—(AT(t)-S(t)B(t))R(t), ®)
Q(t)=RT(t)B(t)R(t)

(Q(t)<o1!).

Resolvendo para dv em fungdo de o¢p e ox(t), substituindo na expressdo de oi(t) e, em
seguida, substituindo oA(t) na expressao de ou(t),

dv=Q7(t)(& —R"(t)X(t))
(Q(t)<0, t,<t<t,1!),

au(t)=H_ ((H,+f (S—RQ™R" ))x+ f RQ ")
(S-RQ'R" finita, t,<t<t,!).

©9)

N&o é dificil provar que a solucdo obtida € também a solucdo que satisfaz as condicdes
necessarias do problema:

Minimizar:

523 = (8w, +V By, )X, )12
y HXX HXU 5 (10)
F I "] X lat.
! H, H. |

uu
Sujeito a:

&= f,ox+ f,du,
ox, dado,
dg =g, X,
d¢ dado.

(11)

Substituindo esta solu¢do em 62J , \adotando a notag&o ||v|||23 2v'Pv, tem-se:
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§°3 =(% (S—=RQR" ) & )/ 2+(5"(Q7R), )/ 2—-(5p"(Q), 5

[ i 12
F(J[Ha(Hy o+ £ (S=RQRT o+ £RQgp +eu|  dt)/2. 12)
to y

uu

Note-se que para &, =0, =0, o valor de su(t) que minimiza 5°J é identicamente nulo,
pois:

Su=—H_Y(H, + fJ(S—RQ 'R ))sx. (13)

Como para &, =0,0¢ =0, resulta que também o4,=0, entdo x(t)=0. Assim, as

condigdes para solucdo do problema de minimizagdo de 6°J, a seguir, sdo suficientes para
que a solugéo do problema de otimizagéo de J seja minimizante.

H, >0,
Q<0, t,<t<t,, (14)

(S-RQ'R") finita, t,<t<t,.

As condicgdes sdo suficientes porque qualquer outra solugdo na vizinhanga, que satisfaca as
condigdes de contorno, levaa 62J >0.

2.9 Métodos Numéricos: Introducéo

2.9.1 Método Indireto de Perturbacéo: Matriz de Transicdo

Seja 0 problema,

Minimizar:

I =w(X(t, )+IJEL(x(t),u(t),t)dt. (1)
Sujeito a:

x=f(x,uzt),

X(t,),t, dados, (2)

#(x(t; )t )=0, (p<n).
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Condicdes Necessarias:

x=f(x(t)u(t)),

A" =—H,(A,xu,),

oH / ou =0.

X(t,).t, dados, 3)
¢(X(tf )’tf )=0,

A (t )=y, +VT¢va

Y., +VT¢tf +H|tf =0.

A partir destas condi¢cdes necessarias, portanto na forma de busca indireta, sera buscada
solucdo numeérica para o problema.

Solucdo Numeérica:
Considerem-se as equacdes variacionais associadas as condi¢bes necessarias, obtidas a

partir de expansdo em torno de valores nominais de uma primeira iteracdo ou iteracdo
anterior,

K= f ox+ f,u,
S=-H - f]oL-H A, (4)
H, ox+flol+H =0,

Eliminando du essas equagOes ficam na forma:

&= A(t)x —B(t)a,
SA =-C(t)x—AT(t)5.
A(t): fx_fuql;lqux’ (5)

u

B(t)= f,H. f]

uu ‘u !

C(t)=H,—-H_ HH,.

Usando matriz de transicdo associada (Apéndice I1),

[X" A" ] =[] A 1D(L,). (6)
Adotando uma nota¢do compacta para os vinculos de contorno em t;, colocando-os na forma:

V(x(t; )t At ),v)=0, (n+p+1). (7)

Para uma perturbacdo de primeira ordem, em torno de valores nominais, indicados pela sobre
barra:
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VX(te )t At ) V)=V +V, dx, +V, dA, +V, dt; +V dv=aV ,0<a <1, (8)

onde « é fator para garantir condi¢bes de convergéncia, com pequenos incrementos que
preservem hipétese de perturbacao linear e

dx(t; )=X(t; )+ x,dt,,

) )
dA(t, )=A(t, )+ 4,dt,,
resultando:
(a—1V =V, & +V, 5, +(V,, +V, f, =V, H] )dt, +V dv. (10)

Com base nos desenvolvimentos anteriores, pode-se propor o algoritmo de busca da solucgéo a
sequir.

Algoritmo de Busca:

(i) Para iniciar o processo iterativo de busca da solugdo numérica, escolhem-se, ou melhor,
arbitram-se: A7t .

(i) Com os valores iniciais A4,,X,, integram-se as equagOes diferenciais em x,4, das
condigdes necessarias (Egs. (3)), até t,, usando-se H, =0 para o célculo de u(t). Se ocorrer

que os vinculos de contorno sdo satisfeitos a menos de um erro & dentro da precisdo
requerida (“zero numérico”), a convergéncia foi atingida, isto é, se:

V]<e. (11)

Em ndo sendo verificada esta condi¢cdo de convergéncia, ir para 0 passo seguinte.

(iii) A integracdo do passo anterior € feita em paralelo com a geracéo das n Gltimas colunas da
matriz de transicdo, integrando as equaces variacionais (Egs. (5)) com condicdes iniciais
identicamente nulas para oX(t, ) e 0s n versores ortonormais para oA(t, ), resultando:

= My (12)
N Q"

(iv) Substituindo os valores de o, ,01, anteriores na expressdo (Eq. (10)), que impde AV
decrescente, resulta:

~ BV =[(V,, @ +V, @ ):(V, +V, f, ~V, HI ):V ][67 4, dt, :d"v]", (13)

onde f=1-«, a ajustar. Considerando a notagdo compacta para as correspondentes
derivadas em relagdo a A,,t;:

(V, @%+V, @* )=V, (V, +V, f -V, H )=V", (14)
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e que ha condicdes de existéncia de solucao:
[6" 2, :dt, :dTv]T =—pB[V* V" :V V. (15)

(v) Com as redefinicdes a seguir reinicia-se o processo voltando para (ii).

|

o < Ay + Ay,
. <t +dt,, (16)

Vv +dv.

~+

2.9.2 Método Direto do Tipo Gradiente de Primeira Ordem

O método a seguir é de busca direta da solucdo, uma vez que esta busca é feita a partir
do problema formulado, perturbando o indice de desempenho e os vinculos e impondo critério
de busca para determinagéo de incrementos na direcdo da solugdo. No caso do método tratado
0 critério é o de busca na direcdo do gradiente.

Seja o problema das Eqgs. (1), (2) recolocado a seguir.

Minimizar:
3 = p(x(t, )+tjfL(x(t),u(t),t)dt.

Sujeito a:

x=f(x,u,t),
X(t, ).t, dados,
¢(X(tf )1tf ):O-

Solucdo Numeérica:

Escolhidos ou arbitrados t, ,u(t),t, <t <t,, tem-se em consequéncia:

JLu(t).f 1X(t), #(X(; ).E; ). (17)

O problema de busca direta que se coloca é o de se perturbar estes “valores-barra”, de modo
que estas perturbagdes, ou(t),dt,, levem a valores mais proximos da solugéo.

t; . .
& =y, &, +(y, X+, +L)dt, + [(L,o+L,éu)dt,

fo
&K= f o+ f,u, (18)
d¢:¢7xfé‘xf "‘(axf X +5tf )t .

35



Usando multiplicadores de Lagrange, y, para tratar a dependéncia de Sx(t) em Au(t), e apos
integragdo por partes do termo »' &, tem-se:

t; B . . B
& =(i7,, — 71 )3 +(F, + L)t + [(F7 +77 ,+ L)+ (L, +77 f, )ou . (19)
fo

Como y(t) é arbitrario, pode-se escolhe-lo de modo que:

7}T :_(7fo+Ex)’

o (20)
7f ZV/xf :
Para esta escolha de y(t), o incremento em J fica:
— J— ff — -
& =(y +L; )dt, + [(L, +p" f,)éu)dt. (21)

t

Para tratar a dependéncia de ox(t; ) em du(t) pode-se usar a matriz de transigdo associada as
equac0es variacionais ( Egs. (18)):

X(t, )=tjf(cD(tf ) f,)u)dr,

)

d(t, ,7)=-d(t,,7)f,, O(t, t,)=1.

(22)

Multiplicando-se ambas as equacdes a esquerda por q?xf e definindo R(t, ,r)éﬁxf D(t,,7),
tem-se:

R(t,,7)=-R(t; . 7)f,, R(t;.t;)=4, .

Com esta R(t,,z) pode-se expressar d¢ como:

f ~
dg=(¢, X, +4 )dt, + [R(t; ) f,cudr, (23)
fo
onde d¢ é escolhido e fixo em cada iteracéo.

O problema de busca, em uma iteracao tipica, pode entdo ser colocado como a seguir.

Minimizar:

t;
&' =& +(bdt? )/ 2+( [ u"Waudt )/ 2. (24)

t
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Sujeito a:

goct, + [R(t, £)f,oudz—dg =0, (25)

f

Os termos quadraticos, b>0, W>0, sdo para garantir “pequenas perturbagdes”. Usando
multiplicadores de Lagrange, v :

t; _ t
&'=(y, + L, )dt, + [(T, +" F, )ou)dt+(bdt? )/ 2+( [ u"Weudt)/ 2
to t

o @8)
+vT (g dt, + j.R(tf o) f,oudr —dg).

f

A condicdo necessaria para minimizar em relacdo a oX(t;) e Au(t), usando-se a
arbitrariedade na escolha de v :

bdt, +v7¢, +(y, +L, )=0,
UW L, +y"f, +v'R(t, ,7)f, =0

- - _ (27)

dt, =—(v'gy +y, + L, )/b,
au(zr)=-WL, +y" f, +v'R(t,;,7)f, ).
Substituindo em d¢, leva a:
dp=—¢, (v, +v, +L; ) b—1,—1,v,

f _ _ _
Ly = [R(t;,2)EW (L (2)+7 " (2)f, (7)) d7,

: (28)
ly = jR(tf o), (e W (2)RT(t,,7)d7,

t
v=—(l, +(¢5f¢5fT )/b)™(dg+ Iy +(‘/7f +Ef )¢f /b).
A variacdo correspondente em J para as perturbacdes calculadas é:
foX. :_(';f +Ef )(VT¢f +‘/7f +Ef )/ b1 _IJ¢V’

t (29)

Ly = [(L,(2) 477 (2)F, (D)WL ()+ 7 (), () dr.
to

Com os resultados obtidos é possivel montar-se o algoritmo que segue.
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Algoritmo de Busca:

(i) Estime, se for o primeiro passo, ou entdo redefina, nos passos seguintes, as variaveis
u(t),t,.

(i) Integre as equacBes em Xx(t) até t,, com U(t) e armazene:
X(1),0(t).¢(X(E )T )=9.(w, +L; ).,

(iii) Determine por integracdo de t, para to:

7(1),R(t; 7).
Em paralelo, calcule as integrais:

T
I I

Lo Lo lgy =15

w1
(iv) Escolha:
d¢=—a($, O<a<l,
e calculev .

(v) Calcule du(t),dt, e volte para (i), redefinindo os valores de U(t) e f,, isto é:

u(t)«u(t)+aou(t),
t, «t, +dt,.

Repita os passos de (i) a (v) até que se tenha com a precisdo desejada a satisfagao de:

P(X(t; )L, )=¢7_>0,
(l;f +Ef )+v! (Zf —0,
o —0.
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Capitulo 3

Programacao Dinamica: Introducéo

3.1 Principio da Otimalidade

O principio da otimalidade da Programacdo Dindmica estabelece que se x*(t) é a
solucdo otima a partir de tp X(tp), associada ao controle o6timo u*(t), entdo, para 0 mesmo

problema, com a diferenga de que as condi¢Ges de partida séo, em t, <z <t,, x(7)=x*(7),
a solugdo Otima para 7z <t<t,, é também x*(t), em correspondéncia com u*(t) (Fig. 3.1).
Para melhor entendimento, considere-se o problema a seguir.

X 1
x*(t)
Xo
t, T t
Figura 3.1: llustracdo do Principio da Otimalidade
Minimizar:
t
J =‘P(x(tf))+.[L(x(t),u(t),t)dt. (1)

to
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Sujeito a:

X(t,) =%, t,, t, dados,

x = f(x(t),u(t),t), (2)
ut)eU, x()eX,

#(x(t;)) = 0.

A trajetoria solugdo é x*(t) para u*(t), t, <t <t,, a qual esta associada:

V(o) ) = IIU° @), X(). ] = WO (€,) + [ L0, u*(0,0ek, o
X*(to) = X(to)r 0
em que V(x(t, ),t,) é a funcéo retorno para t, e X(to).

Para este problema o principio da otimalidade estabelece que:

V(x(t) 1) = j LOx* (0),u™ (1), dt +V (x> (7), 7). (4)

)

3.2 Relacdo Fundamental da Programacéo Dinamica

Consideremos o problema formulado na secdo anterior Eqgs. 3.1(1) e 3.1(2). Se pelo
principio da otimalidade é verdade que, conforme Eq. 3.1(4):

/’/
e
”
7
,/
/, //’
< ”
< -
< e
/’ // ,’
- -
< -
< ”
g -
X*( ) /l,’ /,/ x(t),u(t)em [t,,7)
T
_-7 ’,,’\_ V(x(z)r)em[z,t,]
- ”
XO __—”’ —_—’
ty t

T
Figura 3.2: llustracdo da Relacdo Fundamental de Programacédo Dinamica
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V(X(t, ), ):jL(x*(t),u*(t),t)dt +V(x*(7),7),

fo

Decorre entdo a relacdo fundamental da Programacao Dinadmica:

V(). )= Min. (j L(x(t),u(t), )dt +V (x(z), 7). 1)

{u(ertosest}
A validade desta relagéo fica clara examinando-se a Figura (3.2).

Uma vez que se pode analogamente definir V(x(t),t), €, portanto, também vélida a relag&o:

Vix®. = Min. (j L(x(¢),u(&), £)dg +V (x(2),7)). (2)

{ué)tose<e} ¢

Para o problema de controle 6timo da secdo anterior (Egs. 3.1(1) e 3.1(2)), se for tomado
T=t+4t, resulta:

V(X(t),t) = M L (LX), u (), AL +V (F (x(1), u(t), )AL, t + AL)), 3)

u() ey,
onde foi considerado o vinculo dinamico da Eq.3.1(2), de modo que:
X(t + At) = f(x(t),u(t), t)At. 4)
Desenvolvendo em série de Taylor e retendo termos até primeira ordem,

V(x(1),1) = Mj L (LX), u(t), )AL +V (x(t), 1) 5
u(t) ey,

+(BV (X(1), t) /1 3%) T (X(t), u(t), AL + (BV (x(t), 1) / Ot)AL).

Passando para fora da operacdo de minimizacdo os termos que ndo dependem de uf(t),
procedendo aos cancelamentos de V(x(t),t) e 4t, resulta:

AV (x(t), 1)/ 8t + M L (LX), u(t), t) + (BV (x(t), )/ ax) F (X(t), u(t), 1)) =O. (6)

u(t) ey,
Para o caso continuo, esta é a equagdo basica da Programacgdo Dinadmica, conhecida como

Equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman. A condicdo de contorno, associada, da Eq. (6),
conclue-se ser:

V(X)) t) =w(x(t;)), x(t;) em @(x(t;))=0. (7)
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3.3 Aplicacéo a Sistemas Lineares Quadraticos
Seja o problema linear quadrético, ja considerado anteriormente (se¢do 2.2) e tratado
pelo com abordagem varacional, pelo Principio de Minimo de Pontrygin, recolocado a seguir.

Minimizar:

te
J=1/2{xIS,x, +j(xTQx+ u'Ru)dt}, S, >0,Q>0,R>0. (1)

t
Sujeito a:

X =A(t)x+ B(t)u,
u(®) ey, )
X(t,) = Xy, t,, t; dados.

Solugéo:

Neste caso, a aplicacdo da Equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman ou equacdo basica da
Programacdo Dinamica leva as condigdes a seguir.

V. (x,t) + Min(xX'Qx/2+u"Ru/2+V,(x,t)(Ax + Bu)) =0,
u()eUy
V(X(t,,t;) = (X{S,x;)/2. ©
A condigéo de contorno indica que:
V(x,t) = (X" P(t)x)/ 2. (4)

De volta na Eq. (3), resulta:

X"P®)X)/2+ Min.(xX'Qx+u"Ru + x"P(t)(Ax + Bu)) = 0. (5)

u(t)eUs
Considerando gue a minimizacdo em relacdo ao controle é dada pela condicao:

O(x"Qx+u"Ru + x"P(t)(Ax + Bu))/ou =0

(6)
u=-R"B"Px.

Substituindo de volta na Equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman, apés alguma manipulacao
algébrica, resulta:

X" (P(t) +Q+ P(t)A(t) + AT () P(t) — P(t)B(t)R B (t)P(t))x/ 2 =0.
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Portanto, necessariamente:

P(t) + Q + P(t)A(t) + AT (t)P(t) — P(t)B(t)R "B’ (t)P(t) =0,
P(t,)=S;.
conforme ja se tinha deduzido na segéo 2.2.

(7)
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Capitulo 4

Elementos de Probabilidade e VVariaveis Aleatorias

4.1 Probabilidade: Teoria Basica

Definicdo 4.1.1: Fenbmeno Aleatorio (experimento) é aquele em que os resultados quanto a
quaisquer formas de ocorréncia (eventos) ndo podem ser previstos com determinismo (“todo
fato tem uma causa e, nas mesmas condicdes, as mesmas causas produzem os mesmos fatos, o
que implica a existéncia de leis especificas que regem fatos e causas”), pois sdo governados
pelo acaso.

Exemplos 4.1.1: (i) Lancamento de um dado. (ii) Chamada telefonica ocorrendo
aleatoriamente em [0, T].

Para medir a possibilidade de uma dada forma de ocorréncia, isto é, de um evento,
cria-se 0 conceito de probabilidade, que, a grosso modo, é uma funcdo que a cada evento
associa um valor numérico.

Héa pelo menos trés maneiras de se aferir valores numéricos para possibilidades, isto é,
probabilidades de eventos:

(i) Por observacéo direta do fendmeno e calculo da chamada frequéncia relativa de ocorréncia
de um dado evento. Assim, para o evento A, sendo Na 0 nimero de ocorréncias de A, nas n
ocorréncias observadas do fendmeno, com n— oo, calcula-se a probabilidade P(A) de A
como:

P(A)=N,/A (1)

Na verdade, nem sempre se consegue observar diretamente o fendmeno e 0s respectivos
eventos, e 0 que se tem sdo observacgdes indiretas, a partir das quais se busca estimar eventos e
probabilidades, como se vera mais adiante quando se desenvolverdo os chamados métodos de
estimacao.

(ii) Pelo método classico de contagem dos eventos igualmente possiveis. Assim, para 0
lancamento de um dado, se A; é o evento de ocorrer a face i, i=1,2,...,6, P(A;))=1/6. No caso da
chamada telefénica aleatéria em [0,T], a probabilidade de ocorréncia dentro de um
subintervalo [t,t2]:

P([t11t2 ]):(tz _tl)/T' (2)

(iii) Estimativa a priori, com base no conhecimento subjetivo do fenémeno, usada, em geral,
para disparar, isto €, como valores iniciais de méetodos de estimacéo.

Para se sistematizar e dar rigor ao conceito de probabilidade, procede-se a uma
modelagem matematica, como a seguir.
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Definicdo 4.1.2: Espaco Amostral ou Espaco de Probabilidades é um conjunto 2 que,
através de seus elementos, w, representa as formas elementares de ocorréncia ou eventos
elementares do fendmeno aleatorio.

Nos exemplos considerados, 0s espacos amostrais podem ser como a seguir.
(i) Lancamento de um dado: ©2={12,..6}.
(if) Chamada aleatdria em [0,T]: 2={w:0<w<T}.
Definicdo 4.1.3: Para as formas de ocorréncia de um fendmeno aleatério, ou seja, para seus
eventos, representados por subconjuntos de 2, define-se a funcdo de probabilidade como a

funcdo que satisfaz as propriedades:

(i) A probabilidade de ocorrer pelo menos um evento de (2, isto é, P(£2), é certa, isto é,
P(02)=1. (3)
(i) Para todo evento, a funcdo de probabilidade é ndo nula, isto &,

Ac Q2= P(A)>0. (3a)
(iii) Se P(.) for definida nos A; , A;, tais que:

AcCQAc2 ANA=¢ i=]j ij=12..n,..,

entéo,

P(A VA U...UA U..)=P(A )+P(A)+....+P(A )+... 4)

Definicdo 4.1.4: A classe de eventos em que P(.) € definida, através de subconjuntos de (2,
deve constituir uma sigma-algebra de Borel, B, isto é:

QeB,
AeB=(2-B)eB .. ¢eB, (5)

A A ,..A,..eB=U AeB, ] A eB.

A imposicdo de que a classe de eventos deve satisfazer a condigdo de constituir uma
sigma-algebra de Borel garante que ao se operar com unido e interseccdo de eventos
(subconjuntos de £2) ndo se tenha a surpresa de acontecer de se cair fora de (2. Embora nas
situacdes de interesse préatico isto ndo aconteca, pode se demonstrar que ha casos patoldgicos
em que, se ndo for tomado o cuidado, pode acontecer.

Definicédo 4.1.5: Assim, finalmente, define-se a fungdo de probabilidade com o devido rigor,
como sendo:
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P:B—[0,1] ta.

() P(2)=1,

(i)AeB, P(A)>0, (6)
(ii)se ANA =¢,i=], AJA e B, i,j=12,..,n,. entdo

P(UTA )= P(A).

Assim, em resumo, tendo-se um fendmeno aleatorio representado por um modelo
fisico, procede-se a uma modelagem para se ter um correspondente espaco de probabilidades,
que constitui 0 modelo matematico com que se consegue lidar formalmente.

(i)
Fendmeno Aleatorio — < (ii)(£2,B ) — Espacode Pr obabilidade : (£2,B ,P)
(iii)(2,B ,P)
T T T
Modelo Fisico Modelagem Modelo Matematico

Como se ilustrara nos exemplos a seguir, o espaco de probabilidades ndo é
necessariamente Unico para um dado fenémeno aleatorio.

Exemplo 4.1.1: Determinacdo do espago de probabilidade no caso do fenbmeno aleatorio
correspondente ao langcamento de um dado néo viezado:

(i) 02={12,.6}, B sigma-adlgebra gerada por todos 0s subconjuntos de 2 e
P{i})=1/6,i=12,..6;0u,

(ii) por exemplo, ©2=R'={nGmeros reais}, B sigma-algebra gerada por intervalos do tipo
{w<x:xreal}, isto é, pelos intervalos eventos A que resultam das interseccdes e unides de
intervalos deste tipo, {w< x: xreal }, P(A)=(numerode pontos de{1,2,...6 }em A)/6.

Exemplo 4.1.2: Determinacdo do espaco de probabilidade no caso do fendbmeno aleatorio
orrespondente a chamada aleatéria em [0,T]:

(i) Q2={w:0<w<T}, B sigma A&lgebra gerada por {[w;,w,]:0<w, <w,<T},
P([Wl,WZ ])=(W2 —W )/T ; OU,

(ii) por exemplo, ©2=R'={nimeros reais}, B sigma éalgebra gerada por intervalos do tipo
{w<x:xreal}, isto ¢, pelos intervalos eventos A que resultam das interseccdes e unides de

intervalos deste tipo, {w<x:xreal}, P(A)=c,/T, ci» 0 comprimento do intervalo
correspondentea AN{w:0<w<T}.

Propriedades 4.1.1: Para eventos de um espago de probabilidades (£2,B ,P), demonstra-se
que:

(1) P(¢)=0,

(i )P(A)=1- P(A—0Q),

(i) P(A VA )=P(A)+P(A )-P(ANA),

(iv)Se A < A entdo P(A ) =P(A)+P(A " (2-A))=P(A).

(7)
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4.2 Variaveis Aleatorias: Conceituacado e Propriedades Béasicas

A necessidade de se trabalhar com nimeros para quantificar as formas de ocorréncia
de fenémenos aleatorios € que leva a definicdo de varidveis aleatorias, na verdade funcGes
aleatdrias. Prosseguindo na modelagem matematica de fenémenos aleatérios, em (£2,B ,P)

se definem mapeamentos de formas de ocorréncia elementares (eventos elementares), we £2,
na reta real, R®, conforme ilustrado na Fig. 4.1.

Rl

Figura 4.1: Definicdo de Variavel Aleatdria
Para garantir condicdo de se calcular probabilidades de eventos mapeados na reta, ha
gue se garantir que o mapeamento seja através de funcBes que sejam mensuraveis, conforme
definicdo a seguir.
Definicao 4.2.1: Dado (£2,B ,P) e definida a funcéo real e finita:
X(): 2->R, 1)
X(.) é uma variavel aleatoria se e somente se:

{w: X(W)<a,acR'}eB. (2)

Em termos praticos, note-se que, via de regra, fungbes continuas satisfazem esta
condicdo. Note-se, também, que muitas vezes ocorre que as formas de ocorréncias ja sdo
expressas numericamente, como no caso da chamada telefénica em um dado intervalo; nestes
casos 0 natural € que se defina a correspondente variavel aleatéria como sendo a funcao
identidade.
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Exemplo 4.2.1: Seja o fenémeno aleatdrio correspondente ao lancamento de uma moeda, com
faces cara e coroa, em que:

0Q2={Ca,Co}, B={¢{Ca}{Co},2}, P(Ca)=p>0, P(Co)=gq>0, p+q=L1
Seja

X(): 2—->R" tg. X(Ca)=1, X(Co)=0.

Decorre, em consequéncia, o calculo de probabilidades na reta real atraves da variavel
aleatoria, que induz a definicdo de funcdo de probabilidade, Px(.), cujos argumentos sdo

valores da correspondente variavel aleatoria:

P({Ca})=P{Hw: X(w)=1}) =P (X(w)=1)=p,
P{Co})=P{w: X(w)=0}) =P (X(w)=0)=aq.

P{oD) =PHw: X(Ww)<0}u{w:0< X(w)<1}u{w: X(w)>1})
P, X(W)=x:x<0})=0,P,({X(W)=x:0<x<1})=0,
Pi({X(w)=x:x>1})=0.

P(2)=P{w: X(w)<1})=P ({X(w)=x:x<1})=1.

Para uma dada variavel aleatoria, pode-se em consequéncia calcular a distribuicdo de
probabilidades na reta, através da chamada Funcao de Distribuicao.

Defini¢do 4.2.2: Funcao de Distribuicdo de X(.): 2 — R* é a funco definida como:

F.(X)=P{w: X(w)<x,xeR'}). (3)

Propriedades 4.2.1: A Funcdo de Distribuicdo de X(.): £ —R", pode ser vista como a

“massa de probabilidades” que fica a esquerda de um dado ponto da “barra” reta real, que no

limite tem “massa de probabilidades” igual a 1, e sendo assim, decorre:

(i) F,(x) é monotdnica ndo decrescente,

Fo(%) S (X)), X <X, 4)

(i) 1LnJOFX(X):1’ XIi%rpooFX(x):O. (5)
Pw: X(w) <x})=F(x)-F(x7),

(iif) Pw:x, < X(w) <x, })=F, (X, )= F (%), (6)
P{w: X(w)<x})=F,(x").
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Definicdo 4.2.3: Uma variavel aleatdria é discreta se existir uma densidade de probabilidades
tal que:

Fe(X)=2px(X;), {w:X(w)=X;} py(x;)>0 (7)

<
XJ_X

Propriedades 4.2.2: Para uma variavel aleatoria discreta, para x; tal que X(w)=X;:

Fe (%)= Fe (%)= pe(X,) = PEW: X(w)=x, ),

> pe(x)=1, ®)

Exemplo 4.2.2: A variavel definida para o lancamento de uma moeda (exemplo 4.2.1) é
tipicamente discreta e, neste caso:

1,x>1
F(x)=40,0<x<1,
0,x<0

g,x=0

Px(X)=1p,x=1 )
0,{x:x#0,x=1}

pPx(0)=P({w: X(w)=0})=P({Co})=aq,
px(1)=P{w: X(w)=1})=P({Ca})=p,
0=x=1 py(x)=P{w:0= X(w)=1})=P{¢})=0.

Definicédo 4.2.4: Uma variavel aleatoria é continua se existir uma densidade de probabilidades
tal que:

Fe(X)= [ pu(£)dE, xeR?, 9)

onde, F,(x) é suposta derivavel ou, pelo menos, absolutamente continua (isto é,
diferenciavel a menos de um ndmero contavel de pontos).

Propriedades 4.2.3: Para uma variavel continua, X(.): 2 —R':
(i) Se F, (x) é diferenciavel em x € R*, entdo:
px(x)=dF, (x)/ dx. (10)

(ii) Para dado valor isolado de x e Ax suficientemente pequeno:
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P{w: X(w)=x}=0, PEw:x<X(w)<x+4ax})= p,(x)AX. (11)

(iii) A soma das probabilidades distribuidas na reta, x € R*, e igual a unidade:

P ()20, [ py()dé=1. (12

Exemplo 4.2.3: Chamada aleatoria em [0,T]:

X(w)=w, we[0,T],
0,x<0

Py (X)=<1/T,0<x<T.
0, x>T

Definic&o 4.2.4: Define-se Média ou Esperanca de uma variavel continua, X(.): 2 —R*,
como:

E[X]= [y (&)de. (13)

Propriedade 4.2.4: Média ou Esperanca de uma variavel aleatoria pode, por analogia, ser
vista como o operador que calcula o centro de massa de “barra infinita” com densidade
P, (X) e que, como no caso de distribuicdo de massa de um corpo, € linear, ou seja:

E[aX +bY]=aE[X]+bE[X]. (14)

Definigdo 4.2.5: Define-se Momento n de uma variavel continua, X(.): £ —R", como:

E[X"]= [&"py(£)dé. (15)

Para n=2, tem-se o chamado Valor Quadratico Médio.

Definicdo 4.2.6: Define-se Momento Central de Ordem n de uma variavel continua,
X(): 2-—R' como:

E[(X—E[X])”]=f(§—E[X])" Px(£)dS. (16)
Para n=2, tem-se a chamada Variancia, em geral denotada por o(x).

Propriedade 4.2.5: Note-se, novamente, por analogia, que a Variancia € o “momento de
inércia” da “barra infinita” em torno de “centro de massa” E[X]. Sendo assim, ela, bem como
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0 chamado Desvio Padrdo, o(x), € uma medida da disperséo das ocorréncias de X[w]=x em
torno de E[X]. Em decorréncia da sua definicdo, das propriedades de integragéo:

o’(x)=E[X*1-(E[X])". (17)

Exemplo 4.2.3: Variavel aleatdria gaussiana, de grande importancia pratica, ja que muitos
fendmenos aleatorios podem ser tratados de forma aproximada, como gaussianos. Quando se
tem a situacdo de muitos efeitos aleatdrios independentes superpostos, entdo, apesar das
distribuicbes individuais, a distribuicdo do efeito somado € gaussiana (Teorema do limite
central). Este tipo de varidvel tem sua distribuigdo totalmente caracterizada pelo valor médio e
pela variancia, apresentando uma forma simétrica semelhante ao perfil de um sino, conforme
ilustrado na Fig. 4.2.

px(x)=1/((27)"* o )exp(~(x=X)* [(25*)),

(18)
E[X]=X, E[(X-E[X])?]=0?

A

Py (X) |

v

Figura 4.2: Distribuicdo Gaussiana

4.3 Variaveis Aleatorias Conjuntamente Distribuidas

Definicdo 4.3.1: Dado (£2,B,P) e as variaveis aleatérias, Xj(.), diz-se que elas sdo
conjuntamente distribuidas quando:

X;(): 2R, i=12,..n. (1)

Exemplo 4.3.1: Langamento simultaneo de dois dados, em que:
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Q={w=(i,j):i,j=12,..6},
P(w)=P((i,j))=1/36.

B ¢ aclasse de todos os subconjuntos de (2. Neste caso poder-se-ia definir, por exemplo:
Xy(w) =X ((1,j) =1, Xy(w)=X,((1,j))=1]., (i,]) e 2.

Definicdo 4.3.2: Dadas n varidveis conjuntamente distribuidas, define-se sua Funcéo
Distribui¢cdo Conjunta, como:

Fu (%) = PEW X, (W) <%, X5 (W) < %500 X (W) < X0 1),

2
XT = (X X X)) X = (X, Xy e X, ) @)

Note-se que,
A={w: X, (w)<x} {w:X(w)<x,i=12,.,n}=N_A.

Portanto, a probabilidade conjunta é calculada sobre o evento representado pelo conjunto
intersecc¢ao.

Definicao 4.3.3: Em decorréncia, para varidveis conjuntamente distribuidas continuas, define-
se Funcéo Densidade Conjunta px(x) através de:

FX(X)=]1 T ] p, (&)dede,..de,. (3)

—00 —00

Propriedades 4.3.1: Para n varidveis conjuntamente distribuidas:

(i) px(x)=0. (4)

00 00 0

(ii ) Fx(oo,oo,...,oo)=j j ....[Opx(g)dgldgz...dgn=1, )

—00 —00

Fy (—o0~,...,—0) =0.

(ili)  Fy (X, X5 00000 X ,00,..,,00 ) = Fxl,xz ,...Xm(xly,x2 yeeer X )

pxm,_._xm(xl,,xz,...,xm)=T T ....Tpx(g)dgmﬂdgm...dgn. ©)

—00 —00

Definicdo 4.3.3: Dadas n variaveis conjuntamente distribuidas, definem-se Momentos
Conjuntos:

(i) Param>1, 1<i<n, sendo que para m=1 tem-se a Esperanca ou Valor Médio, y;:
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o 0 o0

E(X)"]=] [ .J(e)"py(£)deds, . de,. )

—00 —00

(it) Para m e | inteiros positivos, 1<i,j<n, sendo que para m=I=1 tem-se a chamada
Covariancia e para m=I=1 e i=j tem-se a Variancia de X;:

(oSN o} o0

EICX = "Xy =) 1= [ [ (&= )" (& = 1)) Py (2)dede, . de,. (8)

—00 —00

(iii) Considerando as n variaveis como um vetor, definem-se Vetor Valor Médio e Matriz de
Covariancias:

o0 o0

E[X]2u, = T [ [epi(e)dede, . de,,
o 9)

[C I o} 0

EICX =i (X =g ) 12P = [ [ o [(e = W= ) pul)deyde, .. de,

—00 —00

Observando-se que as expectancias se aplicam componente a componente do vetor e termo a
termo da matriz.

Definicdo 4.3.4: Dadas variaveis conjuntamente distribuidas, define-se Coeficiente de
Correlagdo, para o X; )#0,0(X;)=0:

cov(X;, X )= EL( X, — 4 )(X; — )],

(10)
PX;, X ) =cov( X, X ) (o( X )o( X))

Diz-se que as variaveis sdo nao correlacionadas quando o coeficiente de correlacao € nulo.

Propriedades 4.3.2: Para n variaveis conjuntamente distribuidas, o médulo do coeficiente de
correlacdo é sempre menor ou igual do que a unidade, devido a desigualdade de Schwarz e
maior ou igual a zero, pois este valor ocorre quando as duas varidveis sdo ndo
correlacionadas. Ou seja:

2
0 <(cov(X;,X;))” <var(X;)var(X;),

0<|p(X;, X ;) <1, (11)

Definicéo 4.3.5: Dadas variaveis conjuntamente distribuidas, tem-se que:
(i) Duas variaveis sdo independentes, se vale que:
inxj(xixj )= in(xi )ij(xj )

pxixj(xixj): pxi(xi)pxj(xj ) (12)
ELF(X)a(X )] =ELf(X)IEL9(X )], T(),9() fungdes fixas.
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(i) Para n variaveis, elas sao ditas mutuamente independentes se vale que:

Fe(X) = I:><1(X1 )sz(xz )---Fxn(xn )
px(x): pxl(xl)pxz(xz )---pxn(xn ) (13)

ELTT O =TTELRCXOT

(iii) Dois vetores aleatorios X' =(X;,X,,... X, ),Y" =(Y.,Y,,....Y,,) sdo conjuntamente
independentes se vale que:

Puy (X,¥) = P (X)Py () (14)
Propriedades 4.3.3: Se duas variaveis sao independentes, entdo elas sdo ndo correlacionadas;

0 inverso ndo é necessariamente verdadeiro. Se as variaveis forem gaussianas, entdo o inverso
é verdadeiro.

4.4 Probabilidades e Variaveis Condicionadas

Definicéo 4.4.1: Dado (£2,B ,P) e sendo A; e A; eventos de B , define-se a probabilidade
de A; condicionada a A, como sendo:

P(A/A)=P(ANA)IP(A), P(A)>0. (1)

Definicdo 4.4.2: Dado (£2,B ,P) e variaveis X e Y conjuntamente distribuidas,
correspondentemente, define-se:

Py iy (X1 Y)= Py (X¥) Py (Y), Py (Y)>0. (2)

Observe-se que Fxy(x/y) é definida como a distribuicdo de X, dado o evento {w: Y(w)=y}.
Para uma varivel continua:

Foy Oy) = PQw: X(W)<x}n{w:y<Y(w)<y+4ay}/ P{w:y<Y(w)<y+4y}).

Passando-se ao limite, pode-se mostrar que:

Fen (X1 y)=([ P (£,y)de)] py(y). (2a)

Definicdo 4.4.3: Dado (£2,B ,P) e variaveis vetoriais X e Y conjuntamente distribuidas,

correspondentemente  definem-se Vetor Valor Médio e Matriz de Covariancias,
Condicionados:
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ELX/YT2py =] [ - Jangn(el y)dede,. ds,,

ELCX — ey )y )(X_ﬂX/Y)T/Y]éF)X/Y’ 3)

= [ o J(e=t o=y ) Py (81 Y )dede, . de,.

—00 —00

Observando-se, novamente, que as expectancias se aplicam componente a componente do
vetor e termo a termo da matriz.

Propriedade 4.4.1: Se duas variaveis sdo independentes, entdo:
pX/Y(X/y):pX(X)' (4)

Propriedades 4.4.2: Sejam X, Y, Z conjuntamente distribuidas, a, b constantes quaisquer, f(.)
funcdo escalar. Admita-se que E[X], E[Y], E[Z], E[f(Y)] existam, entdo pode-se mostrar que:

(i) ELX/Y]1=E[X], seX,Y indepentes. (5)
(i) ELX]=E[E[X /Y]] (6)
(iii) E[a/ X]=a,Vsa,X. (7)
(iv) ELF(Y)/Y]=f(Y). 8)
(v) E[(aX +bZ)/Y]=aE[X /Y] +bE[Z/Y]. 9)
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Capitulo 5

Estimacao de Parametros

5.1 Fundamentacao Tedrica
Problema de Estimacao

Seja 0 seguinte problema: (i) Sabe-se que as variaveis aleatdrias Z; se relacionam com
0 vetor aleatorio X atraves de:

Z; :hi(x’vi )- 1)

No entanto, para observar ocorréncias de Z;, isto é, zj, tem-se que usar um dado sensor que
incorpora um erro v;, ocorréncia de uma variavel aleatéria V;.

z,=h(x)+v,, 1=12,.,m. (2)
(i) Quer-se, a partir dos z;, obter-se uma estimativa de X, isto &, da distribuicdo de X.

Na maior parte dos casos de interesse, na verdade se quer estimar um vetor de
parametros. No entanto, o fato de se ter que determina-lo atraves da observacdo de uma outra
variavel, a menos de um erro de observacgdo, este sim aleatério, € que leva, ou melhor até
determina, a modelagem do vetor de parametros como aleatorio, assim como a variavel
observada com a qual ele se relaciona.

Critérios

Dois critérios sdo usualmente adotados para que a estimativa X de X satisfaca. Um
para que, em média, o erro seja nulo, isto é, um critério de ndo tendenciosidade, e outro para
que a dispersdo dos erros de estimacdo seja pequena, isto é, um critério de minimo erro
quadratico médio ou variancias minimas.

E[(X -X)]=0, .
E[( X —X)'S(X —X)], para$S >0, é minimo.
Solucgéo
A solucéo do problema colocado é dada por:
X=E[X/Z],
[ 1 4

Z2" =(2,,2,...2,).
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De fato, admitindo-se que X é um funcional de Z,
E[(X=X)'S(X=X)]=E[E[(X-X)'S(X=X)/Z]].
Sendo u,,, =E[X/Z],

ELX = X)'S(X =X )/ ZT=E[(X = pt7 + g7 = X ) S(X = a7 + a1 =X )/ Z]
=2E[( X —Hyxz )Ts(ﬂx/z -X)Z]+E[(X —Hyxz )TS(X —Hyxz ) Z]

0

+E[(ty,2 = X ) SCpty,, =X )1 21

Voltando e substituindo na expressao original,

E[(X =X)S(X=X)]=E[E[(X=X)S(X=-X)/Z]]
=E[E[(X —Hy 7 )TS(X _ﬂx/z)/z]]

+ELEL ty,2 = X ) S(aty12 = X)1 Z1]

=cte+ E[E[( ty,, — X ) S(uy,, =X )1 Z11.

Portanto, como se queria demonstrar, 0 X minimizante é;
X =py,, =E[X/Z].
Assim, a solucdo depende de se conhecer a densidade condicionada:

Py, z(X/Z).

Mas, considerando que:
pX/z(X/Z):(pxz(X1Z))/ pz(z): pz/x(Z/X):(pxz(X’z))/ px(x)-

Em decorréncia esta densidade pode ser expressa pela regra de Bayes:

px/z(X/Z):(pzlx(Z/X)px(X))/ pz(z)- (5)

Portanto, em termos tedricos cai-se em um circulo vicioso, pois para se obter o valor
condicionado de X é preciso se conhecer p,(x). Na pratica, em geral se trabalha
reiteradamente com aproximacdes lineares e com distribuicdo gaussiana e admitem-se, a
priori, uma estimativa do valor médio X e da distribuicdo em torno dele, isto é, da matriz de
covariancias, P, que por falta de maior informag&o se considera diagonal, com os termos da
diagonal expressando as “faixas de igonorancia”, através dos quadrados dos desvios padroes.
Havendo redundancia nas informacdes processadas, estas aproximacgdes a priori, isto €, 0s
erros nelas, acabam por sofrer “uma dilui¢@o infinita”, conseguindo-se estimativas com erro
desprezivel, para efeitos préaticos.
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5.2 Caso Linear

Neste caso, tém-se observacOes lineares, tipicamente modeladas como variaveis
gaussianas e erros de observacdo ndo correlacionados e independentes da varidvel a ser
estimada, como a seguir.

Problema de Estimacao
Estimar a variavel X, sabendo-se que ela se relaciona com as variaveis gaussianas Z;
linearmente, a menos de erros aditivos V; de distribuicdo gaussiana conhecida, néo

correlacionados entre si e independentes de X, isto é:

Z,=H,X+V, i=12,.,m,
E[V,]1=0,E[V*]=R,cov(VV, )=R¢s,, i,k=12,.,m, 1)
cov(V;X;)=0,j=12,..,n.

Em termos praticos, estimar a variavel X a partir de realizacdes observadas de Z;, a
menos de realizacbes ocorridas das variaveis erros de observacdo V. Ou seja, estimar a
distribuicédo de X, a partir das observacoes:
z,=Hx+v,i=12,.m. (2)
Solucgéo

Para realizar a estimativa, € preciso ter-se algum tipo de informacdo a priori da
variavel a ser estimada, ainda que, no limite, a informacdo seja a de que nédo se conhece nada

da variavel. Ou seja, é preciso ter-se informacao a priori sobre o valor médio e a dispersdo em
torno dele, da forma:

- -\ = 3)
E[X]zX,cov(E)=P.

Com esta informacdo tem-se a priori uma aproximagéo para p,(x), que sendo gaussiana é
dada por:

P (X)= (LA 27 )"2[P["* Nexp(~(x—X) P (x=%)/ 2). (4)

E a partir da informacdo da Eq. (1), pode-se completar a densidade condicionada da expressao
de Bayes da Eq. 5.1(5), repetida a seguir:

Py z (X1 2)=(pz,x (2 X)px (X)) p,(2)

De fato, pode-se calcular os valores médios e covariancias, caracterizando as respectivas
fungdes de densidade de probabilidades:
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E[Z]=E[HX +V]=HX, cov(Z)=cov(Hx+V)=HPH™ +R,
E[W']=diag[R :i=12,.,.m] =R, (5)
p,(2)=(1/((27)""?|HPHT + R\“z Nexp(—(z—HX) (HPHT +R) ™ (z—Hx)/ 2).

E[Z/X]=E[(HX+V )/ X]=HX, cov(Z/X)=cov((Hx+V )/ X)
=cov(V/X)=R, (6)
P, x (21 X)=(1I(27 )" ?|R["* ))exp(~(z — HX)"(R) ™ (2~ Hx)/ 2).

Substituindo na expressdo de p,,,(x/z) e apo6s alguma manipulagdo algébrica, resulta:

pes2(x1 2)=([HPHT + R 1((22)" P IR["* Dexp(~(z - %) (P) (2~ %)/ 2),
X=X+PH'R"(z-HX), (7)
P=(P1+HTR'H)™.

De forma equivalente, usando identidades de matrizes (Apéndice Ill), o algoritmo de
estimacédo pode ser colocado na forma de Kalman:

K=PHT(HPH" +R)?,
% =X+K(z-Hx), )
P=P-KHP =(I, —KH )P(l, —KH )" + KRK

Devido ao mau comportamento numérico deste algoritmo, recomenda-se o uso de formas
fatoradas (Bierman, 1977; Kuga, 1989; Kuga et al, 1990), ou, pelo menos, a forma de Joseph
para o calculo de atualizacdo da matriz de covariancias dos erros de estimacdo, conforme
segunda expresséo idéntica para P na Eq. (8).

Propriedade 5.2.1: Chega-se, formalmente ao mesmo resultado para o algoritmo de
estimacdo, se for considerado o problema de minimos quadrados com informacéo a priori,
formulado com as realizagGes das varidveis aleatdrias e usando como matrizes-peso as

inversas das matrizes de covariancia, P e R™, respectivamente. Ou seja:

Min. J ={(x=X)" P (x=X)+(z-—Hx)"R™(z-Hx)}/ 2. 9)

Propriedade 5.2.2: Processamento sequencial. A condicdo de componentes néo
correlacionadas das varidveis erros de observacdo, Vi, permite, equivalentemente, o
processamento componente a componente das realizagdes observadas, z;, de Z; (Eq. 5.1(2)),
podendo-se, entdo, evitar a inversdo de matriz nos calculos dos respectivos ganhos de Kalman

(Jazwinski, 1970). Com a informagc&o a priori, X, P , processa-se a primeira componente das

realizacGes observadas, z;; usando o resultado como uma nova informacéo a priori, processa-
se a segunda componente das realizacGes observadas; e assim por diante, até se processar a
altima componente das realizacdes observadas. O resultado é o algoritmo de atualizacéo
sequencial em trés passos a seguir.
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() Para i=0:
X(0)=%, P(0)=P. (10)

(i) Parai=1,2,...,m:

K@) =P(@i-1)H  [H,PG{-)H  +R 17,

X(i)=X(i-1)+K(i)[z; -Hx(i—-1)], (11)
P(i)=P(i-1)-KOH,P(i-1)=[I, - KOH, TP - [I,, — K()H, 1" + K(i )RKT(i).

(iii) Para i=m:

X=X(m), P=P(m). (12)

A este algoritmo pode-se aplicar a fatoracdo de raiz quadrada de Potter, 0 que propicia
significativa melhoria de desempenho numérico, sem praticamente aumentar a carga
computacional:

(i) Para i=0:

%(0)=%, P(0)=S(0)S"(0).
(10a)

(i) Parai=1,2,...,m:

H, = H,S(i-1),

K@i)=SGi-)H [HH +R 17, 113
(i) =%X(i-1)+K(i)[z, - HX(i-1)],

S(i)=S(i-1)- K(i)H..

(iii) Para i=m:

X=%X(m), P=P(m)=S(m)ST(m). (12a)

Note-se que, como a estimativa a priori da matriz de covariancias, P =P(0), é a de uma
matriz diagonal, o célculo da matriz raiz quadrada (Eq. (10a)), para inicializacdo do
algoritmo, é trivial.

Exemplo de Aplicagdo 5.2.1: Solucédo sequencial de sistemas lineares (Pinto e Rios Neto,
1990; Rios Neto, 1981). Seja a solucdo de um sistema linear vista como a do problema de
estimacéo:
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X=X+E€,

z,=H,x+v,i=12,..,n,

E[X]=X,cov(E)=P >0,, (13)
E[V;]1=0,cov(V)=diag[R;: j=12,..,n],

cov(V;X;)=0,1i,j=12,..,n.

Pode-se, pois, resolver este problema com o algoritmo das Egs. (10), (11) e (12), para n=m.
Se, neste algoritmo se passar ao limite zero os R;, resulta o algoritmo especifico para a solugéo
do sistema linear:

(i) Para i=0:
%(0)=X%, P(0)=P. (14)

(i) Parai=1,2,...,n:

K() = P@i - DH] [H;P( -)H T,

X(1)=X(i-1)+K(i)[z; -Hx(i—-1)], (15)
P(i)=P(i-1)- K@i)H,P(@i -1).

(iii) Para i=n:

x=X(n), P=P(n)=0. (16)
E, naturalmente, se for usada a versédo fatorada de Potter, melhora-se o desempenho numérico.
Exemplo de Aplicacdo 5.2.2: Interpolacdo polinomial. O problema é o de ajustar um
polindmio a observagdes de uma fungdo desconhecida, h(x), para se ter uma aproximacéo da
mesma no intervalo das observagdes. Assim, sendo dadas observagdes da fungdo, com erros

de observacao de distribuicdo conhecida:

yi =h(X|)+VI’ i=1,2,...,m,

. _ (17)
E[V,]1=0,E[V,'V,] =RJdj.
O que se quer é ter uma representacdo desta funcdo, aproximada por um polindémio:
a, +a,X+..+ax", m>n+1,
Vi =a,+aX +..+a X +v, i=12,..m. (18)

=h(%)

Tem-se, pois, tipicamente um problema de estimacdo de parametros, no caso o vetor dos
coeficientes do polindbmio. De forma compacta:

y=Ha+v,

19
Y = (V1Yo Y 1 Hi = (1% X)) @7 = (80,808, ), VT = (V3 Vg 0V ). ()
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Sendo, ent&o, a solugédo estimada:

d=a+PH'R™(y-Ha),
FPH R (v he) (20)
P=(P'+HTR'H)™.

Sendo que, na pratica, para um primeiro lote de observagdes, ndo se tem idéia de valores a
priori dos parametros da incerteza em torno destes valores a priori. E, pois, razoavel, admitir
a=0,P " =0. Ou seja, uma solugdo a priori “no meio da reta real” com incerteza cobrindo
toda a reta. Se ocorrer um novo lote de observagdes:

Yj =h(x;)+v;, j=m+1l.m+m’, (21)
yr =H'a+V".

Tomando-se as estimativas do lote anterior como informagdes a priori, tem-se, entdo, uma
estimativa atualizada dos parametros, isto é:

a<4a, P« P, R<R",
& =a+PH R (y —Ha), (22)
PP =(P*+H "R H")'=P-PH" (H'PH" +R")'H'P.

Note-se que se 0 numero de observacdes de um novo lote é pequeno, pode ser conveniente se
usar a forma idéntica para célculo da nova matriz de covariancias dos erros de estimacéo.

Exemplo de Aplicacédo 5.2.3: Solugdo em paralelo de sistemas de equacdes lineares. (Rios
Neto e Rios Neto, 2000) Seja o sistema:

b=Ax. (23)

Considere-se que ser quer determinar o vetor incognita X a menos de ocorréncias de erros e;,

i=1,2,...,n. Em um esquema iterativo de solucdo, dada uma estimativa, X, inicial ou de uma
iteracdo anterior, e com 0 <« <1 escolhido para ajustar o passo de busca da solucéo:

a(b—AX)=A(Xx—-X). (24)
Se em cada iteracdo x,,k =12,...,.n,k = j é considerado como dado por ocorréncia:

X, =X, + 77, - (25)
Onde 7, é erro modelado como aleatorio, cuja ocorréncia garante boa aproximacéo para na

satisfacdo da Eq. (24). Se for considerado que, face a estes erros nas demais componentes, 0
razoavel é que x; também ocorra com erro 7, , resulta que:
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a(bi —Zn:a“)_(l ):aij(xj _)—(j )+\7ij’
y (26)

v =Y am, i=12,..n
k=1

Como néo se tem ideia de como as realizaces dos 7, se relacionam é razodvel modela-los
como de média zero e de distribuicdo normal. Como no limite eles devem tender para as
ocorréncias dos erros ey, €, em cada iteracdo a distribuicdo dos V,' deve ter disperséo da ordem

n
dos residuos a(b,—> a,X ), entdo €& tambem razoavel, por um critério de maxima
1=1

verossimilhanca, que:

E[(V' 1=a’B") aiel =T =a’r =a’(b - D 8% )" i=12,..n. (27)
P} P}
Portanto:
E[(v) )7 ) 1=R=diag[a’BD ajel =F =a’r, :i=12,.,n] =a’R. (28)
k=1

Assim, em uma iteracdo tipica, o problema é reduzido ao de se resolver em paralelo os
problemas de estimagéo sem informacdo a priori, para j=1,2,...,n,

a(b—AX)=A{(X; —X;)+V ;. (29)
Aplicando, pois, o estimador para o caso sem informagéo a priori, resulta, para j=1,2,...,n,
X; :>‘<j+a[AjTR‘lAj]‘1AjTR‘1(b—A>‘<). (30)

Note-se que foi considerada a relagdo R = a°R e cancelado o fator o”.

Com o proposito de verificar convergéncia, note-se que do fato de que R é a mesma para
j=1,2,...,n possibilita combinar as estimativas X;, obtendo-se:

X=X—-aSVf'(X)=X—-a5g(X), (31)
S =diag.[(A/R™A;)":j=12,..,n],, f(x)=1/2[ Ax-b]"R™[ Ax-b],
VET(X)=ATR(AX—b) 2 g(X).

Se 0 <a for escolhido de modo a minimizar f(x) em uma iteracdo tipica, garante-se a
convergéncia do estimador, que é equivalente a um Meétodo Modificado de Newton
(Luenberger, 1984):
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a=(g'Sg)/(g'SA'RASY), §=9(X). (32)
Para melhorar o comportamento numeérico, recomenda-se a forma fatorada de Potter a seguir.

Vi =ATRY2, s, =(vjv; )T,
p, =s;V]R.'?, e=(b-AX), (30a)

X; =X, +ap,e.

Como antes, € possivel combinar as estimativas %;, para obter equivalentemente o estimador
do vetor completo x:

V=[v,:v, :...:vn],s:diag[sj 1 j=12,...,n],
pT :SvTR;l/Z’ (31&)
X =X + ape.

E o valor de 0 < &, calculado de forma também fatorada:

g(X)=-VTR?r, g,(X)=sg(X),

gy (X)=Vg,(X), (32a)
a=(9g. (X)g(X)/(gy(X)gy (X))

5.3 Caso Nao Linear

Neste caso, a varidvel a ser estimada se relaciona ndo linearmente com a variavel cujas
realizacGes sdo observadas, de novo a menos de erros aditivos de observacao:

1)

Onde, como no caso linear, admite-se alguma informacao a priori e os erros de observacdo, de
distribuicdo conhecida, sdo ndo correlacionados com a variavel a ser estimada e, via de regra,
de componentes ndo correlacionadas.

Se h(x) for linearizada em torno de X, admitindo-se que os erros de dispersdao em

torno deste valor X sejam de ordem superior:

h(x)=h(X)+ Vi (X)(x-X)+0(2). 2)

~0
Portanto,

Z. —h(X)+Vh (X)X = Vh (X)X +V..

Yi H;

Desta forma, com a linearizagdo em torno da ultima estimativa, recai-se no caso linear:
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X=X+¢€,
yi=Hx+v, i=12,..m.

(3)

H4, neste caso, a necessidade de se reiterar para eliminar as ndo linearidades. Um
algoritmo que pode ser usado é:

(i) Iniciar com:

A

X’ =X. (4)

(ii) Para k=1,2,..., relinearizar em torno de X**, usando um fator de ajuste, 0 <a <1, de
modo a garantir a hipdtese de pequenas perturbacdes necesséria para validade da aproximacéo
linear, redefinindo o problema de estimacéo linear:

a(z, —h (X)) +Vh ()R =Vh (2 )x+v,,

¥ HY

X=X+E€,

()

v =Hx+v, i=12,.,m.

Notar que a estimativa a priori ndo muda, o que muda é o ponto em torno do qual a
relinearizacdo é feita (até que os termos de ordem superior realmente sejam despreziveis).
Notar também que o fator de ajuste 0 <a <1 é dependente do problema tratado e, por que
ndo reconhecer, do usuario que estiver lidando com o algoritmo!

(iii) Para k=1,2,..., aplicar o estimador linear, até que, para um erro especificado ¢ seja
satisfeito:

[h(x)—h(* ) <e. (6)

Exemplo de Aplicacdo 5.3.1: Treinamento supervisionado de redes neurais artificiais: Uma
aplicacdo de grande interesse de estimagdo ndo linear de pardmetros é o de treinamento
supervisionado de redes neurais do tipo “feedforward”, em especial as do tipo de camadas
multiplas de “perceptrons” (“Multi Layer Perceptron”-MLP) (Figs. 5.1 e 5.2). Estas redes
neurais (RN) podem ser treinadas para representar uniformemente e com a desejada precisdo
mapeamentos ndo lineares continuos, isto €, ser treinadas para representar fungbes néo
lineares, de argumento vetorial, continuas:

y=f(x), feC:xeDcR"—>yeR". (7)

Onde treinar a rede, analogamente ao caso de interpolacdo polinomial, é resolver o problema
de ajustar uma RN a observagOes de uma funcdo desconhecida. De fato, pois treinar a RN
nada mais é que estimar seus parametros (pesos sinapticos) (Rios Neto, 1997), de modo que
ela seja uma aproximacéo para a fungdo no intervalo em que se tém valores observados da
mesma, possibilitando interpolag¢6es no interior deste intervalo de observacdo. Ou seja, dados
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os pares de informacdes de entrada e saida da rede, {x(?),y(®): t=1,2,.....L}, 0 problema é
estimar os parametros w da funcdo parametrizada equivalente a rede:

y(t) = f(x(t),w). 8)

Sendo que, no caso da MLP, se for considerado o caso de uma Unica camada interna, como
ilustrado na Fig. 5.2, que, alias, é suficiente para garantir a capacidade de representacdo de
fungdes vetoriais ndo lineares, tem-se, para o caso de se usar tangentes hiperbolicas (tanh)
como funcgdes de ativacdo, a(.)=tanh(.):

5i(1)= 3w anhl 3w i () i 1), ©

Wk
i)
1 O ~.

Wk
k-1 i1 ey xK
i 0 —

Wk
sk - I
Mg

Figura 5.1: Neuronio Artificial do Tipo Perceptron

Figura 5.2: Multi Layer Perceptron de Uma Camada
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O problema de treinamento supervisionado, que nada mais é que um problema de
ajuste da RN aos dados observados, pode ser resolvido como minimizar em relacdo ao vetor
de pesos sinapticos o funcional:

J(w)=1/2[(w-w)’ 5’1(W—V_V)+Z( y(t) = ()W) R (E)(y(t) = F(x(t),w))].(10)

Onde séo dados {x(?),y(): t=1,2,....,L}, uma estimativa a priori de w, W, e as matrizes peso

P R(t).
Adotando-se procedimento iterativo, em cada iteracdo tipica procedendo-se a uma
perturbacdo linear, com iteracdes i=12,...,I, W(i) a estimativa a priori na iésima iteracéo,

e (i) <1 pardmetro de ajuste para garantir condi¢Ges de pequena perturbagéo:
()L y(t) = y(t,i)] = ,(x(t),W(i )[w(i ) - w(i)]. (11)
Tem-se, entdo:

J(w(i))=1/2[(w(i)-W) P (w(i)-W)

L 12
+Z(Z(t,i Y= H ()W) R™(t)(z(t,i)—H(t,i)w(i))], (12)

2(t,i) 2 ()L y(t) = y(t,i)] + £, (x(O).W(i)W(i),, H(t,i)= f,(x(t),w(i)).
w(l)=w,y(t,i)= f(x(t),v_v(i)), fw(x(t),v_v(i)) ¢ a matriz de derivadas parciais com

respeito a wj, calculada usando-se a regra de “back propagation” (Zurada, 1992) na RN. Em
cada iteracdo, tem-se, portanto, o problema formalmente equivalente de estimacao:

W=w(i)+e,
2(t,i)=H(t,i Wi ) +v(t),

(13)

E[€]=0,E[ee"]=P, E[V(t)] =0,E[v(t)v' ()] = R(t).

Com € e v(t) ndo correlacionados e admitidos com distribuicdo gaussiana. O problema se
reduz, portanto, a uma situacdo em que pode ser resolvido com algoritmo do tipo daquele das
Egs. 4, 5, 6. Uma simplificacdo, adotada na pratica, que explora a capacidade de
processamento paralelo de RNs é a de desprezar a informagdo no nivel de precisdo no
conhecimento anterior dos pesos nas camadas a posteriori (“after””), dos pesos nos neurdnios
da mesma camada (“same”) e dos pesos nas camadas que antecedem (“earlier”),
w, (1), w, (i), w, (i), respectivamente, com as aproximagoes:

w,(i) =, (1w, (i) = W, (i ), (i) = (). (14)

Com estas aproximac0es, a Eq. (11) fica bastante simplificada, referindo-se ao neurdnio | da
camada k:
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a()LY(t) = Y(ti)] = f,, (x(t),W(i )W (i)~ Wy ()] +W(t). (15)
Resultando, finalmente, o problema simplificado de estimagéo, para t=1,2,...,L:

Wy =W, (i)+8,,
(16)
2y (1) =H, (t,i)w, (1) +v(t),

Naturalmente a este problema se aplica a Propriedade 5.2.2, tanto no que diz respeito ao
processamento seqiencial como ao uso da forma fatorada.

Exemplo de Aplicacdo 5.3.2: Estimacéo de parametros de sistemas dinamicos: (Curvo e Rios
Neto, 2003) Seja 0 caso de sistemas dinamicos em que se tem que determinar
experimentalmente parametros que caracterizam seu modelo dindmico, como, por exemplo,
parametros de suspensdo de veiculos, coeficientes aerodindmicos de aeronaves, coeficientes
hidrodinamicos de embarcac6es. Nestes casos, em geral se tem um modelo matematico para o
sistema, na forma de um sistema dindmico parametrizado:

X(t)=f(x(t)u(t), p,t), xeR" (17)
Supondo-se que experimentalmente, por observacgdo direta, se tenham valores com erro de

saidas do sistema, que, se admitird serem os proprios estados, determinados, por exemplo, por
navegacéo inercial ou estimacao:

y(t ) =x(t, ) +v, (L),

(18)
E[Vx(tk )] =O’ COV(Vx(tk )) = Rx(tk )

Aplicando-se a0 modelo dindmico um integrador numérico de equacdes diferenciais
ordinarias, por exemplo, um integrador de ordem zero do tipo Runge Kutta:

x(t )= (x(t_y)u(t, ), p,4t). (19)

Expandindo em série de Taylor e tomando aproximacao de primeira ordem, admitindo que o
erro nos estados € de primeira ordem:

y(t )+ v ()= (y(ty )ty ), Boat )+ £ (y(ty ) ut, ), P4t )(p—p)
+ £ (y(t o ) u(t ) Pt v (4, ).

Rearranjando termos e agrupando termos referentes a erros:

y(t )= F (y(t ) u(t ) P4t )+ fpn( y(te o )u(t ;). p.Aat )p= fpn( y(t ) u(t ;) p.4t )p
+( fxn( y(tk—l )’u(tk—l )’ ﬁ’Atk )Vx(tk—l ) + Vx(tk ))

Ou, na notacdo que vem sendo adotada:
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z(t )= y(t ) — F(y(tes ) u(ty ), oAt )+ F(y(t ., ) u(t ), P4t )P,
H(t, )= fo(y(t)u(t ) p,4t),
v(t )=yt )t ), P4t v, (L, ) +v, (8)

Admitindo-se que se tenha uma informacdo a priori para p, p, com erro de média nula e
matriz de covariancias 5p, obtida do processamento de um lote anterior de medidas ou de
uma avaliacdo a priori, recai-se em situacao ja conhecida:

P=p+8,,

(20)
z(t, )=H(t )p+v(t ), k=12,..m.

Exemplo de Aplicacdo 5.3.3: Solugdo Numérica de Sistemas Algébricos (Rios Neto, 1981;
Rios Neto e Pinto, 1987). Seja o0 caso de otimizacdo de sistemas algébricos ndo lineares:

Minimizar: f(x),xeQcE", f()eC’. (21)

h(x)=0,mx1,m<n,
Sujeito a: g(x)<0, px1, (22)

h(),9() e, C*.

Em uma iteracdo tipica de busca numérica da solugdo deste problema, busca-se determinar
um incremento Ax de modo a:

Minimizar: f(X+ Ax). (23)

suicite o XA =ah(X)+2, ”
WO o (%4 M) = (%) + 5, @)

em que X é uma aproximagdo inicial ou valor de uma iteracdo anterior, 0 < <1,0< <1

sdo fatores de ajuste do passo de busca, dosados de modo a garantir condicBes de respeito a
perturbacdes lineares, ¢, 5, sdo erros admissiveis na satisfagdo dos vinculos, e as equagdes de
vinculos incluem os vinculos de desigualdade ativos na dada iteracdo, ou seja, considerando
que S seja limite toleravel de erro para ativar g,(x), o subconjunto dos vinculos de

desigualdade tais que:
0,(X)26], i=12,..1,. (25)

Tomando em uma dada iteracdo k uma aproximacao linearizada para os vinculos e modelando
0s erros como aleatérios, ndo correlacionados e distribuidos uniformemente em faixas de
tolerancia total:
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(@ ~1)h(X*)+h (X)X  =h (X )x* + &,

(B =1)g;(X)+ g, (X)X =g, (XWX +68], i=12,..1,.
cov(e")=diag[e’,i=12,..m,], e =(& ) /3,
cov(s")=diag[d?,i=12,.,1,1, d?=(5)*/3.

(26)

Condicionando a priori que o passo seja na direcdo oposta do gradiente da fungédo objetivo e
limitando a ordem de grandeza do passo a ser de primeira ordem:

— M VET(X )+ X = x* + 7%,

_ _ 27
cov(n)=P* =diag[P;, j=12,...n]. (27)

Em notacdo compacta, vé-se que, em cada iteracdo, o problema fica reduzido a uma estimacéo
de pardmetros:

X =x+n",
i, @)
yi =H X+v;, 1=12,...m +1,.

Este problema pode, entdo, ser resolvido com o estimador da Eq. 5.2(8), repetido a seguir
como adequacéo de notagéo:

=P*H " (H*P*H*" +R)?,
XU =%+ K(Y - H %), (29)
P=P-KHP=(I,-KH)P(l, -KH )" + KRK .

. X

Este estimador pode ser aplicado na sua versdo sequencial (Propriedade 5.2.2).

Para evitar conflitos com a satisfacdo dos vinculos, que é necessaria, 0 processo de busca deve
ter duas fases. Na primeira fase, por onde se deve iniciar, procede-se a aquisicdo dos vinculos
de igualdade, incluindo os vinculos de desigualdade que eventualmente se tornem ativos. Na
segunda fase, quando se atingem as faixas de erros para satisfacdo dos vinculos de igualdade,
busca-se caminhar na dire¢cdo do minimo; para evitar conflito com os vinculos, relaxa-se a
ordem de magnitude do erro de satisfacdo dos vinculos, de modo a criar prioridade para passo
na direcdo do minimo. Em seguida se repete a fase um, e assim por diante, até convergéncia.
Para a calibracdo dos pardmetros de ajuste do passo de busca, pode se usar as condi¢cbes a
seguir, baseadas em critério de maxima verossimilhanga, aplicados a favor da seguranca, onde
o0 sobre indice k indicando o nimero da iteracao foi omitido, sem perda de entendimento:

(i) Para os parametros o e

l-a=1-p=s
s:Min.{si,izl,Z,...,mh+Ig
2n2( o : (30)
s, =1, sjh;(X)=3R;q;,j=12,...,m,,q; >>1,

Seom, 9k (X) =38Ry, Oy kK =12,..,m,q, >>1.
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(ii) Para a disperséo de 77, de modo a avaliar, calibrar P :

que é resolvido de forma aproximada e a favor da seguranca, por:

Py =Max{(3R,q )[(nH )i =12,..m, + 1, Hy =0},

em que n, € o nimero de termos ndo nulos da linha i da matriz H.

(iii) Para o parametro y, em cada iteracao:

y= I\/Iiin{(3F_>“ W21V £(X),i=12,.,n, V. f(X)=0}.
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Capitulo 6

Processos Estocasticos: Gauss Markov

6.1 Conceituacéo Basica

A conceituacdo de Processo Estocéastico, no caso de sistemas dindmicos, vem da
necessidade de se lidar com situacdes em que se tém condic@es iniciais aleatdrias e ou em que
ha perturbacdes cujo nivel de ignorancia e complexidade implica em efeitos ndo modelados,
que sdo regides cinzentas em que ndo se tem a menor ideia de como se localizar. Estas
situacBes levam a necessidade de se modelar o estado destes sistemas como varidveis
aleatorias em cada instante. E isto € 0 que é, no caso em que 0 tempo é a variavel
independente, um processo estocastico ou aleatério: uma sucessdo de variaveis aleatorias
concatenadas, isto é, conjuntamente distribuidas, ao longo do tempo, ou, formalmente, como
na definicdo a seguir.

Definicédo 6.1.1: Dado (£2,B ,P) define-se Processo Estocastico como sendo uma familia de
variaveis aleatdrias conjuntamente distribuidas, cujos membros séo caracterizados por um ou

mais indices que se constituem em parametros; assim o processo é uma familia de variaveis
aleatorias conjuntamente distribuidas parametrizadas. O caso de maior interesse é o de um
Unico indice, como a seguir.

{X,(w)=X(wt):teT}. 1)

Propriedades 6.1.1: (i) Um processo aleatorio fica totalmente caracterizado se para todos 0s t;
se conhecer as correspondentes densidades conjuntas, isto é:

{tieT:i=12,..,N,VN}= py . x (XX, X, ) (2)

(if) Um processo estocastico pode ser continuo (C) ou discreto (D) quanto a variavel aleatoria
X e ou continuo (c) ou discreto (d) quanto ao parametro t, sendo 0s casos de mais interesse em
controle de sistemas dindmicos:

(C+c): processo propriamente dito;
(C+d): sequéncia.

Exemplos 6.1.1: (i) Seja um sistema massa, mola, amortecedor em que as condic¢des iniciais
sejam aleatorias:

{X(w;t,):weQ,t, dado}.

Como consequéncia, sendo @(t,t,) a matriz de transicéo de estados:
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X(wt)=d(t,t, )X(wt,), teT.

(ii) Seja uma tdmbola, se no instante t; se der um impulso arbitrario na roda para i=1,2,...,N,
sera gerada a familia de variéveis aleatorias:

{X(wt,):wet e{t:1=12,.,N}}

(iii) Seja o caso de um radar para monitoramento de velocidades; estando as medidas em cada
instante afetadas por erros aleatorios, entdo as medidas ao longo do tempo constituem um
processo aleatorio.

6.2. Sequéncias de Markov

Ao se tratar problemas da vida real, em geral se discretiza em relagédo ao tempo.
Sistemas dindmicos satisfazem a condicdo de que, dadas condicdes iniciais em dado tempo,
entdo os estados futuros ficam determinados pela solugéo da equacéo diferencial que modela a
dinamica. Ou seja, “o presente separa o passado do futuro”, isto €, os efeitos do passado estao
acumulados no presente. E este tipo de propriedade que caracteriza os chamados processos
markovianos, em particular as sequéncias markovianas, como conceituado a seguir.

Definicédo 6.2.1: Dada uma sequéncia aleatoria, X(k) (que na verdade é X(w,k), mas que, por

conveniéncia, daqui para diante, se indicara omitindo os w e £2, que ficardo subentendidos),
diz-se que ela é markoviana se:

Observacdo: Por questdo de simplificacdo, daqui para diante considerar-se-a:

Py (X) = p(x). (2)

Propriedades 6.2.2: (i) Considerando a propriedade markoniana e a definicdo de densidade
condicionada sucessivamente, resulta:

p(X(K),x(K =1),X(K = 2),...,x(0))
= p(X(K)/ X(K =1),X(K = 2),.... X(0 ) p(x(k = 1),x(k = 2),....x(0))

©)
= p(x(k)/ x(k =1))p(x(k =1)/ x(k —=2),...,x(0))p(x(k —2),...,x(0))
=p(x(k)/ x(k=1))p(x(k=21)/x(k =2))....p(x(0)).
(ii) Uma sequéncia markoviana é dita estacionaria em um sentido restrito se:
- p(x(k)) ndo muda com o indice k;
- p(x(j),x(k)) depende apenas da diferenca (k-j), isto ¢, da distancia entre k € j.
A sequéncia é dita estacionaria em um sentido amplo se para todo k e diferenca (k-j):
E[X(k)]=u=cte, cov(X(])X(k))=P(k-j). (4)

(iii) Uma sequéncia markoviana é dita puramente aleatoria se:

79



p(x(k)/ x(k —1))= p(x(k)), VK. (5)

Exemplo 6.2.1: Para o caso da tbmbola, as ocorréncias em tentativas sucessivas constituem
uma sequéncia puramente aleatoria estacionaria:

W(t), i=12,..

No entanto, o valor acumulado depois de k ocorréncias é representado por uma sequéncia
markoviana:

X(k+1)=X(k)+W(k), X(1)=W(1),k=12,.... (6)

Definicdo 6.2.2: Uma sequéncia é dita de Gauss Markov se além de markoviana ela tem
distribuicBes de probabilidade gaussianas, isto €, se forem gaussianas as densidades de
probabilidades p(x(k)), p(x(k+1)/x(k)).

Propriedades 6.2.2: As propriedades que seguem sdo de extrema importancia, conceitual e
construtiva, para o desenvolvimento de estimadores no caso de sistemas dinamicos discretos
ou discretizados.

(i) Uma sequéncia de Gauss Markov pode sempre ser representada pelo estado de um sistema
dindmico linear de maultiplos estagios, forcado por uma sequéncia puramente aleatéria, de
distribuicdo também gaussiana, e tal que o estado inicial seja gaussiano:

X(k+1)=d(k+1,k)X(k)+I(kW(k), k=12,.. (7)
(ii) Propagacéo do valor médio:

E[X(k+1)] =@(k +1L,K)E[ X(K)] + I (K)E[W(k)], k=12,.., .
wu(k+1)=d(k +1,k)u(k )+ I(KW(k), k=12,.. ®)

(iii) Propagacédo da matriz de covariancias:

E[(X(k+1)=p(k+1))(X(k+1) = p(k+1))"]
= E[(@(k+Lk)(X(k) = p(k )+ (k)W (k) =wW(k)(D(k +1K)(X (k)= u(k))
+ (k)W (k)-w(k))"].

Em consequéncia de W(K) ser puramente aleatdria e sendo
cov( X(k))=P(k),cov(W(k)=Q(k), resulta:

P(k+1)=®(k +1,k)P(K)@" (k +1,k)+ 7" (K)Q(K)Z (k). 9)

6.3 Processos Continuos: Gauss Markov

No controle de sistemas dindmicos em malha fechada, com realimentacdo de estado,
tem-se que estimar seu estado na malha de realimentacdo. O que se sabe fazer, na prética, €
lidar com sistemas lineares. Assim, para se estimar o estado de sistemas dindmicos nédo
lineares, o que se faz é, reiteradamente, se trabalhar com aproximacdes lineares, quando,
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entdo, se modelam estas aproximacgdes lineares como processos de Gauss Markov, como
conceituados a seguir.

Definicdo 6.3.1: Diz-se que X(w,t) € processo continuo quando € variavel aleatoria indexada
por t tal que X e t variam continuamente, isto é:

{X(t,w): X,()=X(t,): 2 >R t, <t<t }. (1)
O processo € markoviano se, invés de se necessario o conhecimento de:

pOx(t, ), x(t, ), X(ty ), {t oty <t <t,,i=12,..,N,VN}, (2)
basta o conhecimento de:

p(x(t),x(7)), {tryc{t:t,<t<t, }. (3)
Como se tem que:

p(x(1),x(7)) = p(x(t)/ x(z))p(X(7)),

conclui-se  que basta, equivalentemente, o0 conhecimento das densidades
p(x(t)/ x(7)), p(x(7)) paratodo {t,z}={t:t, <t<t, }.

Propriedade 6.3.1: O processo markoviano é dito branco se satisfaz a propriedade tipica de:
p(x(t)/ x(z))=p(x(t)), ¥ {tir}={t:t, <t<t; }. (4)

Note-se que um processo branco é uma idealizacdo para efeito de modelagem, como a de
ponto material em Mecénica. Isto porque, para |t—z'| suficientemente pequeno, deve haver

alguma correlacdo entre X(t) e X(z), isto é, 0 que aconteceu em z tem que ter alguma
influéncia em t, por menor que seja |t—z'|; pelo menos é assim que é nos processos da

natureza, onde nunca ha mudancas instantaneas, para as quais seria necessaria quantidade de
energia infinitamente grande. No entanto, para perturbagdes de sistemas dinamicos em que 0

intervalo |t—r|, a partir do qual a correlagdo é detectada, é desprezivel face aos tempos de

resposta do sistema dindmico sujeito as perturbacdes, entdo é valido aproximar tais
perturbacfes por uma sequéncia puramente aleatéria que, no limite, para |t—r|—>0, é um

processo branco. O bicho preguica que o diga, quando é perturbado por um coelho!
Propriedade 6.3.2: Efeito de perturbacdes tipo processos brancos. Considere-se, sem perda

de generalidade, o caso de perturbacéo pura que, no limite, pode ser modelada como do tipo
ruido branco. Considere-se que para ocorréncias do processo valha que:

XzW—)X(t):x(to)Jrjwdr. (5)
o
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Onde se admite que para At's suficientemente pequenos, as ocorréncias de w(t) sdo
constantes, portanto a integral na Eq. (5) existe, pois qualquer ocorréncia do processo w(t) é
continua por partes. Com estes cuidados realistas, para efeitos praticos, pode-se tentar calcular
o efeito da perturbacdo no processo X(t):

ELX(t)] =1 +der,
) t t (6)
cov( X (t))=cov(X(t,))+ E[(J.(W—v_v)dr)(.f(w—v_v)Tdr)].
1) f

Onde se considerou que w(t) ndo se correlaciona com X(tp). O problema que se apresenta é,
pois, 0 célculo da contribuicdo da perturbacdo na covariancia de X(t). Para simplificar o
algebrismo, considere-se o caso escalar e em que W(t)=0, isto é, o caso de um ruido branco.

Para um dado sistema perturbado, pode-se, sempre, considerar um At bem menor que 0S
tempos de resposta a perturbacdo deste sistema, de modo que:

[wdr= Sw(k)At=31,(k) )
t k=0 k=0

A integral do efeito perturbador pode ser, com a aproximacdo desejada, vista como uma
somatoria de pulsos 1,(k). Pode-se, em decorréncia, se calcular a dispersdo causada pela

perturbacdo ruido branco:

cov(X(1)) = E[ [wdz)[wde] = EICY1,(k )X 1,(1)]
% b k=0 =0

ZE[lfv(k)]=ZQ.(k)=Z(Q.(k)/At)At=ZQ(k)At (8)

k=0

1

Jate)r = | (o) - e)ras
b bl

Notar que na Eqg. (8) Q(7)o(&—7) € que é a varidncia do ruido, que, portanto, tende a
infinito (ver Apéndice Il, funcdo impulso unitario, Eq. (1.16)) e que Q(7z) na verdade é uma
“densidade espectral”, o que se evidéncia se for considerado que 1/ At ¢ uma “frequéncia” e
que:

Q(K)=E[12(k)/ A1 =E[W*(k)at] =c2(k)/(1/ At) 9)
Como Q(k) é finita, por menor que seja At , conclui-se que o>(k) tende para infinito.

Propriedade 6.3.3: Um processo de Gauss Markov pode sempre ser gerado por:

X =F(t)X +G(t)W(t). (10)
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onde X(t,) é dada e gaussiana e W(t) é um processo branco gaussiano, ndo correlacionado
com X(t,) e entendido como o limite de uma sequéncia branca, de modo a garantir, para as
ocorréncias do processo, usando matriz de transicéo, que:

t

X(t) = D(t,t, X(t, )+ [ @(t,7)G(z )w(z M. (12)
t

Propriedade 6.3.4: Dado um processo estocastico gerado por:

X = F(t)X +G(t)W(t),

onde X(t,) é dada e W(t) € um processo branco, ndo correlacionado com X(t,) e entendido

como o limite de uma seqiiéncia branca, de modo a garantir, para as ocorréncias do processo,
usando matriz de transicdo pode-se calcular os valores propagados da media e da matriz de
covariancias, como a seguir.

(1) =E[X(1)] = &(1, )E[X(1, )] +I€D(t,f)G(T)E[W(T)]df

)

t (12)
= @(t,t, )t )+jq>(t,r)e(r)v—v(r)dr.

o
Vé-se, pois, que:
L=F(t)u+G(t)w(t). (13)
E, para a matriz de covariancias:
cov(X(t))=P(t)=cov(®(t,t,)X(t, )+j@(t,T)G(T)E[W(T)]dT)

o
= D(t,t, )P(t, )P (1,8, )+jj@(t,r)G(r)cov(W(s)W(r))GT(s)cDT(t,s)dsdr)
oty
(14)

— (11, Pt )P (L, )+“cb(t,r)G(r)Q(s)5(r—s)GT(s)cDT(t,s)dsdr)
ol

= D(t,t, )P(t, )P (1,8, )+j(b(t,s)G(s)Q(S)GT(S)CDT(t,s)ds.

f
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Capitulo 7

Estimacao de Estado e Controle em Malha Fechada

7.1 Estimacao de Estado: Conceitos e Fundamentos
Problema de Estimacéo Linear

Seja o problema de estimacdo em que tanto o sistema dindmico como as observacgdes
sdo modelados como lineares: (i) Dado o sistema dindmico, modelado como um processo de
Gauss Markov

X =F(t)X +G(t)W(t), (1)
onde W(t) é um ruido branco gaussiano, de distribuicdo conhecida, independente de X(to):
E[W(t)] =0, cov(W(t)W(z))=Q(t)o(z-t), (2)
e para X(tp) se tem uma aproximacao para a distribuicdo, admitida gaussiana:
E[X(t)]=X(t)), cov(X(t,))=P(t). 3)
(i) Dadas as observacGes de saidas do sistema:

y(t; )=H(t x(t, )+v(t), i=012,. 4)
em que y(t; ), mx1, corresponde a ocorréncias de:

Y(t)=H(t )X(t)+V(t), i=012,.., (4a)
com V(t;) gaussiano, independente de X(t) e de W(t), com distribui¢do conhecida:

E[V(t )] =0, cov(V(t))=R(t,). (5)
(iii) O problema que se coloca é o de se estimar um processo X(ti) que seja uma boa
aproximacdo de X(t;), isto €, de modo que as ocorréncias do processo estimado sejam boas
aproximagdes do valor médio do processo que representa o sistema dindmico e que a

dispersdo do erro de estimacdo, isto €, as variancias (ou desvios padrées), seja suficientemente
pequena de modo a garantir as precisdes especificadas para navegacao ou controle do sistema.
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Critérios

Como no caso de estimacdo de parametros, no caso de estimacdo de estado de
sistemas dindmicos, os critérios sdo: (a) em média, o erro seja nulo, isto &, um critério de nédo
tendenciosidade, e (b) outro para que a dispersao dos erros de estimacdo seja pequena, isto &,
um critério de minimo erro quadratico médio ou variancias minimas.

EL(X(t)— X(t; )] =0,

6
EL(X(t, )= X(t ) S(X(t,)—X(t,))], para S >0,é minimo. )

Solucgéo

Conforme visto no caso de estimacdo de parametros a solucdo € dada pela média
condicionada:

R(t)=E[X(t ) y(t ):k=012,..i}].
(7

Ou seja, o valor estimado a partir das ocorréncias de Y(tx) observadas e, por sua vez, este valor
estimado é uma ocorréncia do estimador:

X(t)=E[X(t){Y(t):k=012,..i}. (7a)

A demonstracdo segue passos totalmente andlogos ao do caso de estimacdo de
parametros (secdo 5.1), admitindo-se que X 6 um funcional de {Y(tk): k=0,1,2,....,i} :

ELCX ()= X(t ) S(X(t )= X (4 )]
= ELEL(X(t )= X(t )" S(X(t;) = X(t,)/{Y(t) : k =0,1,2,....i}]].

Sendo s, (t )= E[X(t, )/{Y(tK): k =0,1,2,....i}],

ELCX(t, )= X(t ) S(X(t, )= X () /{Y(tk) : k =0,1,2,...,i}]

= BLOX(t ) = 2y v () + a1y (4) = X(ti ))T SCX(t ) = oy v (1)

+ yy (6) = X(4)) V() 1k =0,1,2,...,1}]

= 2E[( X(t; ) = ay v (Y )’ Sty v ()= X(ti )N {Y(tk): k =0,1,2,....i}]

0

+ ELCX () — a0 (8 NTSX(Y, )=ty (5 ) H{Y(K) 1k =0,1,2,...,1}]
+ ELC sy (1) = X())TSCat (1) = X (8 ) {Y(tK) 1k =0,1,2,...,1}]

Voltando e substituindo na expressao original,
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ELCX ()= X(t )" S(X(t) = X(t;))]

= ELEL(X ()= X(4 )" S(X ()= X (1)) /{Y(tk) : k =0,1,2,...,i}]]

= ELELCX(t )= sy (8 )T SOX(t ) = sy () 1{Y(€) 1k =0,1,2,...,}]]

+ ELELC 2,y (1) = X (6 )T SCatypy ()= X (8 ) H{Y(tk) 1k =0,1,2,...,i}]]
=cte + ELELC a1y (8) = X ()" Sty (1) = X () H{Y(t)  k =0,1,2,...,i}1].

Portanto, como se queria demonstrar, 0 X (t, ) minimizante é:
X ()= gy (6 )= E[X(t, ) /{Y(tk) : k =0,1,2,...,i}].

7.2 Filtro de Kalman: Caso Continuo Discreto Linear

No que segue, duas abordagens sdo apresentadas para a deducdo do estimador linear
6timo, o Filtro de Kalman, para o caso continuo discreto: a primeira bayesiana, ja que se
baseia na propriedade de Bayes; a segunda por analogia com o caso de estimagdo de
parametros, que se poderia chamar de abordagem heuristica.

Solugédo Bayesiana:

Para o problema da secéo anterior (Egs. 7.1(1) a 7.1(5)), como demonstrado, a solugéo
para obtencdo do estimador Otimo passa pela determinacdo da funcdo de densidade de
probabilidade condicionada:

p(x(t)/y") o
v 2{y(t ):k=012,..i}.

Ou seja, a densidade de probabilidades condicionada ao conjunto de observacfes até tj,
correspondentes as ocorréncias de:

Y 2{Y(tk): k =0,1,2,...,i}.
Considerando a defini¢cdo de densidade condicionada e a propriedade de Bayes:

p(x(t| )/Y' ) = p(X(tI )/Y(t. )' yi':L ) — p(X(t, )’ Y(t, )’ yi-l )/p(y(tl )’ yi'l )
= POy(t )Xt ),y )P0 )y )p(y(t ). y™)

= PO/ (e ).y P A )Gy Mt )y ™ )p(y™))

= POVt )X(E PO )y ™ )p(y(t Jy™),

onde se considerou a propriedade markoviana, de modo que:

PO X ),y ) = ply(E IX(E ) )

Ou seja, a determinacéo da solucdo depende de se resolver a equacdo de densidades:
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PO YT ) = POyt Xt )Pt )™ )ip(y(t; Yy'™). (3)

Como todas as densidades sdo gaussianas, ficam, portanto, totalmente caracterizadas
pelas médias e covariancias correspondentes. Assim, a densidade do primeiro membro fica
totalmente caracterizada pelo produto das densidades do segundo membro, o que levara a
determinacédo dos valores condicionados do valor médio e matriz de covariancias, solu¢do do
problema de estimacéo.

Calculando, para cada uma das densidades do segundo membro, as médias e
covariancias, decorrem a média e a covariancia para a densidade do primeiro, pela
manipulacédo das expressdes exponenciais das distribui¢cdes gaussianas.

PO/ )X )):

Y(t)=H(t)X(t)+V(t), i=012,..,
ELY (4 )/ X(6)] = E[CHG)X(G)+V(5))/ X(6)] = H(t )X (L), (4)
COV(Y(ti )/ X(ti )):COV(V(ti )VT(ti )/ X(ti )= R(ti ):

POt )y ):
Em decorréncia de que:
X =F(t)X +G(tW(t),

onde X(t,) é dada e W(t) é um processo branco de média nula, ndo correlacionado com
X(t,) (e, portanto, ndo correlacionado com Y'™, pela propriedade markoviana, ja que

X(t,) tem em si acumulado os efeitos do passado) e entendido como o limite de uma

sequéncia branca, de modo a garantir, para as ocorréncias do processo, 0 uso da matriz de
transicdo, permitindo o calculo dos valores propagados da media e da matriz de covariancias,
como a sequir (ver Eq. 6.3(14)).

E[X(t)/ Y™ ]2 X(t)=(t, t_ )E[X(t_ )/Y™"]+ tj'cp(ti,r)c;(r)E[W(r)/\(i1]o|r(5)

= @(ti Ly ))Z(ti—l )’

ELCX ()= X)X ()= X(t)) /Y12 P(t,)

— (PP (1) (. 2)B(0Q()GT ()7 (8,0 ). ©
POyt )Y™):
ELY(t)/YH ] = EICH(E )X (G ) +V(t )/ Y 2T = H(tX(L ), o

ELCY(t) = H(t)X(E))(Y (1) = H(E)X )T /YT = H(t )P(E)HT(t) +R(,).
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Montando as correspondentes exponenciais, efetuando os produtos, apos alguma
manipulacdo resulta o estimador, através da média e matriz de covariancias.

pOX(E )y ):
E[X(t)/Y']= )Z(ti )=(HT ()R (E )H(E )+ P (6 ) (HT ()R (5 )Y () + P (8 )X (1)),
cov(X(t)/Y")2P(t;)=(H"(t )R™(t JH(t )+ P (5 )™

E para as ocorréncias observadas tem-se o estimador com se operacionalizam os calculos para
se obter a ocorréncia estimada do estado:

X(t)=( HT(ti )Ril(ti JH(t )+ IS71(ti )7 HT(ti )Ril(ti )y(t )+ Isil(ti X(t;)), )
P(t;)=( HT(ti )R_l(ti JH(t )+ F_)_l(ti )7

Este estimador, usando-se identidades de matrizes (Apéndice Il1), pode ser colocado em uma
forma equivalente, a chamada forma de Kalman:

K(t)= 5(ti )HT(ti Y(H(Y; )Is(ti )HT(ti )+R(t)),

)A((ti )= )_((ti )+ K(ti )( Y(ti )_ H(ti ))_((ti ))’ (9)
P(ti ): Is(ti )_ K(ti )H(ti )Is(ti )

= (1, = K(t H(G )P (6 X1, = K(G)H(G )" + K(&)R(E KT (L),

Propriedade 7.2.1: Propagacdo da Matriz de Covariancias: Equacéo de Riccati. Usando-se

as expressdes baseadas na matriz de transi¢do pode-se calcular uma equacéo diferencial para a
propagacao da matriz de transi¢cdo, como desenvolvido a seguir.

t+At

P(t+ 4t) = @(t + At,t )P(t)D' (t + At,t)+ jq)(t+At,r)G(r)Q(r)GT(r)ch(t+At,r)dr.

Considerando a equagdo dinamica para a matriz de transi¢cdo e tomando-se uma aproximagao
de primeira ordem (método de Euler):

D(rt)=F(r)D(r,t), d(tt)=1,
DO(t+4t,t)= 1+ F(t)at.

Resultando, pois:
P(t+4t)= (1 +F(t)4t)P(t)(1 +FT(t)4t)+ IG(1)Q(t )G (t)lAt.
A menos de termos de segunda ordem:
P(t+4t)=P(t)+P(t)FT(t)4t + F(t)P(t)At + G(t)Q(t)G' (t)At.

Passando ao limite:
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lim(P(t+4t)—P(t))/ 4t =P(t) = P(t)F" (t)+ F(t)P(t)+G()Q(t)G" (). (10)

Solucéo heuristica:

No que segue, por simplificacdo de notacdo, sempre que ndo houver possibilidade de
confusdo, se usard a notacdo de ocorréncia das varidveis e processos aleatérios como,
indistintamente, as respectivas variaveis e processos.

Primeira etapa: Filtragem. Comegando em t, e depois recursivamente para k =1,2,..., tem-se

sempre uma situacdo equivalente de estimacdo de parametros, com informacao a priori, ja que
se tem que resolver o problema de estimar a variavel X(t, )= X (k) a partir das ocorréncias:

X(k)=x(k)+n(k), E[n(k)I=0,E[n(k)y"(k)]=P(k),

(11)
y(k)=H(K)x(k)+v(k) E[v(k)]=0,E[v(k)v' (k)] =R(k),cov(v(k)n(k))=0.

Aplicando a solucdo desenvolvida para estimacdo de parametros (Eg. 5.2(8)):

K(k)=P(K)H" (kX HKP(K)H' (K)+R(K)),"
x(k) = x(k)+ K (kX y(k)— H(k)x(k)), (92)
P(k)= P (k)- K(k)H (k)P (k)= (I, = KK)H K)P (k)(I,, = KK)H (K))" + KKRK)K ().

Observacdo: Note-se que no caso de erros de observacdo ndo correlacionados, isto €, R(k)
diagonal, pode-se processar o vetor de observacdo sequencialmente, isto €, componente a
componente (ver Propriedade 5.2.2).

Segunda etapa: Propagacdo. Entre t, e t,., ndo ha observagdes de ocorréncias e o melhor

que se faz, na verdade o necessario, é respeitar os vinculos dindmicos e calcular os valores
condicionados da média e das covariancias as observacoes passadas:

E[x(k +1)/ y*]2%(k+1)
= d(k+1LK)E[x(k)/ y ]+ Ti@(tk+l,r)G(r)E[W(r)/ y*1dz (52)

ty

= d(k +1,k)R(K).

E[(x(k+1)=xX(k+1)(x(k+1)=x(k+1))" / y*]1 = P(k +1)

T i T T (Ga)
=@P(k+1,k)P(k)? (k+1,k)+ I@(k+1,f)G(r)Q(r)G (r)@ (k+1,7)dz.
t
Ou, equivalentemente, integrando numericamente:
x=F(t)x, x(t)=x(k),
(12)

ﬁ(t)z P(t)FT(t)+F(t)P(t)+G()Q(t)G™(t) P(t)=P(k).
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Terceira etapa: Recursividade. Incrementar k, (k <k +1) se k<K, voltar para primeira etapa.
Algoritmo do Filtro e Consideracdes Praticas

(i) Filtragem: Para um dado k=0,1,2,.., isto é, t;t,,t,,.., use a estimativa a priori,
X(k),P(k) e a observacdo y(k) e determine com o algoritmo de filtragem (Egs. 7.2(9a))
abaixo a estimativa atualizada X(k),P(k). Prossiga para o préximo passo, de propagacéo,
caso k ndo tenha atingido um valor limite.

K(K)=P(K)H" (kKX HK)P (K)H" (k)+ R(K)) ™,
x(k) = x(k)+ K (kX y(k)— H(K)x(k)), (92)
P(k)= P (k)- K(K)H (k)P (k)= (1, = K(K)H (K))P (k)(I,, = K(K)H (K))" + KKRK)K (k).

As consideragBes praticas sio quanto ao valor inicial P(0) e ao comportamento numérico
do algoritmo de filtragem (Egs. 7.2(9a)) no célculo de x(k),P(k). Para X(t, ), em geral se
tem uma estimativa inicial que é aceitavel, apesar de com erros a favor da seguranga, isto é,
maiores que na realidade. Para P(0) recomenda-se uma estimativa inicial diagonal, em que

as variancias, na diagonal, sejam os quadrados do que seriam erros de primeira ordem para as
respectivas componentes do estado, de modo a ndo destruir hipéteses de linearizagcdo e ou
evitar tendéncia de “aprender muito rapidamente o modelo errado e perder sensibilidade para
extragdo de informagdo de observagdes futuras”. Para o algoritmo de filtragem recomenda-se
0 uso de formas fatoradas (Bierman, 1977; Kuga, 1989; Kuga et al, 1990), e, sempre, 0 uso da
forma de Joseph para o céalculo de atualizagdo da matriz de covariancias dos erros de
estimacdo, isto ¢, a forma:

P(K)=(1, = K(KHK)P K)(I, — KKH(K))" + KKRKKT (K). (13)
(i) Predicdo: Entre t, e t,,, propagam-se as estimativas de t,, usando-se 0s vinculos
dindmicos:

X(k+1)=d(k+1,k)X(k),
cb(T’tk )=F(z)D(z.t,), cb(tk t)=1, (14)

P(k+1)=d(k+1,k)P(K)D (k+1k)+ Tl@(k+1,Z‘)G(Z‘)Q(T)GT(T)@T(k+1,T)d2'.

t

Ou, equivalentemente,

X=F(t)X, X(t7)=%X(k),
(14a)
5(t)=5(t)FT(t)+F(t)ﬁ(t)+G(t)Q(t)GT(t) P(t )= P(k).

91



As consideragBes praticas sdo quanto sdo quanto ao método de propagacdo numérica das
estimativas e a calibra¢do da densidade espectral ou “magnitude” do ruido w(t), através da
matriz Q(z). Quanto ao método de propagagdo das estimativas, pode-se usar a matriz de
transicdo com um método de integracdo numerica de baixa ordem; por exemplo, o método de
Euler, tomando-se aproximagdes trapezoidais para a integral de propagacdo da matriz de
covariancias, com Q(z) constante ao longo do intervalo de discretizacdo, tanto para situacées
em que o intervalo de discretizagdo 4t, =t, , —t, é suficientemente pequeno, e ou em que 0
sistema tem tempo de resposta a perturbacdes muito maior que o intervalo de discretizacéo.
Para sistemas rapidos, isto &, com tempos de resposta préximos ao intervalo de discretizagéo,
pode-se usar um integrador de pacote computacional, mas ainda assim de ordem baixa: em
geral um integrador Runge Kutta de quarta ordem, com Q(z) constante ao longo do intervalo
de discretizagdo. Quanto a calibracdo de Q(z) ela é necessaria, para que o estimador ndo
perca a sensibilidade para extracdo de informacdo de observacdes futuras, devido a queda
acentuada das estimativas dos erros de estimacao, isto é, das variancias estimadas. Situacao
esta que ocorre tanto pelo comportamento numeérico do filtro (filtragem e propagacdo) como
por erros de modelagem, que implicam na tendéncia de se aprender muito rapidamente o
modelo errado (Jazwinski, 1970). A dosagem de incerteza propiciada pelo ruido, para manter
a sensibilidade de extracdo de informacéo das observacdes, pode ser feita de forma heuristica,
envolvendo algum esforco de calibracdo (sempre dependente do problema e do usuario). Ha
também técnicas adaptativas, que serdo tratadas mais adiante, recomendaveis nas situacdes
em que o problema de erros de modelagem é mais acentuado. Uma técnica heuristica bastante
simples, sugerida por Gelb et al (1977), é apresentada a seguir. Considerando o ruido branco
como o limite de uma sequéncia branca, para At, =t, , —t, suficientemente pequeno, pode-se

tomar a aproximacao, para os termos da diagonal da matriz de densidade espectral Q(z),
considerada constante em At, =t,,, —t,:

q;, = (A% (0t ) 1 At (15)

Onde, dada a natureza de ruido branco de w(t), é razoavel admitir que sua acdo € da forma
aditiva pura na equacao dinamica, de modo que w; perturba a componente j na equacéo
dinamica e A4x;(t,,.t,) € avaliada de modo a grosseiramente representar a incerteza
introduzida pela possivel faixa de variacdo de w; no intervalo At =t _, -t entre
observaces (Rios Neto e Cruz, 1985).

7.3 Filtro de Kalman: Caso Continuo Discreto Nao Linear
Problema de Estimac&o Nao Linear:

O tratamento do caso néo linear, mais realista e de maior interesse pratico, sera a partir
de abordagem de perturbacdo linear reiterativa, de modo a reduzi-lo ao caso linear em uma
iteracdo tipica. Uma caracteristica distintiva na abordagem reiterativa € que as reiteracfes se
déo ao longo do tempo, de um intervalo de discretizagcdo para o outro, COmo Sse vera no que
segue.

Neste caso, 0 problema é estimar 0 processo estocastico correspondente a um sistema
dindmico ndo linear com modelagem dada, a partir de processo estocastico observado a
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menos de erros aditivos de sensores, processo este que se relaciona ndo linearmente com o
processo a ser estimado, como a seguir.

X = f(X,t)+G(t)W(t), 1)
Y(t)=h(X,t)+V(t), i=012,..

Onde f(.,.),G(.) sdo funcdes fixas e suficientemente regulares para garantir as solu¢@es do
sistema dindmico ao se lidar com ocorréncias, em que sempre se admitira que a aleatoriedade
ocorre para as condicGes iniciais no intervalo de discretizagdo e que W(t) € um processo
branco de média nula, ndo correlacionado com o estado, para valores passados do tempo, e
entendido como o limite de uma sequéncia branca, de modo a garantir, para as ocorréncias do
processo, as solucdes aproximadas das equacdes dindmicas, incluindo o uso da matriz de
transicdo, permitindo o calculo dos valores propagados da média e da matriz de covariancias;
X(t,) e dada através de informacdes a priori, através de valores aproximados de sua média e

covariancias.
Admitindo-se que se conhega uma solugdo nominal, X(t), e que as ocorréncias x(t),

de X(t), sdo préximas desta solucdo nominal, pode-se tomar uma aproximacao linear:

|-

=f(X,t), x(t)=X(t)+X(t),
+X=F(X+Xt)+G(t)w(t),
ox=f (X,t)X+G(t)w(t).

|-

Em notag&o mais conveniente:

S = F(£)o + G(t)w(t),

F(t)= f,(Xt). @)

De forma anéloga para as observacoes:

y(t)=h(x(t).t),  y(t)=y(t)+y(t),
y(t )+ oy(t ) =h(X(t; )+ (L ).t ) +v(t;),
Ay(t) = h, (X(t; ).t )ox(t; )+ v(t; ).

Em notacdo mais conveniente:

@(ti ): H(ti )5X(ti )+V(ti )v
H(t ) =h(X(t).5).
©)

Na prética, duas situacdes podem ser consideradas:

(i) Filtro Linearizado: neste caso X(t) pré-estabelecida é mantida ao longo do intervalo de
tempo da estimacdo, isto €, ao longo de todos os subintervalos de discretizacao.

(i) Filtro Estendido de Kalman: neste caso em cada t.":
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X(t; )= X(t,). (4)

Esta é a condicéo inicial para gerar X(t) em t <t<t,,,, redefinindo a trajetéria nominal,

usando-se a ultima informacéo de estimacdo, isto €, caracterizando uma reiteracdo ao longo
dos intervalos de discretizacdo do tempo:

X = f(X,t),
X(t")=X(t), t"<t<t

i i+1°

()

Algoritmo do Filtro e Consideragdes Préticas

(i) Filtragem: Para um dado i=0,1,2,..., isto €, t;t,t,,.., use a estimativa a priori,
X(t.),P(t,) e a observacdo y(t ) e determine com o algoritmo de filtragem abaixo a
estimativa atualizada x(t, ), P(t,). Prossiga para o proximo passo, de propagacéo, caso i ndo
tenha atingido um valor limite.

K(ti )= Is(ti )HT(ti )( H(ti )Is(ti )HT(ti )"‘ R(ti )),

)A((ti ): )_((ti )+ K(ti )( Y(ti )_ h( )_((ti )), (6)
P(ti )= F_)(ti )_ K(ti )H(ti )ﬁ(ti ),

= (In - K(ti )H(ti ))Is(tl )(In - K(ti )H(ti ))T + K(ti )R(ti )KT(ti )

As consideracdes praticas, como no caso do filtro linear, sdo quanto ao valor inicial P(0) e
ao comportamento numérico do algoritmo de filtragem no calculo de X(t; ), P(t;). Para X(t,)
, em geral se tem uma estimativa inicial que é aceitavel, apesar de com erros a favor da
seguranca, isto é, maiores que na realidade. Para P(0) recomenda-se uma estimativa inicial

diagonal, em que as variancias, na diagonal, sejam os quadrados do que seriam erros de
primeira ordem para as respectivas componentes do estado, de modo a ndo destruir hipoteses
de linearizacdo e ou evitar tendéncia de “aprender muito rapidamente o modelo errado e
perder sensibilidade para extragéo de informacéao de observagdes futuras™. Para o algoritmo de
filtragem, recomenda-se o uso de formas fatoradas (Bierman, 1977; Kuga, 1989; Kuga et al,
1990), e, sempre, 0 uso da forma de Joseph para o célculo de atualizacdo da matriz de
covariancias dos erros de estimacéo.

(if) Predicdo: Entre t, e t,, propagam-se as estimativas de t;, usando-se os vinculos
dindmicos:

X=f(Xt), X(t)=x(t), t <t<t,,,

@(T,ti)zl:(z')@(z',ti ): ¢(ti t)=1, (7)

F_)(ti+1 )=D(t,,.t)P(Y, o' (G b))+ T@(tm 7)G(7)Q(7)G (7 )@T (t..,7)dz.

Ou, equivalentemente,
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Xx=f(Xt), X(t')=%X(t), t <t<t,,,

| (72)
5(t)= P(t)FT(t)+F(t)P(t)+G(t)Q(t)G'(t) P(t/)=P(k).

As consideragOes praticas, como no caso do filtro linear, a menos de pequenos ajustes, sdo
quanto ao método de propagacdo numérica das estimativas e a calibracdo da densidade
espectral ou “magnitude” do ruido w(t), através da matriz Q(z). Quanto ao método de
propagacdo da estimativa das covariancias, pode-se usar a matriz de transicdo com um
método de integracdo numérica de baixa ordem; por exemplo, 0 método de Euler, tomando-se
aproximacgOes trapezoidais para a integral, com Q(z) constante ao longo do intervalo de

discretizagdo, tanto para situagdes em que o intervalo de discretizagdo At =t —t, é

suficientemente pequeno, e ou em que o sistema tem de tempo de resposta a perturbacoes
muito maior que o intervalo de discretizacdo. Para sistemas rapidos, isto €, com tempos de
resposta proximos ao intervalo de discretizagdo, pode-se usar um integrador de pacote
computacional, mas ainda assim de ordem baixa: em geral um integrador Runge Kutta de
quarta ordem, com Q(z) constante ao longo do intervalo de discretizacdo. Quanto a
calibracdo de Q(z) ela é necessaria, para que o estimador ndo perca a sensibilidade para
extracdo de informacdo de observacdes futuras, devido a queda acentuada das estimativas dos
erros de estimacdo, isto é, das variancias estimadas. Situacdo que ocorre tanto pelo
comportamento numérico do filtro (filtragem e propagacdo) como por erros de modelagem,
que implicam na tendéncia de se aprender muito rapidamente o modelo errado (Jazwinski,
1970). A dosagem de incerteza propiciada pelo ruido, para manter a sensibilidade de extracdo
de informacao das observacgdes, pode ser feita de forma heuristica, envolvendo algum esforco
de calibracdo (sempre dependente do problema e do usuério). Ha também técnicas
adaptativas, que serdo tratadas mais adiante, recomendaveis nas situacfes em que o problema
de erros de modelagem é mais acentuado. Uma técnica heuristica bastante simples, sugerida
por Gelb et al (1977), é apresentada a seguir. Considerando o ruido branco como o limite de
uma sequéncia branca, paraAt, =t , —t, suficientemente pequeno, pode-se tomar a

aproximac&o, para os termos da diagonal da matriz de densidade espectral Q(z), considerada
constante em At =t, , —t.:

q;, = (A% (L.t ) | A (15)

Onde, dada a natureza de ruido branco de w(t), é razoavel admitir que sua acdo é da forma
aditiva pura na equacao dinamica, de modo que w; perturba a componente j na equagéo

dinamica e 4x;(t;,,.t;) € avaliada de modo a grosseiramente representar a incerteza

introduzida pela possivel faixa de variacdo de w; no intervalo At, =t;,; —t; entre observagoes
(Rios Neto e Cruz, 1985).

Exemplo de aplicacdo 7.3.1: Navegacdo de veiculos (maritimos, terrestres e aeroespaciais)
inclusive navegacdo por satélites (GPS) (Kaplan and Hegarty, 2006).

Referéncia de aplicacdo 7.3.1: Negreiros de Paiva (1988) usou o filtro estendido de Kalman e
modelos parametrizados simples de érbita para a determinacdo autbnoma a bordo de satélites
usando GPS.
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Referéncia de aplicacdo7.3.2: Pinheiro (1989) e Pinheiro e Rios Neto (1990) usaram o Filtro
Estendido de Kalman com um modelo semi-analitico de o&rbita para desenvolver
procedimento autdbnomo sequencial de determinacdo de Orbita de satélite geoestacionario,
testando-o com dados reais do satélite Brasilsat Al de telecomunicacdes.

Referéncia de aplicacédo 7.3.3: Marques Filho (2005) e Marques Filho, Kuga e Rios Neto
(2006) aplicaram o Filtro Estendido de Kalman para desenvolver solucdo de navegacao
através de um sistema integrado GPS-INS baseado em IMU ndo-giroscépica de baixo custo.

7.4 Métodos Adaptativos em Estimagao de Estado

Modelos sdo s6 representacdes aproximadas de situacdes da realidade. Além disso,
qguando implementados computacionalmente, cometem-se erros numéricos, cumulativamente
com os erros de modelagem; assim, mesmo quando se tem provas matematicas de
convergéncia, que sdo relativas a modelos, ndo se tem garantia de bons resultados na
implementacdo numérica, para se obter solugdes aproximadas para problemas da vida real.

Em aplicacbes praticas é comum acontecer situacdo onde se tem um modelo de
trabalho para a dindmica do processo de estado em que ha efeitos ndo modelados. Isto ocorre
ou pela necessidade de se trabalhar com modelos simplificados, em geral linearizados, por
condicdes de implementacdo em tempo real, ou porque ha mesmo dificuldade de se
incorporar toda a complexidade do mundo real nos no modelo dindmico.

No caso de estimacéo de estado, o Filtro de Kalman e suas extensdes para tratar 0 caso
ndo linear, sdo extremamente sensiveis a erros de modelagem e de computacdo numérica, Dai
a necessidade dos métodos adaptativos, tratados a seguir.

7.4.1 Compensacéo do Modelo Dinamico

Neste caso, para evitar divergéncia tenta-se estimar os efeitos ndo modelados, ou seja,
adota-se uma abordagem de compensacdo do modelo dindmico. O que se faz é aproximar os
efeitos ndo modelados por um processo de primeira ordem de Gauss Markov (e.g. Tapley e
Ingram, 1973; Rios Neto e Tapley, 1975; Rios Neto e Cruz, 1985; Cruz e Henriques, 1998;
Henriques e Cruz, 2000). Assim, naquelas componentes da dinimica em que ha ‘aceleragdes
ndo modeladas’, se inclui um termo de compensacdo modelado por um processo de primeira
ordem de Gauss Markov:

X; = f;,(xt)+&; +G;(t)w(t),
£, =—(1/Tjd )51-d +W‘jsd, (1)

7. =W

Jo T T ?
onde j, =12,..,ny, 0 numero de componentes do vetor de aceleracbes ndo modeladas; w; e

w; sdo ruidos brancos, independentes dos estados iniciais e dos ruidos de observagao.

Definindo-se um estado estendido x°®=(x' :&' :7z' )", tem-se, em correspondéncia, um
sistema dinamico compensado da forma:

e = Fo(x,t)+G(t)We(t). )

96



Recai-se, portanto, no caso do Filtro Estendido de Kalman. A experiéncia mostra que ndo €
dificil calibrar os valores iniciais das constantes de tempo z, pois para um dado sistema se tem
uma ideia grosseira dos tempos de resposta envolvidos, que podem ser usados junto com
correspondentes estimativas de variancias iniciais que representem o nivel de dispersdo do
erro de avaliacdo (Rios Neto e Cruz, 1985). Para calibrar a magnitude dos ruidos, pode-se
usar abordagem heuristica (ver secdo 7.3) ou entdo, ao custo de mais complexidade numérica,
uma abordagem adaptativa para estimacdo da magnitude dos ruidos, como, por exemplo, a
apresentada a seguir.

Referéncias de aplicacdo 7.3.1: Tapley e Ingram (1973) e Rios Neto e Tapley (1975)
utilizaram a técnica de compensagdo do modelo dindmico no caso de determinacdo de érbita
do modulo lunar em missdo Apolo e determinacdo de oOrbita de satélites terrestres de baixa
altitude, respectivamente.

Referéncias de aplicacédo 7.3.2: Negreiros de Paiva (1980) e Rios Neto e Negreiros de Paiva
(1983) usaram método analitico aproximado e o método de compensacdo dinamica para
viabilizar estimador de 6rbita de satélites em tempo real.

Referéncias de aplicacdo 7.3.3: Cruz (1981) e Rios Neto e Cruz (1985) utilizaram o0 método
de compensacdo do modelo dindmico para desenvolver controle adaptativo aplicado ao caso
de pilotagem de embarcagdo em canal estreito, com perturbagdo de vento e corrente.

Referéncias de aplicacdo 7.3.4: Cruz e Henriques (1998) e Henriques e Cruz (2000)
aplicaram o método de compensacdo do modelo dindmico para o controle robusto de
posicionamento de bragos roboticos.

7.4.2 Estimacdo Adaptativa do Ruido de Estado

A dosagem do nivel de ruido no estado é necessaria, de modo a se ter condigdes de
controlabilidade, para a convergéncia do Filtro de Kalman, especialmente quando h& erros de
modelagem. A incerteza propiciada pelo ruido, através da matriz de covariancias dos erros da
estimativa propagada, permite sensibilidade para se continuar tirando informagéo das novas
observacOes e prevenir a divergéncia. Os trabalhos pioneiros de Jazwinski (1969) e de Mehra
(1970, 1972) indicaram e desenvolveram maneiras de se avaliar esta dosagem, com base na
informacdo contida no processo de inovacdo, isto &, no processo do residuo de observacgdes.
Ainda na década de setenta, outras variantes explorando a informacao contida no processo de
inovacdo foram desenvolvidas (Carew e Bélanger, 1973; Bélanger, 1974; Myers e Tapley,
1976). Retomando e estendendo o trabalho de Jazwinski (1969), Rios Neto e Kuga (1982,
1985) desenvolveram procedimento que mantém a abordagem estocéastica ao tratar o residuo
de observacao, desenvolvendo um algoritmo para ajuste do nivel de ruido que é uma filtragem
de Kalman. O resultado é um procedimento com adequacéo para aplicagdes em tempo real e
bom desempenho (e.g. Nascimento Jr, 1988; Nascimento Jr et al, 1990).

Considere-se a aproximacdo linear e discretizada para propagacdo do processo erro de
estimacéo:

AX(t ) =D(t 4 )AX(t ) +( ]L@(ti ,7)G(z )z )w(t;)

= D(t; by )AX(t )+ 77(8 5y Jw(E ), 3)
Is(ti )=@(t .4, )P(t, Yo' (t6,)+ (.4, )Q(, Il (ti.ty),
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onde Ax(t-1)=X(ti-1)- X (ti.1); e 0 processo do ruido de estado foi aproximado por uma seqiiéncia
de ruido branco, com w(t; )~N(0,Q(ti)), Q(ti )=diag.{gk(t): k=1,2,...,ny}.

As variancias qk(tj) devem ser estimadas para ajustar o nivel de ruido. Definindo-se os
processos residuos de observacao, para as j=1,2,...,m componentes do vetor de observacao:

r(t)=y;(t)—H;(6)x(t ) =H;(4) (D 6 )AL, )+ 7786 w( )+ v, (L),

rja(ti )=1;(t) =V () =H; (4 )(D(t 1, )Ax(t, )+ 77(t 4 )w(t ), @

onde r;(t;) € a j-ésima componente do processo residuo atual, ou seja, do processo residuo

sem erro de observacdo. Da hipdtese de distribuicfes gaussianas, para os processos de estado
e ruidos de estado e observagdo, resulta que o processo de residuo atual é também gaussiano.
Adotando-se um critério de consisténcia estatistica entre os valores ocorridos deste processo e
suas respectivas variancias, que seja 0 de maximizar a probabilidade de tais ocorréncias, ou
seja, um critério de maxima verossimilhanca (Jazwinski, 1969), tem-se:

(ri (4 =EI(r{(t))° 1. ()
Desta relacdo tem-se informacdo a ser explorada para se estimar o nivel de ruido. Seu

desenvolvimento permite colocé-la na forma de um pseudo vetor de observac@es, resultando
para uma componente generica:

2;(t)=M;(t; )q(ti)+v?(ti )- (6)
Impondo limite a ordem de magnitude do residuo adotado para os calculos, por questdo de
respeito a hipétese de perturbacdo linear, no caso de problema ndo linear, ou de pequenas

perturbacdes, mesmo no caso de problema linear e ou evitar o efeito nocivo de realizacbes
ocasionais e locais de observacdes com erros anormalmente elevados:

ri(t)=Min{/ r; (6 ) 13(Ry (5 ))"?), (7)
resultam em (6):

Zj(ti ) :(rjc(ti ))2 - Hj(ti )@(ti ’ti—l)P(ti—l )CDT(ti ’ti—l)H-jr(ti ),
M, () = (W (0707 (S H () et (S H() 7)),
®

Dado que se estd considerando aproximacdo linear para a propagacdo do processo erro de
estimacdo, consistentemente, toma-se uma aproximacao linear para as ocorréncias de erro

Vit ):

V?(ti )= _2rj(ti )Vj(ti )+(Vj(ti ))2 = _er(ti )Vj(ti ),

RY(t, ) =cov(vi(t,))=diag {4(r;(t,))*R;(t;): j=12,..,m}. ®)
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Resulta, pois, que a distribui¢do do ruido da pseudo observacao € v,-q(ti)~N(0,4(r,—(ti))2R,-,-(ti)).

Para finalizar as condicdes para a calibracdo do ruido de estado, de modo a trata-lo
como a de um problema estocastico de estimacao 6tima, é preciso modelar como estocastico o
processo das variancias deste ruido. A aproximacdo do processo de ruido no estado por uma
seqliéncia de Gauss Markov branca implica ser razoavel que:

q(t ) =a(t ;) +wi(t). (10)
Em consequéncia:
a(t;)=d(t._,), ﬁq(ti): P(ti_)+Q%(t)), (11)

onde cov(wi(t,))=Q"(t,)=diag{q/(t;):k=1,2,..,n,}. Para implementar o modelo de
propagacdo é preciso se conhecer as varianciasg,(t;), assim como se ter estimativas de

valores iniciais. Para ndo se cair em um circulo vicioso, tem-se que fazer uma avaliagdo
heuristica destas variancias e condicdes iniciais. A experiéncia tem demonstrado (Rios Neto e
Kuga, 1985) que é razoavel se usar a aproximacao:

a¢(t) = Max{(q(t)/3)", 107"}, (12)

onde p é o numero de significativos do computador usado. Para os valores iniciais é razoavel
se tomar:

4(t,)=0, PU(ty)=diag.{P}; (t;): ], =12,....n,},

P, (13)
Pjajw(to) :(O‘ij(to )/ Aztl Y, a<l,

onde « deve ser calibrado de acordo com o problema; o razoavel é toma-lo suficientemente
pequeno de modo que aF_’jj (t, )represente a variancia do erro tolerado e ou conseguido para a

estimativa X(t;).
Algoritmo do Filtro de Estimacéo do Ruido

() Inicializacéo: Para os valores iniciais, heuristicamente se assumem:

G(t,)=0, PI(ty)=diag {P{; (to): j, =12,..n,},
Pl (to)=(aPy(ty)/ £1,)*, a<l,

a calibrado de acordo com o problema, sendo razoavel toma-lo suficientemente pequeno de
modo que aP;(t, )represente a variancia do erro tolerado e ou conseguido para a estimativa

R(t,).

(if) Predicao: Para i=1, 2, ..., geram-se numericamente as estimativas a priori, a partir da
propagacgéo dinamica das estimativas em t; ; :
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a(t;)=d(t._,), ﬁq(ti) = PI(t;) +Q%(t)),
QY(ty) = diag {q7(t) 'k =12,..n, }. q(t)=Max(q(t,)/3)%, 10" }.

(iii) Atualizac3o: Para atualizar a estimativa, usam-se a estimativa a priori, q(t,), P°(t,), e
a ocorréncia da pseudo observagdo z(t.), com a informacdo da matriz de covariancias dos
erros das pseudo informagdes , R*(t; )diag.{4(r;(t; ))? R;(t):j=12,..,m}:

KAL) = |5<J(ti )MT(ti YIM(t, )|SCI(ti )MT(ti )+R(t)),

q(ti )= q(ti )+ Kq(ti )( Z(ti )_ M(ti )q(ti )),

q;, (t)=Max{q; (t,)0},

Pq(ti )= Isq(ti )— Kq(ti )M(ti )ﬁq(ti )

= (1, — KO(t M(E )P X, — KO )OM(E )T + KI(E Rt K (4).

Referéncias de aplicacdo 7.4.1: Brinati (1976) e Brinati e Rios Neto (1977) aplicaram
procedimento desenvolvido por Jazwinski (1970) em conjuncdo com Filtro Estendido de
Kalman para identificacdo dos coeficientes hidrodindmicos de navios.

Referéncias de aplicacdo 7.4.2: Kuga (1981) aplicou o procedimento de estimacao adaptativa
do ruido no estado para estimacdo de érbitas de baixa altitude com modelos simplificados da
dindmica orbital.

Referéncias de aplicacdo 7.4.3: Cardenuto (1984), Cardenuto, Rios Neto e Kuga (1984);
Ferraresi (1987) e Ferraresi, Rios Neto e Orlando (1986) aplicaram o procedimento adaptativo
de ruido em sistemas de navegacdo inerciais auxiliados por sensores ndo inerciais, para
navegacao de atitude de satélites do tipo sensorimento remoto com controle ativo de atitude.

Referéncias de aplicacdo 7.4.4: Trabasso (1985) e Rios Neto, Trabasso e Orlando (1987)
aplicaram o procedimento adaptativo de ruido em sistemas de navegacdo inerciais nao
giroscopicos para filtragem de ruidos da unidade inercial acelerométrica.

Referéncias de aplicacdo 7.4.5: Nowosad, Rios Neto e Campos Velho (2000) usaram o Filtro

Estendido de Kalman combinado com procedimento adaptativo de ruido para assimilacdo de
dados meteorologicos.
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7.5 Estimacao de Estado com Abordagem Virtual de Controle

Em situagdes em que ha grande desconhecimento do modelo do sistema dindmico do
qual se quer estimar o estado, porém em que ha um elevado nivel de informacéo local nas
observacdes feitas, o procedimento a seguir é especialmente recomendado; ele pode ser uma
alternativa competitiva ao de Compensacdo do Modelo Dindmico (Se¢do 7.4.1). Neste
procedimento explora-se a condicdo de dualidade entre a funcdo de estimacao e controle para
se transformar o problema de estimacdo de estado em um problema de rastreamento das
observacdes, através da estimacdo de um controle virtual (Fleury, 1985; Fleury e Rios Neto,
1986, 1987). Sem a necessidade de aumentar a dimensédo do vetor de estado, o procedimento,
a partir de condicbes de observabilidade existentes nas observacbes, condiciona
controlabilidade, de modo a efetivamente estimar efeitos ndo modelados, através do controle
virtual e, a0 mesmo tempo, estimar o estado de sistema dinamico.

Assim, para o problema de estimar o processo estocastico correspondente a um
sistema dinamico nédo linear com modelagem dada aproximada:

X = f(X,t)+G(t)W(t), (1)
onde W(t) é um ruido branco gaussiano, de distribuicdo conhecida, independente de X(to):
E[W(t)] =0, cov(W(t)W(z))=Q(t)o(z-t), )
e onde para X(tp) se tem uma aproximacao para a distribuicdo, admitida gaussiana:
ELX(t)1=%(t), cov(X(t))=P(t); 3)
dadas as observacdes de saidas do sistema:

y(t; )=H(t )x(t, )+v(t,), i=012,.. 4)
em que Yy(t; ), mx1, corresponde a ocorréncias de:

Y(t)=H(t )X(t)+V(t), i=012,.., (4a)
com V(t;) gaussiano, independente de X(t) e de W(t), com distribui¢do conhecida:
EIV(%)I=0, cov(V(t))=R(t); (4b)

0 procedimento proposto, conforme Fleury (1985) e Fleury e Rios Neto (1987), é o de
estimar um “controle virtual”, u(t), de modo a forcar o estado controlado a rastrear as
ocorréncias das observacGes e ser, assim, uma boa aproximacao de estado verdadeiro. Ou
seja, definindo virtualmente:

X, = f(x.,1)+G(t)u(t),
X =f(X,t), X(t)=x(t) t'<t<t

i — N+l

(5)
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considera-se o controle, u(t), como constante por passo e usa-se o residuo das observacGes
para calcular a acdo de controle de modo a zerar este residuo a menos dos erros de
observacdo. Enfim, transforma-se o problema, em cada passo, em uma estimacdo de
parametro correspondente a acdo de controle constante por passo, conforme desenvolvimento
a sequir.

Procedimento de Estimagdo com Controle Virtual:
Para se calcular a acdo de controle para correcdo da trajetoria nominal de controle,
admitindo que em um passo tipico esta correcdo seja de primeira ordem, considera-se a

perturbacdo linear do estado controlado:

X, = f(x,,t)+G(t)u(t),

6
Axc: fx()_(c1t)AXc+G(t)u(t)1 Xc(tiJr):Yc(tr):)z(ti)’Axc(t:):o’ trgtgtm ( )
Calcula-se a acdo de controle de modo a satisfazer:
Axc(ti+l ) = AX( ti+1 )1
y( ti+l ) = h( )_(c(ti+l )+ Axc(ti+l )’ti+1 )+V( ti+l )! (7)

Ay( ti+1 ) = H (ti+1 )Axc(tHl )+V( ti+1 )’
H (ti+l ) = hx( Xc(ti+l )’ti+1 )
Devido ao fato de se redefinir a cada passo a trajetoria nominal com a ultima estimativa do

estado (como se faz no Filtro Estendido de Kalman) e do fato de se impor que a trajetoria
controlada aproxime a trajetdria verdadeira, resulta:

O:Axc(ti+l)+ﬁ(ti+l)1 Cov(ﬁ(ti+1):|3(i+1)v

A () =( T@( t..,7)G(z )z )u(t ) = y(t,,,t)u(t) (8)

0=p(t,,.t)u(t) +7(t,,)

Finalmente, combinando os resultados anteriores, tem-se, em cada instante de observacéo, o
problema de estimacdo de parametros:

0 :7(ti+l’ti )u(ti )+77(ti+1 )’

_ ©)
Ay(t,, ) =H(t. )r(t. t)ult ) +v(t,,).

Resolvendo com um estimador de minima variancia, resulta, em um passo tipico, a estimativa
da acdo de controle virtual:

ut;) = Pu(i)J/T(tm 4 )H T(ti+1 )Rfl(tm )AY(t,,),

. _ (10)
P,(i)= (7T(ti+1vti WP +1)r(t,t )+7T(ti+1’ti )HT(ti+1 )R_l(tm ))_17(ti+11ti H(t, ).

Para se recuperar a estimativa do estado, bem como a matriz de covariancias dos erros nesta
estimativa, basta considerar que:
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AR () = (L., t)u(t) -
Xc(ti‘Fl ) = )2( ti+1 ) = )_(( ti+1 ) + A)zc(ti+l )7

X( ti-*—l ) - )2( ti-*—l ) = X( ti-v—l ) - i( ti-*—l ) - A)zc(tiﬁ-l )
= Axc(ti+l )_ A)zc(tiﬂ ) = y(ti+1 'ti )(U(t)— L](tl ))l

P(I +l) = COV( X(ti+l)_ )z(ti+1 )) = 7/(ti+l’ti )Pu(i)j/T(tiﬁ-l’ti )
(11)

Ajuste Automatico da Matriz de Controle G:

No problema de estimagdo com controle virtual, uma vez que o controle é virtual,
pode-se, também virtualmente, mesmo em sistemas mecanicos de segunda ordem, ajustar a
matriz G em:

X, = f(x,,t)+G(t)u(t),

de modo a aumentar o acoplamento entre a acdo do controle e as variaveis de estado. Fleury
(1985) apresenta formas heuristicas, dependentes de tentativa e erro, cujos resultados sao
certamente e fortemente dependentes do problema e do usuario. Para lidar de forma
automatica com este ajuste, sugere, também, que se considere o procedimento a seguir, em
que, aproximando-se G(z) como diagonal e constante, em cada intervalo de discretizacéo:

i+l ti+1

A1) =( [@(t.4,7)G(x W)Ut ) = ( [@(t,1,7)6(x)d7)G(t Ju(t, ) = Bt )Gt u(t,),
G(t)=[G](t):G] ()] =[diag(9;,9 9 ) : diag( g1, 91,9 )],

utiliza-se o residuo de observagdo, minimizado em relagdo a G(t;), isto é, aos gi, com um
intervalo de atraso, considerando o ultimo G(t;) determinado.

J = [4y(t,;)—H(t,; )B4 )G(t )u(t )] R 4y(t,, ) - H(t,.)B(t )G(t )a(t )] (12)

Se m<n, onde m ¢é a dimensdo do vetor de observacgdo, alguma informacdao a priori sobre 0s gi
deve ser provida, para se garantir solucdo Unica; neste caso, esta minimizacdo pode ser
resolvida utilizando-se o procedimento apresentado no Exemplo de Aplicagdo 5.2.1.

Correcao das Matrizes de Covariancias de Erros: Adi¢cdo de Ruido

O fato de haver aproximac&o, isto é, erro no modelo de propagagdo da matriz de
covariancias dos erros na estimativa de estado, como no caso do Filtro Estendido de Kalman,
leva a necessidade de adaptacdo com adicdo de ruido de processo, para que a tendéncia de
gueda das variancias estimadas dos erros ndo provoque perda de capacidade de aprender, isto
é, tirar informacdes de observagfes futuras. No procedimento em questdo, para o0 ajuste da
matriz covariancias dos erros de estimacdo do estado propagada, isto pode ser feito da mesma
forma que mostrado anteriormente na Segéo 7,4.2.
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Ha também necessidade de se adptar a matriz de covariancias dos erros de estimagdo
do controle virtual. Isto porque, havendo condicdo de redundéncia para estimacdo deste
controle, ocorre excesso de otimismo na estimacdo da matriz de covariancias dos erros,
levando a valores pequenos das respectivas variancias destes erros, o que, se ndo houver
correcdo com adicdo de ruido, leva a perda de capacidade de continuar a extrair informac6es
de observacdes futuras. O procedimento de ruido adaptativo é bastante semelhante ao do caso
de adaptacédo de ruido no processo, conforme a seguir.

Considerando que:

AR (1) =p(t,6)uct)

AX (b1 ) = AX () = (4 )(u(t) = U(t ), -
rju(i+1):ij(ti+l)_A9j(ti+l)

=H;(t,, )r(t, t)(u(t)—u(t ) +v(t,, ), j=12..,m.

(13)

Usando a nocdo de ruido verdadeiro, como na Secéo 7,4.2, tem-se:

rjuv(i +1)= Hj(ti+l )7(ti+l’ti )(U(t)_a(ti ). i=12...m,..
G+ =r"(+1)+v (1), (14)
rjuv(i +1)= rju(i +l)—Vj(ti+1 ), j=12...m.

Devido as aproximagdes no calculo de Py(i), (ver Eq. (10)), é razodvel que se corrija esta
matriz, de modo a se ter uma melhor aproximacéo, P, (i):

Ry (1) =cov(u(t) -t ) = R,(1)+Q,(i),

: : Uiy (15)
Q.(i)=diag(qj(i), j=12,..m).
Utilizando-se o critério de consisténcia estatistica, como na Se¢édo 7,4.2, tem-se:

E[( I’juv(i +1))?] =(I’juv(i +1))?,j=12,..m,..

ELH;(t,, )r(t,., 5 )(u(t)—u(t; )(u(t)—u(t; N7 (et )HT (G, )]

=(r (I +1))* =2r (i +1)v; (1) + (v;(5,))% (16)
Hj(ti+l (Lt )( Pu(i)"'Qu(i))?/T(tm’ti )HTJ(ti+1):(rju(i +1))° + Rjj(ti+l)+v?u(ti+l )
V?u(ti+1)£ _2rju(i +1)Vj(ti+l)+(vj(ti+l ))2 - Rjj(ti+1)

Apos desenvolvimento algébrico totalmente analogo ao feito na Secéo 7,4.2, tem-se:
A2 () =M, (t,)a (D) +V] (t,), j=12,...m, (17)

em que:
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M j(ti ):((iij(tm (it ))2 :(zn:ij(tnl o (tig by ))2 Caees (Zn:ij(tnl e (Gt ))2 )
AZJP(tHl):(rju(i +1))2 + Rjj(ti+l)_ Hj(ti+1 )7/(ti+l’ti )Pu(l )yT(tHl’ti )HTj(tHl )l J = 1,2,...,m.

A Eq. (17) de pseudo-observacBes permite a estimativa e dosagem de ruido. Para
iniciar o processo e se poder processar estas pseudo-observacfes sequencialmente, no passo
inicial pode-se tomar como informacao a priori:

u

1)=0,

o, (18)
1)=diag[(u;(t,))" : j=12,..r].

q(
Pqu(
Esta informacdo a priori é a favor da segurancd (Fleury, 1985), j& que ndo ha nenhum
conhecimento a priori sobre o controle virtual e a sua dispersao; ha também que se considerar
que a redundancia de pseudos observacdes dilue o efeito desta informacéo a priori. Para 0s
instantes posteriores, pode se adotar:

q'(i)=0,
P, (i)=diag[9(G)(i—1)): j=12,..r], i=L.
(19)

Assim, pode-se em cada instante se aplicar o estimador linear 6timo de parametros e estimar:

oo |0, se d;(i)<0,
qj(l): Uy o
g;(i), caso contrario,

Qu(i)=diag[q;(i): j=12,..m], (20)
P/(1)=PR.(1)+Q,(1).

7.6 Técnicas de Fatorizacao

O Filtro de Kalman, por um bom tempo, encontrou resisténcia ao seu uso, devido ao
mau comportamento numérico de seu algoritmo; especialmente porque, a época de seu
desenvolvimento, as aplicagdes em que se necessitava de um estimador de estado eram em
veiculos aeroespaciais, em computadores de bordo, com limitadas condi¢fes de memoria,
precisdo de computacdo (comprimento de palavra das maquinas, implicando em numero de
digitos significativos nos calculos) e de velocidade de computacdo. O que motivou a busca de
algoritmos mais eficientes e sem perda de precisdo foi esta necessidade de aplicacdo em
computadores de bordo, que, na verdade, ocorre também em aplicacbes de automacéo,
robotica e, especialmente, navegacao por satélites em pequenos veiculos.

Inicialmente, foram desenvolvidos algoritmos baseados em raiz quadrada de matrizes
de covariancias (positivas definidas), que foram suficientes para atender as necessidades da
missdo Apolo, mas que demandavam operagOes que ainda deixavam a desejar em termos de
eficiéncia, especialmente por necessitarem operacdes explicitas de raiz quadrada (ver, por
exemplo, Maybeck, 1979).

Assim, na década de setenta, do século passado, as necessidades do programa espacial
continuaram a pressionar pelo desenvolvimento de ajustes no Filtro de Kalman que
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melhorassem o comportamento numérico, isto é, a precisdo numérica dos célculos, sem
comprometimento da eficiéncia, isto €, sem inviabilizacdo pelo aumento da complexidade
numeérica, isto é, numero e dificuldade das operacGes aritméticas. Isto foi conseguido pelos
métodos de fatorizacdo do tipo UD (Bierman,1977; Thorton e Bierman, 1977, 1980). Neste
tipo de método conseguem-se os efeitos dos métodos de raiz quadrada (quanto a melhoria da
precisdo dos célculos) sem aumento significativo do numero de operacdes aritméticas
relativamente ao Filtro de Kalman original.

Para entender o efeito de aumento na precisdo dos calculos numéricos, quando se usa a
raiz quadrada de uma matriz, basta considerar que o0 comportamento numérico na
manipula¢do de uma dada matriz, principalmente sua inversdo, depende de seu “ntimero de
condi¢do”, que ¢ definido como a razéo entre o maior auto-valor e 0 menor auto-valor; quanto
maior esta razdo, pior o comportamento numérico da matriz. O melhoramento numérico com
a raiz quadrada fica evidenten se for considerado que o nimero de condi¢do, K(P) de uma
matriz P definida positiva de covariancias satisfaz:

K(P)= Ay 1 A, =K(SS")=(K(S))". 1)

em que A, / A, é arazdo entre 0 maior e 0 menor auto valor.Assim, fica claro que se a matriz

P tiver problemas por ter um nimero de condicdo elevado, de modo que operacfes com p
digitos significativos apresentem problemas numéricos, ao se operar com sua raiz quadrada S,
efetivamente é como se as operag6es fossem com 2p digitos significativos.

A vantagem de se usar a fatorizagdo UD é que neste caso ndo se tem que calcular
explicitamente raizes quadradas.

A matriz P é fatorada como:

P=UDU", ()

em que U é triangular superior unitaria na diagonal e D é diagonal; portanto esta fatorizacéo ¢
equivalente a uma raiz quadrada de P, pois:

P=UDU" =UD"?(D"?)"U" =5S". (3)

Tendo em vista que o método de fatorizagdo UD é o que melhor atende o objetivo de
melhorar o comportamento numérico do Filtro de Kalman, esta é a abordagem tratada, o que
sera feito conforme Kuga (1989).

Adota-se a op¢do de uma apresentacdo técnica dos algoritmos, sem preocupacdo de
demonstracdes, ja que estes algoritmos sdo o resultado praticamente direto de transformacdes
lineares (facilmente encontradas na literatura referenciada e nos textos de Matematica
Aplicada ou Algebra Linear), usadas como ferramentas, e cuja demonstracdo seria uma perda
de foco, nada acrescentando ao objetivo buscado. O algoritmo ponderado modificado de
Gram-Schimidt é usado de forma direta na fase de predicdo ou propagacéo e a transformacéo
ortogonal de Givens é a base do algoritmo desenvolvido por Bierman para a fase de
atualizacao ou filtragem (Bierman, 1977; Thorton e Bierman, 1977, 1980.

A fatorizacdo se aplica as duas etapas, filtragem e predicéo, do Filtro de Kalman, isto
é, calcula de forma UD o filtro a seguir.

(i) Atualizacdo ou Filtragem: Para um dado k=0,1,2,..., isto é, t;t,,t,,..., usa-se a estimativa a
priori, X(k),P(k) e a observacdo y(k) e determina-se com o algoritmo de filtragem abaixo
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a estimativa atualizada X(k ), P(k). Prossegue-se para o préximo passo, de propagacdo, caso
k ndo tenha atingido um valor limite.

K(k)=P (K)H" (kKX HK)P (K)H" (K)+ R(k)) ",
x(k) = x(k)+ K (kX y(k)— H(k)x(k)), (9)
P(k)= P (k)- K(k)H (k)P (k)= (I, = KKH K)P (k)(I,, = KK)H (K))" + KKRKK (k).

Para X(t,), em geral se tem uma estimativa inicial que € aceitavel, apesar de com erros a

favor da seguranca, isto €, maiores que na realidade. Para P(0) recomenda-se uma

estimativa inicial diagonal, em que as variancias, na diagonal, sejam os quadrados do que
seriam erros de primeira ordem para as respectivas componentes do estado, de modo a néo
destruir hipdteses de linearizagdo e ou evitar tendéncia de “aprender muito rapidamente o
modelo errado e perder sensibilidade para extragdo de informacao de observagdes futuras”.

(i) Progacao ou Predigdo: Entre t, e t,,, propagam-se as estimativas de t,, usando-se 0s
vinculos dindmicos:

X(k+1)=@(k +1,k)X(k),
é(ritk):F(T)@(Tltk ), d.j(tk t)=1, (10)
P(k+1)=®(k +1,k)P(k)®"(k+1,k)+G(k+1,k)Q(K)GT(k+1k).

A ordem natural da fatorizacdo seria a de primeiro considerar a filtragem e, entéo, a
predicdo; no entanto, por razdo didatica, inverte-se esta ordem, para que fique clara a
aplicacdo direta do algoritmo modificado de Gram-Schimidt.

Algoritmo Fatorizado do Filtro: Fase de Propagacéo

Algoritmo Modificado de Gram-Schmidt: Sendo dados

T T o7 - —_—
W' =[w, tw, 1...ow, ],

o gi o (4)
=diag[D;: j=12,.,N],

em que os n vetores linha, wy, k=1,2,...,n, de dimensdo N >n s&o linearmente independentes,
D;>0, j=1,2,...,N, o algoritmo de Gram-Schmidt realiza a transformacéo:

WDWT =U DU". (5)
emque U é matriz triangular superior com diagonal unitariae D é diagonal.

Este algoritmo pode mecanizado como a seguir:
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vi=w,, k=12,.,n
para j=n-1,...1

N _ JHINT j+1
Dj+1 _(Vj+1 ) va+l

U(,k,j+1)=(vk”l)Tvajjj/[_)j+l, k=12,.,j+1 (6)
vi =vt Uk j+1viT, k=12,.,]
fim da malha

D, =(v;)" Dv;.

O algoritmo gera base de vetores D ortogonais, isto €, 0s vetores:
(vi) =W, j=12,..n, W;DW; =D,5,. (7)
Note-se, portanto, que:

T

A AN (8)

=

WDW' =U(WDW' UT=UDUT, W' =[W, :

1 -

Dados :

U(k),D(k)(P(k)=U(k)D(kJT(k)),@(k +1,k),G(k +1,k),Q(k).
Considere —se :

W =[@(k+1kWU(k):G(k+1k)], D=diag(D(k),Q(k)). -

Calculando — se com o alg oritmo mod ificado de Gram— Schimidt U (k +1),D(k+1)e:

P(k+1)=U(k+1)D(k+1)J7(k+1)

Algoritmo Fatorizado do Filtro: Fase de Atualizagéo

Na fase de filtragem ou atualizacdo a fatorizacao é aplicada a uma observacéo escalar,
sem perda de generalidade, ja que, quando as as componentes do vetor observacao tém erros
nédo correlacionados, é possivel processar o vetor de observacGes componente a componente
(ver Propriedade 5.2.2); quando este ndo é o caso é possivel aplicar uma transformacdao linear
diagonalizando-se a matriz R covarianicias dos erros de observacao.

Dados:
U,D(P=UDU"),

X,Y¥,H,R(y=Hx+v,escalar evar(v)=R).
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Calculam os fatores U, D e a nova estimativa X:

fT=HU, f'=[f,,..,f] e=Df, ¢=Df, i=12,.,n
para j=12,...,n
aj=a;,;+f,.e, ¢=R

D(i)= (e, /a;)D(})

K;=¢
A=-fla;,
parai=1,.,j-1 (12)

Ui, j)=U0(.j)+K
K =K; +U (i, j)K,
fim da malha interna
fim da malha externa
X=X+K,/a,(y—HX)
K=K, /«a,.

Observacdes: (i) Embora se tenha usado o Filtro de Kalman linearizado, discretizado, pode-se
aplicar a fatorizacdo ao Filtro Estendido de Kalman sem modificagcdes na parte de fatorizacao
dos célculos, basta substituir o procedimento de propagacdo do estado estimado, usando-se:

(13)

(if) A utilizacdo de fatorizagdo melhora apenas o comportamento numérico do Filtro de
Kalman; portanto, em caso de erros de modelagem, para prevenir o comportamento de
decaimento excessivo da matriz de covaridncias dos erros de estimacdo, ha que se usar
alguma técnica de compensagdo do modelo dindmico (ver Se¢do 7.4.1) e ou de ruido
adaptativo (ver Secdo 7.4.2). No caso de compensacdo do modelo dindmico ha& apenas
modificacio do modelo dindmico e extensdo do estado, em nada modificando o
equacionamento do Filtro. No caso de ruido adaptativo, o algoritmo para adaptacéo do ruido é
também formalmente um Filtro de Kalman, em que a propagacdo da matriz de covariancias é
simplicada, ndo alterando suga forma diagonal, de modo que se a fatorizacdo se aplica apenas
na etapa de atualizacao de estimativa das variancias do ruido adaptado.

Referéncia de Aplicacdo 7.6.1: Kuga, Rios Neto e Orlando (1990) aplicaram fatorizacao,
combinada com adaptacdo de ruido para estimar Orbita de satélites artificiais terrestres de
baixa altitude (700 km), em situacdo de erros de modelagem acentuados (incluséo de apenas
até coeficiente zonal J, no modelo gravitacional). Mostraram que o Filtro Estendido
convencional divergiu nesta situacdo e que o Filtro com uso de fatorizacdo e adaptacdo do
ruido no estado convergiu com resultados satisfatorios, mesmo quando comparados com
resultados apos alisamento.
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7.7 Controle em Malha Fechada: Controle Estocastico Linear
Otimo

Problema de Controle Estocastico Linear

Seja o problema de controle em malha fechada, em que tanto o sistema dinamico
como as observagdes sdao modelados como lineares: (i) Dado o sistema dinamico, modelado
como um processo de Gauss Markov,

X =F(t)X +G(tW(t)+L(t)u, (1)
onde W(t) é um ruido branco gaussiano, de distribuicdo conhecida, independente de X(to):
E[W(t)] =0, cov(W(t)W(7))=Q(t)5(z 1), 2
e para X(to) se tem uma aproximagéo para a distribuicéo, admitida gaussiana:
E[X(t)]=X(t)), cov(X(t))=P(t). 3)
(i) Dadas as observacdes de saidas do sistema, isto €, medidas feitas por sensores:

y(t )=H(t )x(t, )+v(t,), i=012,.. (4)
em que y(t; ), mx1, corresponde a ocorréncias de:

Y(t)=H(t )X(t)+V(t), i=012,.., (4a)
com V(tj) gaussiano, independente de X(t) e de W(t), com distribui¢cdo conhecida:

ELV(t,)1=0, cov(V(t))=R(t,). (5)

1 Perturbagdes

+ Erros Entradas Saidas

CONTROLADOR P SISTEMA >

Estado

Pré-progamado -

ESTIMADOR

DE | — SENSORES wa—

ESTADO
T Errros

Figura 7.1: Controle com Realimentagéo de Estado
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(iii) O problema que se coloca é o de se controlar de forma otimizada o sistema dindmico em
malha fechada, conforme esquematizado na Fig. 7.1, isto &, determinar um controlador,
através da determinacdo da fungdo de controle, u(t), que regule o estado minimizando o
desvio em relacdo ao estado pré-programado, no caso em questdo, em relacdo ao estado pre-
programado como nulo, com valores minimos de acéo de controle. Este problema aparece, em
geral, quando se tem que controlar desvios em relacdo a solugdo otimizada determinada em
malha aberta (se¢do 1.2) e conforme esquematizado na Fig. 7.2.

l Perturbacgdes

* %
U  —f u +ou
—>®—> CONTROLADOR > SISTEMA >
-
¢
ESTIMADOR
DE . SENSORES <
ESTADO
¥(t)

1 Errros

Figura 7.2: Regulador: Realimentacéo para Correcdo de Desvios
Critérios e Condicdes de Realizacao

O controle projetado tem que ser uma agdo ao longo do tempo compativel com o
tempo de resposta a perturbaces do sistema dindmico controlado e dosado em funcéo de
avaliacdo dos desvios em relacdo ao estado regulado; ndo tem cabimento em termos fisicos
tentar atuar no tempo de resposta do ruido W(t), mesmo porque o controle teria que ter
frequéncia de oscilagdo incompativel com realizagdo pratica. O razodvel é minimizar um
indice de desempenho pela média, como a seguir.

t
J=1/2E[X{S, X, +I(XTQX+UTRU ydt], S;>0,Q>0,R>0. (6)
b

Considerando que o estado estimado pelo Filtro de Kalman tem-se que o0 processo erro é
1 =X—X, e que, por exemplo, para o caso continuo discreto, sem perda de generalidade:

X=F(t)x+L(tu, X(t7)=x(k),

. . . (7)
n=F(tn+6(tw, n(t )=n(k), EL[n(k)]=0,cov(7(k))=P(k).

Vé-se, pois, que este processo de erro s6 depende do estimador, isto é, da capacidade de
observacdo, da dindmica nédo excitada pelo controle e do algoritmo de estimacdo. Ou seja, 0
controle ndo tem poder de acdo sobre o erro de estimacdo; qualquer gue seja a precisao de
conhecimento ou determinacdo do estado, o controle sé tem capacidade de acdo sobre este
estado conhecido, que é sempre dado por um estimador. Caracteriza-se, pois, um principio de
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separacao. Isto fica ainda mais claro se, no indice de desempenho, se se substituir 7+ X = X,

considerando que o erro do estimador é ortogonal ao estado (e.g., Jazwinski, 1969 ou Bryson
and Ho, 1975) e que o controle a ser otimitizado ndo tem acdo sobre o0 erro de estimacao:

ty ty
J=1/2E[XS, %, +j(>2TQ>”<+ uTRu)dt] +1/ 2E[5!S,7, +j77TQndt]. (6a)
o f

Vé-se, entdo, que a parte otimizavel é apena a primeira. Resta mostrar que a solu¢do do
problema de controle leva a mesma solucdo que no caso deterministico (se¢do 2.2, exemplo
2.22). Para tanto, basta usar multiplicadores de Lagrange e considerar o funcional equivalente:

J=1/2E[X{S X, + j(xTQx+ UTRu+ A" (X —F(t)X +G(tW(t)+L(t)u))dt].
b

Efetuando a operagdo de valor médio, elimina-se o termo de excitacdo do ruido branco e,
notando que o vinculo dinamico (as equa¢fes da dindmica), sem a excitacdo do ruido, na
verdade € determinista, sendo apenas as condicdes iniciais aleatorias; ou seja gera trajetérias
deterministicas a partir de ocorréncias de valores iniciais, resulta:

J=1/2E[X{S X, + j(xTQx+ U'RU+ A" (Xx—F(t)x+L(t)u))dt]. (8)
f

Considerando a possibilidade de comutar a operacdo valor médio com a otimizacdo, conclui-
se que a solucdo é da mesma forma que na secéo 2.2, ou seja, completa-se a caracterizagédo de
um principio de separacéo:

P+PA+A'P-PBR'B'P+Q" =0, P(t,)=S5,. (9)

u=—RBT(t)P(t)x. (10)

No entanto, como néo é possivel se ter este estado, ainda que nao afetado pelo ruido branco, a
condicdo de realizacdo é usar o melhor conhecimento do estado na Eqg. (10), isto €, o estado
estimado, de modo que finalmente tem-se a lei de realimentacdo, para realizar o controlador,
conforme indicado na Fig. 7.1:

u=-R™*B"(t)P(t)xX (10a)
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7.8 Controle Baseado em Estimacdo Linear Otima e Redes
Neurais

7.8.1 Controle Sequencial de Sistemas Lineares Discretos
Problema de Controle Discreto Estocastico Linear

Seja de novo o problema de controle em malha fechada, em que tanto o sistema
dindmico como as observagdes sdo modelados como lineares, mas agora discretos: (i) Dado o
sistema dinamico, modelado como um processo discreto de Gauss Markov
X(i+1)=@(i+1)X(i)+ 7 (i)ui)+W(i), (11)
onde W(i) € um ruido branco gaussiano, de distribuicdo conhecida, independente de X(0):
E[W(i)] =0, cov(W(i)W(]))=Q(i)di, (12)
e para X(0) se tem uma aproximacao para a distribuicao, admitida gaussiana:
E[X(0)] =0, cov(X(t,))=P(t,). (13)
(i) Dadas as observagdes de saidas do sistema, isto é, medidas feitas por sensores:
y(i)=H(i)x(i)+v(i), i=012,.. (14)
em que y(t; ), mx1, corresponde a ocorréncias de:

Y(t)=H(t)X(t)+V(t), i=012,., (14a)

com V(i) gaussiano, independente do estado e do ruido na dindmica do estado, com
distribuicdo conhecida:

ELV(i)] =0, cov(V(i)V(j))=R(i)di. (15)

(iii) O problema que se coloca é o de se controlar de forma discreta o sistema dindmico em
malha fechada, conforme esquematizado na Fig. 7.2, isto €, determinar um controlador,
através da determinacdo da fungdo de controle, u(i), que regule o estado minimizando o
desvio em relacdo ao estado pré-programado, com valores minimos de acao de controle. Este
problema aparece, em geral, quando se tem que controlar desvios em relacdo a solugédo
otimizada determinada em malha aberta (se¢do 1.2). A aproximacao linear discreta se justifica
por duas razdes: a solucdo linearizada em torno do estado e controle pré-programados satisfaz
a hipotese de perturbacéo linear, ja que os desvios sdo pequenos; e a discretizacdo devido ao
intervalo de discretizacdo ser pequeno e ser razodvel admitir como constante a acdo do
controle de correcdo ao longo deste intervalo.
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Solugdo Sequencial Baseada em Estimacéo de Estado

A solugéo que segue foi proposta e desenvolvida por Rios Neto e Cruz (1990). Para
determinar de forma sequencial a acdo de controle discreto, a proposta € resolver, em cada t;
de discretizagéo, o problema:

Minimizar:
J=1/2(uT()B(i (i )+ (XP(i +1) = X(i + 1)) S(i +1)(X"(i + 1) — %(i + 1)) (16)
Sujeito a:

%(i+1) = @(i +1)%(i )+ (i (i), (17)

em que X(i) é a estimativa do estado dada pelo Filtro de Kalman; B(i)>0 é diagonal e com os
respectivos termos da diagonal escolhidos de modo a representar os inversos dos quadrados
das dispersdes as quais se quer vincular as componentes de u(i); x™(i+1) é dado e

determinado de modo a condicionar contracGes possiveis e desejadas do estado; e S(i+1) é
previamente determinada, como sera mostrado a seguir, no algoritmo do método, de modo a
condicionar a contracdo possivel e desejada.

Para a determinacdo de S(i+1) e de X"(i+1) sera necessario considerar que:

(i +1)=(@(i+1)— r()CiN()
=(@(i+1)—r(1)C(i))(x(i)—K(i)(H(i)e(i)—v(i))), (18)
e(i)2x(i)—x(i), cov(&(i))= P(i),

onde foi considerado que X(i) é dado pelo Filtro de Kalman e C(i) é o ganho da lei de
realimentacdo de estado (a ser determinada). Vé-se, assim, que o estado controlado é uma
sequéncia de Gauss Markov de média nula se for considerado que X(0)= N(0,N(0) e com
dispersao dada por, através do momento de ordem dois:

N(i+1)=(@(i+1)-r()CHNN()+P(i)—P(i))(@(i+1)-1(i)C(i)). (19)
Com estes elementos pode-se estabelecer o algoritmo do método.

Algoritmo da solucéo:

Primeiro passo: Considerando C(i) com um passo de atraso, pode-se avaliar um estado
previsto controlado possivel:

KP(i+1)=(D(i+1)— I ()C(i—1)R(i)

20
=(@(i+1)-r(1)CA-1)(x(1)-K@)(H()e(i)-v(i)). 0

Este estado previsto possivel tem dispersao, dada pelo momento de ordem dois, conforme Eq.
(19):
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NP(I+1)=(D(i+1)-(i)C(i—1))(R(i)+P(i)—P(i))(@(i+1)-(i)C(i—1))". (19a)

Pode-se, entdo, buscar uma realizacdo de X(i+1) que seja uma realizacdo conveniente da
variavel aleatdria X°(i+1)=N(0,X"(i+1)).

Segundo passo: Em um sentido virtual, pode-se considerar que em tj.; a resposta desejada
para o sistema controlado seja uma realizagdo de X°(i+1)= N(0,NP"(i+1))suficientemente

proxima de zero de modo a garantir uma contracdo, ou seja, diminui¢do na magnitude do
estado controlado. Assim, em um sentido virtual, considera-se um sensor e supde-se que se

observa uma realizacdo de X" (i+1) que satisfaca a condicdo desejada:

Vi(i+1)=x"(i+1)+V(i+1),

i (20)
ve(i+1)=N(0,R(i+1)),

onde y%(i+1) é escolhido de modo a virtualmente constituir a resposta desejada; R®(i+1)
tomada diagonal, com variancias escolhidas para garantir com elevada probabilidade que a
ocorréncia de X°(i+1) em correspondéncia com a observacdo y°(i+1) esteja na regido de
resposta desejada.

Terceiro  passo: Combinando a informagdo a  priori ~ correspondente  a
XP(i+1)=N(0,N"(i+1)) com a observacdo virtual da Eq. (20), tem-se o problema de
estimacdo com informacéo a priori:

0=x"(i+1)+7n"(i+1)
n°(i+1)=N(0,X°(i+1)
VI(i+1)=x(i+1)+V(i+1),
ve(i+1)=N(0,R(i+1)).

(21)

Aplicando um estimador linear étimo, equivalente a uma filtragem de Kalman, obtém-se uma
estimativa de um possivel e desejavel estado em ti.;, assim como da corresponde matriz de

covariancias dos erros desta estimativa, isto 6, X°(i+1),P°(i+1). Em face das
consideracdes anteriores, é razodvel tomar-se:

XP(i+1)=xP(i+1), S(i+1)=PP(i+1)=(R(i+1))*+(RP(i+1))™ (22)

Esta escolha deve garantir a contracdo de magnitude do estado se uma observacdo virtual
y'(i+1) é escolhida suficientemente proxima de zero e se a dispersdo dos erros de

observagao, isto ¢, os termos da diagonal de R°(i+1) forem suficientemente pequenos para
garantir que a correspondente S(i+1) corresponda a estimativa X"(i+1) com proximidade de
y(i+1) que garanta a desejada contrac&o do estado.

Para a particular situacio em que y°(i+1)=0, resolvendo o problema das Egs. (16)
e (17), resulta:
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u(i)=C(i)x(i),
C(i)=(I"(1)S(i+ 1) (i)+B(i)) I (i)S(i +1)d(i+1) (23)
=(B(i)) ()BT () +(S(T+1)) ) (i +1).

Referéncias de aplicacdo 7.7.2.1: Rios Neto e Cruz (1985) e Ferreira, Rios Neto e
Venkataraman (1985) usaram estratégia semelhante no projeto heuristico de controle
adaptativo, respectivamente para: controle de navios navegando em canais e com
perturbacgdes de correntes e vento; e controle de atitude de satélite de baixa altitude através de
flaps aerodindmicos.

7.8.2 Controle Preditivo de Sistemas Nao Lineares Discretos
Problema de Controle com Esquema Preditivo

Seja o0 problema de controlar um sistema dinamico para gue ele siga uma dada saida
de referéncia ao longo do tempo, adotando-se um esquema de controle preditivo. Ou seja,
controlar o sistema:

x=f(x,u), (24)

adotando-se um esquema controle que siga um trajetdria de referéncia com ac¢Ges de controle
otimizadas, pela minimizac&o de um indice de desempenho do tipo preditivo:

J= [_Zn:[yr(tj) =Y R @Iy, (t) - Y(E,)]
o (25)
+ Z [u(tj )_u(tj—l )]Tru_l(tj )[U(tj )_ u(tj—l )]]/2,

onde, t; =t+ jat, y(t;) é a referéncia de resposta, n define o horizonte de controle,
r,(t;).r,(t;) sdo matrizes definidas positivas de peso e y(t;) € a saida prevista do sistema,
dada por um modelo interno do sistema, do tipo:

y(t;)= £0y(t ) Y0t )u(ty ) ult ). (26)

Este modelo discreto preditivo do sistema dindmico pode ser dado, por exemplo, pelo
integrador numérico do tipo Runge Kutta ou de diferencas finitas, do tipo, por exemplo,
Adams Bashfort, usado diretamente (Rios Neto, 2001) ou indiretamente, treinando um rede
neural artificial para representar a funcdo de derivadas do sistema dindmico (Rios Neto e
Tasinaffo, 2003; Rios Neto e Tasinaffo, 2004; Tasinaffo e Rios Neto, 2004; Tasinaffo e Rios
Neto, 2007). Pode-se também usar uma rede neural para representar diretamente o sistema
dindmico (e.g. Chen and Billings, 1992; Hunt et al, 1992; Su and McAvoy, 1993;Cardenuto,
Cardenuto e Rios Neto, 2003), treinando-a para aprender o sistema dindmico e prover um
modelo preditivo do tipo anterior:

y(t;)=F((t; ) Y(, JiU(t g ) U(t g )W), (26a)
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onde W, pesos sinapticos da rede sdo ajustados (estimados) através de treinamento
supervisionado (ver se¢do 5.3, exemplo de aplicacdo 5.3.1).

Tendo-se um modelo preditivo para o sistema dindmico, a solugdo do problema de
controle é obtida com a solucdo do problema de programacdo matematica de minimizar o
indice de desempenho preditivo, sujeito aos vinculos dados por este modelo preditivo discreto
do sistema dinamico. Para aplicagdes praticas, em cada passo, este problema tem que ser
resolvido em uma fracdo de tempo desprezivel face ao tempo de resposta do sistema
controlado.

Solucgéo do Problema de Controle Preditivo

Uma vez que se tenha um modelo de predicdo do sistema dindmico equacionado
matematicamente, resta determinar as acdes de controle otimizando o indice de desempenho
que pondera seguir a trajetdria de referéncia com agdes minimas de controle. O problema de
determinacdo das acOes de controle, segundo o esquema de controle preditivo, pode ser
tratado com o problema de estimacgéo de parametros estocastica a seguir.

Vet ) = FOI0E L) It DUt Dli(t ) )W)+, (1)),
(27)
O = u(tj—l)_ U(tj_2)+ Vu(tj—l)’

Elv,(t,)]=0; Epv,(t, W (t)]=r.(t,), Elv,(t)]=0; Elv,(t, M (t,)|=r(t,)

onde Yy(t;) é a saida dada pelo modelo de predicdo, por exemplo, pela rede neural,
=1.2,.0; (), -, Y(t, ) e u(t,), -, u(t,, ) sdo as saidas e agdes de controle que ja
aconteceram e que sdo conhecidas; e os erros v, (t;) Vv, (t;) sdo modelados como de

componentes ndo correlacionadas em cada instante, assim como ndo correlacionados entre si e
com matrizes de covariancias iguais as respectivas matrizes peso r,(t;)r,(t;). A equagdo no

controle pode ser vista de modo recorrente, sendo equivalente a:
j-1

u(t—l):u(tj—l)_'_zvu(tk ), (28)
k=0

onde o valor a priori U(t_, )€ o valor ja estimado do controleem t , =t —At.
Assim, o problema é visto e tratado, em cada passo, como um de estimacdo. A
observacdo é dada pela condicdo de satisfazer a saida de referéncia y,(t;), a menos de um

erro v, (t;) (Eq. (27)) e a informagéo a priori por G(t_, ), dada também a menos de um erro

(Eqg. 28)). Com esta maneira de ver e tratar o problema, as matrizes peso passam a ter
significado de matrizes de covariancias, na verdade de variancias, jA que sdo diagonais;
portanto, suas variancias representam a dispersdo com que se quer satisfazer a trajetéria de
referéncia e a dispersdo nos incrementos da acdo de controle ao longo dos intervalos de
discretizagdo do horizonte de controle preditivo.
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Tem-se entdo um problema ndo linear de estimagcdo de pardmetros, que pode ser
resolvido de forma reiterativa (Capitulo 5). Tomando-se uma aproximacdo linear, por
perturbacdo de primeira ordem, em uma iteragdo tipica i, resulta a solugdo, como a seguir.

a(i)y, ()= ¥(t;.1)] = JZ_‘,[OT/(tj ) At ) oy LUt D) =Tt D]V (), (29)

k=kq

Onde O<a(i)<1 é ajustado de modo a garantir a hipétese de perturbacdo linear; e sendo
y(t;) uma fungdo de u(t;,),...,u(t; , ), através de §/(tjfl),....,y(tj7ny ), entdo tem-se que
k, =max[0,(j—n, —n,)]. Para o calculo das derivadas parciais usa-se a regra da derivagdo

em cadeia no modelo de predicdo; no caso de redes neurais usa-se a regra de retropropagacao
(“backpropagation”) (e.g. Chandran, 1994; Zurada, 1992). Consistentemente, de modo a
garantir pequenos incrementos para as a¢0es de controle:

(i), )~ T80T = Ut ) - TC0T + 2 vt (30)

onde 1=0,1,..,n-1; i=1,2,..,I; U(t ,)e a solucéo estimada no ultimo passo; u(t,,i+1)="u(t,,i)
é o valor aproximado estimado de u(t, ) na iésima iteracéo; e para i=1 sdo usadas estimativas
ou extrapolagdes de estimativas do Ultimo passo.

Adotando-se uma notacao vetorial, mais compacta, 1=0,1,..,n-1, j=1,2,...,n:
U,(t,i)2u (t,i); U (t,)=0d(t,),
0 problema pode ser colocado como:
a(D[U(t,)-U(t,i)] =U(t,i)-U(t,i)+V,(t), (30a)
a(i)Z"(t,i)=H"(t,i)[U(t,i)-U(t,i)]+V,(1). (29a)
Usando o algoritmo de filtragem de Kalman, resulta em uma iteracdo tipica, i:

U(ti)=0(ti)+a(i)[U(t,)-0(t,i)]

_ . _ (31)
+K(t,Da(i)[Z°(ti)-H(tD)[U(t,)-U (L],

K(t,i)=R,(t)H" (t,i )[H"(t,i)R,(t)H" (t,i)+R, ()] ™

T T (32)
= [RA(t)+HY (LR OH (4, HY (iR (1)

Exercicio de aplicacdo 7.7.3.1: Pode-se demonstrar que o controle calculado com o algoritmo
das Egs. (31) e (32) é formalmente equivalente ao minimo do funcional:
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J(ai)=Ie(i)Z"(ti)—H"(t,i)[U(Li)-U(ti)I1I" R, (t)
[a(i)Z"(ti)—H"(t,i)[U(t,i)-U(t,i)]+
[U(ti)-U(ti)-a(i)U(t,)-U DI R (1)
[U(ti)-U(ti)—a(i)U(t,)-U(ti)1/2

(33)

Tem-se, portanto, condi¢do de convergéncia para um controle suave que minimiza o erro em
relacdo a trajetoria de referéncia, desde que o modelo de predicdo usado para modelar o
sistema dindmico garanta aproximagdo com erros especificados, como pode ser o caso tanto
das redes neurais como dos integradores numéricos.

Exercicio de aplicacdo 7.7.3.2: Mostra-se que, em uma iteracao tipica, o algoritmo das Egs.

(31) e (32) é formalmente equivalente a se aplicar o0 método de Newton & minimizagdo do
funcional:

Jp = [Z”T(t)R;l(t)Z“(t)+ [U(t)-U(t )R (t)[U(t)-U(t)11/2, (34)
ZU() 2 [y, (t)-Y(t)], i =12,..n, U,(t)=u(t,),1=01,..,n—1.

Basta notar que o algoritmo das Egs. (31) e (32) pode ser colocado na forma equivalente:

U(t,i)=0(ti)+ [RA(t)+HY (Li)RA(t)H ()]

. _ . _ (31a)
a(DIRI(OU(t,)-U(t,i)] +H" (Li)RI(1)Z (i),
que, por sua vez, pode ser colocado na forma equivalente:
U(t,i)=U(t,i)—a(i)S(t,i)VJ;(t,i), (31b)

em que S(t,i) e VJ,(ti) sdo respectivamente sdo a hessiana definida positiva e o gradiente
do funcional da Eqg. (34).

Extensao 7.7.3.1:

Para o problema equivalente de estimacdo em uma iteracdo tipica, repetido abaixo
para maior clareza, podem ser tomadas aproximacOes semelhantes aquelas para treinamento
de redes neurais (vide secdo 5.3, exercicio de aplicacdo 5.3.1) de modo a permitir versao com
processamento paralelo:

a(D[U(t,)-U(t,i)] =U(t,i)-T(t,i)+V,(t), (30a)

a(i)Z° (i) =H"(t,)[U(L,i)-U (L,i)]+V,(t). (29a)
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Para tanto, considere-se que U, (t,i)k = I,seja aproximado por U, (t,i). Desta aproximagao

resulta um problema de estimacdo que pode ser processado em paralelo, para cada 1=1,2,...,n-
1, e que é da forma:

a(D)[d(t )—u(t,i)] =u(t,i)—u(t,i)+V,(t), (30b)
a(i)Z"(t,i)=H"(t,i)[u(t,,i)—u(t,,i)] +V, (1). (29Db)
Aplicando filtragem de Kalman, resulta:

Gt i) =0(t,i)+a(i)u(t,)—a(t,i)

N e DU - i . (31c)
+K(tLD)a(1)[Z27(t,0) - H (ti)[at, ) -u(t,i)]],

K(t,1i)=[R;(t)+ HY (LR EH (6D HY (4R (L) (32a)

Analogamente ao que foi feito com o algoritmo pleno, se for considerada a forma equivalente
do algoritmo:

(1) =T(t,i)+[R () +H" (LDHRMOH(4,i)]™

T ’ (31d)
a()[RG(D[A(t, )-T(t,i)] +H!" (LRI (1)Z (i),

pode-se demonstrar a equivaléncia formal a se aplicar o algoritmo do método de Newton ao
funcional da Eq. (34), repetido abaixo:

3 =[Z° (ORA1)Z°(t)+ [U(t)-U(t )T RV (L) -U(t )1/ 2, (34)

com a simplificacdo correspondente da matriz peso, que passa a ser dada por, no lugar de
R (t):

R, (t)=diag.[[ R;/(t)+H (LR (t)H!(t,i)] ™" :1=01,.,n-1]. (35)

Portanto, convergéncia para o caso de processamento paralelo fica também garantida.

Referéncias de aplicagéo 7.7.3.1: Silva e Rios Neto (1999), Silva e Rios Neto (2000), Silva e
Rios Neto (2001), Silva (2001), usando redes neurais para o modelo de predicdo, aplicaram o
método desenvolvido, respectivamente, em problemas teste da literatura, em controle de
atitude de satélites e em controle de trajetdrias de lancamento de satélites.

Referéncias de aplicacdo 7.7.3.2: Rios Neto e Tasinaffo (2003), Tasinaffo (2003) e Tasinaffo
e Rios Neto (2007), usando redes neurais em estrutura de integradores numéricos de equacoes
diferenciais ordinarias desenvolveram modelos de predi¢do, em especial com derivadas
médias e estrutura simples de integrador de Euler, e aplicaram o método desenvolvido em
problemas de transferéncia de orbitas.
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7.8.3 Controle com Modelo Interno Neural

Neste esquema de controle (Hunt and Sbarbaro, 1991), duas redes neurais artificiais
s80 necessarias: uma para prover um modelo interno de predicdo do sistema dindmico e outra
para prover um modelo inverso do sistema dindmico, a rede neural de controle, conforme
ilustrado na Fig.7.3.

Para treinar a rede neural de controle, em geral adota-se um treinamento
supervisionado pela minimizagdo de um funcional como a seguir, em relagdo aos parametros
peso W, desta rede neural de controle.

I =112 (Yo 1) = YT W D)TRIACI(Yy = Vel oW, ), (36)

j=1

noqual, y,(j),j=12,..L éoconjunto de valores de treinamento da resposta desejada;
y.(j,w, ) éasaida controlada no instante j pela acdo do controle u( j —1,w, ) no instante j-1.
Para o calculo do gradiente de y,( j,w. ) em relagdo aos pesos sinapticos da rede de
controle, w,_, considera-se a rede neural de controle em série com a rede neural que fornece o
modelo de predigdo do sistema dinamico, y,(t;) . A regra da cadeia, mais especificamente a

regra de retropropagacao nas redes neurais (Zurada, 1992) é usada para se calcular primeiro
na rede do modelo de predicéo o gradiente da resposta controlada em relagédo a u( j—1,w, ) e,

em seguida, em cadeia, o gradiente deste controle em relagdo aos pesos W, .

_———_—u MODELO Yc
yd—)‘l RN L5/  sISTEMA
- C_1
AA e
5l F:WN 1 Ym S

+ -

Figura 7.3: Modelo Interno de Controle: Treinamento da Rede de Controle
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Figura 7.4: Controle com Modelo Interno: Implementacao

Na implementagédo, como as redes neurais ndo séo alimentadas com informagdes sobre
perturbacdes ndo modeladas do sistema dindmico, recomenda-se (Garcia e Morari,1982) que a
diferenca entre a trajetdria real da planta e a trajetdria fornecida pela rede neural modelo
interno de predicdo seja utilizada na realimentacdo para corrigir o valor desejado e compensar
os efeitos das perturbagdes (d), conforme ilustrado na Fig. 7.4. Isto além do filtro para alisar o
efeito de erros ruidosos (d”) na medida da saida perturbada do sistema.

Referéncias de aplicacdo 7.7.4.1: Varotto (1997), Varotto e Rios Neto (1997) e Carrara,
Varotto e Rios Neto (1998) usaram Controle com Modelo Interno com redes neurais do tipo
“multilayer perceptron” para o controle de atitude de satélites artificiais com apéndices
flexiveis.
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APENDICE I:

Fundamentos: Otimizacao de Sistemas Algébricos

I.1 Colocacéo Geral do Problema
Minimizar: f(x),xeQcE", f()eC? (1.1)

h(x)=0,mx1,m<n
Sujeito a: g(x)<0, px1 (1.2)
h(),g9()e, C*

Definigdo 1.1: Dado um x, diz-se que sdo ativos os vinculos g;(x), jeJ,tqg. g;(x)=0.

1.2 Vinculos de Igualdade

Minimizar: f(x),xeQcE", f()eC? (1.3)
Sujeito a: h(x)=0,mx1,m<n,h(.)eC? (1.4)
Neste caso, se admite que a solugdo procurada € interior a (2.

Definicdo 1.2: xe, tg. h(x)=0, é ponto regular se o0s vetores gradientes,
Vh.(x),i=12,...,m, forem linearmente independentes.

Condicdes Necessarias:

Suponha que X~ seja, por exemplo, ponto de minimo, entio:

X" 2(x xS ) 2(x® Ut ), X eEM ucEM™
A (X )= F(X +ax)— (X )=, (X )AX + f, (X )Adu+0(2)=0 (1.5)
An(X" ) =h(X" +Ax)=h(Xx" ) =h (X )AX* +h, (X )Au+0(2)=0

Sendo X" regular, para incrementos de primeira ordem, desconsiderando termos de ordem
superior, 0(2), tem-se:

Ax® =—[h,(x")]™"h, (X" )du (1.6)
Portanto na equacdo de Af (X" ), resulta:

—(f (X[ (X )T h, (X )+ (X )Au=0 (1.7)
Sendo as componentes de Au independentes, resultam como condi¢des necessarias:
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[fufx )= f (). (X )] h(x7)]" =0 (1.8)
h(x")=0

1.3 Multiplicadores de Lagrange

O conceito de multiplicadores de Lagrange é o de que multiplicar uma equacéo nula
por uma variavel de valor arbitrario (o multiplicador de Lagrange) ndo altera a condicdo dela
ser nula. Assim, no problema com vinculos de igualdade:

AF (X )20
= AF(X )+ AT An(X )20 (1.9)

=0

Ah(x")=0

Resultando, pois:

(f (X )+Ah, (X NAX +(f,(X )+ A h,(X )Au=0 (1.10)

Sendo A, o multiplicador de Lagrange, arbitrario, pode-se escolhe-lo de modo a anular o
primeiro termo da (1.10); e sendo Au de componentes independentes, conclui-se pela
nulidade do segundo termo em (1.10). Resultam, entdo, as condi¢fes necessarias:

f.(X)+ AT, (X)=0
f(X )+ AT (X )=0
h(x )=0

(1.11)

Note-se que:

- X“T :_fxe(X* )[hxe(X* )]_11
- 0 gradiente de f(x) em X" é ortogonal a hipersuperficie de interseccao dos vinculos, ou seja, €
ortogonal ao plano tangente, em x (P ), a hipersuperficie definida por h(x)=0 (Fig. I.1), sendo

plano tangente definido por:

Mz{y=(P-P )eE":Vh(x )y=0} (1.12)
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Vh(x)
Figura 1.1: llustracdo de Plano Tangente e Gradiente
1.4 Vinculos de Desigualdade
Seja o caso do problema geral, com vinculos de desigualdade.
Minimizar: f(x),xeQ2cE", f()eC? (1.1)

h(x)=0,mx1,m<n
Sujeito a: g(x)<0, px1 (1.2)
h(),9()e, C*

Definicdo 1.3: xe, tg. h(x)=0, g;(x),jeJ,tg.g;(x)=0. & ponto regular se os
vetores gradientes, Vh,(x),i=12,...m, Vg,(x), jeJ forem linearmente independentes.

Condicdes Necessarias:

Para que X regular seja ponto de minimo é necessério que as chamadas condicdes de
Kuhn-Tucker sejam satisfeitas:

VE(X )+ A Vh(X )+ u"'Vg(x )=0
#'g(x )=0 (1.13)
u;20,jed

AeE™ ueckE?, ,uZO{ .
# =0,0,(x )<0

Note-se que:
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- Vi(x") é ortogonal ao plano tangente a hipersuperficie interseccdo de h(x )=0 e
gj(x*):o,jeJ.
- 4; 20, pois componentes de Vi (x ) na direcdo de Vg;(x), jeJ tém que “apontar para

fora dos vinculos”.
1.5 CondicGes Suficientes

Vinculos de Igualdade:
Para determinacdo das condicBes suficientes, seja x satisfazendo as condic6es
necessarias e considere-se que, se para qualquer curva x(t) pertencente aos vinculos (isto é, na

hipersuperficie de interseccéo dos vinculos), com derivada de ordem dois, tal que x(t=0)= x_,
for verdade que:

d*(f(x(t))/dt?| >0 (1.14)

t=0

Tem-se entdo uma condicdo suficiente para que X seja ponto de minimo. Mas, notando que:

d2(f(x(1)))/ dt?| _ =xT(0){0F(xX(t))/ axdx; }. X(0)+VF(X )%(0) (1.15)

=

e que derivando até ordem dois A"h(x(t))=0,
x"(0)( 2@{8%1 (x(t))/ %% }. %(0)+ AVh(x )%(0)=0 (1.16)
e
Somando, considerando as condi¢fes necessarias:
XT(0)({o% f(x(t))/ ox.ox; } - + iij{azhj(x(t))/ X 0% }. )X(0)>0 (1.17)
=

Sendo x(0) arbitrario na hipersuperficie dos vinculos, resulta como condicao suficiente que
seja definida positiva a matriz:

{3 F(X(1) %X, b + DA L8N, (X)) % 3. 2 F(X )+ AT H(X' )>0 (1.18)

Vinculos de Desigualdade:

Para um ponto regular X', que satisfaca as condicées necessarias para minimo e tal que para os
gj(x* )=0 se tenha os correspondentes x; >0, entdo a condi¢do para que ele seja de
minimo é:
m J
{o f(x(t))/ oxox; }. + X A4,{0*h;(x(t))/ ox 0% Y. + D p; {079, (x(t))/ %% } .
j=1 j=1

ZF(X )+ AH(X )+u'G(x)>0

(1.19)
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sendo a demonstracdo analoga aquela para vinculos de igualdade e segundo a mesma restricdo
de %(0) arbitrario na hipersuperficie dos vinculos.
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APENDICE I1:

Sistemas Lineares e Matriz de Transicao

I1.1 Sistemas Lineares Homogéneos

Dado o sistema de equacdes diferenciais ordinarias lineares homogéneas, isto €, sem
termo forgante (controle), simplesmente chamado de sistema linear homogéneo:

x=F(t)x, X(t)eE" (11.1)

procura-se a partir de uma condicéo inicial, x, =x(t, ), a trajetoria solugéo: x(t),t >t, (Fig.
1.1).

X X(t)

v

Figura I1.1: Condic&o Inicial versus Trajetoria Solucdo Unica

Se os elementos da matriz F(t) (nxn), isto €, F;j(t), sdo fungdes continuas do tempo,
entdo dada uma condigdo inicial, X, =Xx(t,), existe e & unica a solucdo, isto &, trajetoria,
passando por x, = X(t,).

A propriedade basica usada, para estudo de solucdes, é a de superposicao de solugdes,
isto €, se x(t) e x’(z) sdo solugdes, entdo qualquer combinacéo linear delas é também solug&o:

d(ex+ X )/ dt=F(t)(ax+ X ) (1.2)
quaisquer que sejam 0s parametros «, /[ .

Matriz de Transicao:
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(i) Considerando a base ortonormal (vetores unitarios, ortogonais) do espaco de dimens&o n,
R", considere-se que qualquer que seja a condigdo inicial x, =Xx(t, ), ela pode ser expressa
como uma condicédo dos vetores da base ortonormal:

X(t, )=§xi(to W' (1, )

(1.3)
o' (1, )2 (10,00, 0% (t,) 2 (010,..0) 10" (1, ) 2 (00,... 1)
(ii) Gerando-se as solugdes ¢'(t,t,) a partir de ¢'(t, ), isto é:
¢i(t’to )= F(t)¢i(t7to ) (Pi(to t)= @i(to ) (1.4)

Combinando-se as solugbes ¢'(t,t,) como colunas de uma matriz, para i=1,2,...,n, gera-se a
chamada matriz de transicéo:

D(tt, )é((Pl(t’to ): (Pz(tfto ) (/7n(t't0 )

. (1.5)
Q(t’to ): F(t)Q(tito ), @(to A ): In

(iii) A designacdo de matriz de transicdo fica clara notando-se que, se considerarmos o
principio da superposi¢cdo e a unicidade solucdo a partir de uma dada condicdo inicial

Xo = X(t,):

R(1)=2x(t:)0' (L), X(t)=x(t) -

X(t)=x(t) (1.6)
X(t):((Pl(t’to ): (92(t1t0 ) @n(tito DX (g )%, (T )i X (B ))T

=O(tt )x(ty)

11.2 Propriedades da Matriz de Transicdo

(i) Sendo:

()= 20! (14 %, (t)

%(1)= 2! (L )%, (1)

portanto,

axi(t)/axj(t):¢ij(t't0)Ecpij(t’to) (1.7)

Esta propriedade é importante, pois é usada para se gerar numericamente @(t,t, ).
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(i) @(t,t,) sempre tem inversa, pois gerando-se X, = x(t,) a partir de x(t), repetindo todos
0S passos, se teria:

D(t, 1), D(tt)=1
X(to ): @(to t )X(t)

No entanto,
X(t)= Q(t'to )X(to )
Portanto,

X(to):@(to lt)@(t’to )X(to) .
O(t, 1)Do(tt,)=1, (1.8)
D(t, t)=D(11,)

(iii) Da condicéo de fazer transicdes de um instante para outro, da matriz de transicéo, isto €,

X(tj ):@(tj 4 )X(ti )
x(t ) =d(t t; )x(t;)

decorre que,

X(tk ): cD(tk !tj )@(tj 4 )X(ti )
=Dt .t )x(t)

Portanto:

@(tk 4 )= ¢(tk 7tj )‘p(tj 4 ) (1.9)
(iv) Para sistemas invariantes no tempo,

x=Fx, x(t)eE" (1.10)
tem-se que:

D(tt, )=

w .11
e ) = 1+ (Rt )(t—t, ) o
n=1

Para verificar basta notar que:

d(eF(t—tO) )dt — FeF(t—tO)
d(tt,)=Fao(tt,)
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11.3 Sistemas Lineares Nao Homogéneos

x=F(t)x+G(t)u(t), x(t)eE",u(t)eE®,p<n (1.12)
Adotando o método de variacdo de parametros e admitindo:

X(t)=@(t,t,)z(t) (1.13)
Derivando membro a membro e usando a propriedade de matriz de transic&o, resulta:

X(t)=d(tt, )z(t)+D(t,t,)2(t)
=Fo(t,t, )z(t)+D(t L, )2(t)
= Fx(t)+@(t,t,)2(t)

Comparando com a equacdo inicial, de definicdo do sistema ndo homogéneo, Eq. (1.12):

D(t.t, )2(t) =G(t)u(t)
2(t) =@ (1.t )G(t)u(t)

Integrando membro a membro,
t
2(t)-2(t,)=[@ (7, )G(7 u(z )z
t
Considerando que z(to)=x(to) (Eq. (1.13)) e multiplicando membro a membro por &(t.t,)

o(t L, )z(t)-D(t L, )z(t, ) = jq)(t,to YO8, )G(7 )u(r )Xz

f
Portanto, considerando-se que vale, das propriedades de matriz de transicdo, que:

D (s,t,)=D(t,,8)
D(t 1, )D(t,,8)=D(t,s)

resulta, finalmente,

x(t) = D(t,t, )x(t, )+}qb(t,r)e(r)u(r)df (1.14)

)

Um caso interessante de sistema ndo homogéneo é quando o termo ndo homogéneo ou
forgante € um impulso unitario em um dado instante 7 :
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X=F(t)x+1.u(t),

[0z (1.15)
i )_{§(t—r),i:j

Seja o(t—7) a funcdo delta de Dirac ou fungdo impulso unitario, definida como o limite a
seguir, por exemplo (ha outras situacdes de limites que levam ao impulso unitario):

1/£>0,7<t<
5(t—r):lim{ exthirslsrTe (1.16)
&0 |0, T>t>7r+¢
o(t-7)1
1/ & |
— |j— &
T t
Figura I1.2: Impulso Unitario
Esta funcdo tem como propriedade tipica:
t>r+¢ t>r+¢
[f(s)5(s—7)s= jf(s)(lirrg)l/g)ds
’ t>r+¢ ’ (I . 17)

=lim1/z [f(s)s=(lim1/&)f(z)e=f(r)

Sendo assim, a trajetoria a partir de x, = x(t, ), para o sistema linear ndo homogéneo no caso
em que o termo forcante € o impulso unitario em z (Eq. (1.15)) e conforme Eq. (1.14), é:
t>7

M) =0t )+ ] (18)(00....5(s-)...0) o (1.18)

= Dt X(t )+’ (t,7)
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Ou seja, para condigdes iniciais nulas, o impulso unitario em z gera j-ésima coluna da matriz
de transicéo a partir de 7.
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APENDICE 111

Identidades de Matrizes

Seja a matriz quadrada, simétrica, ndo singular, com A e C quadradas e simétricas:

A= B (11.1)
|are) -

Para determinacdo da inversa, desenvolvendo o produto:

AB LM [1,0, "
el o o

AL+BN=1,, AM +BP =0,

B'L+CN=0,, B'M+CP=1, (113)
Resolvendo estas equag0es, considerando que A e C sdo néo singulares:
L=[A-BC*B"]*, P=[C-B'A'B]* (1.4
N=-C*'B"[A-BC'B"]*, M=A'B[C-B"A'B]*
Do fato que a inversa de uma matriz simétrica é também simétrica, tem-se que:
(Ct)y =C?, (A =A?*, M=NT (111.5)
Das expressdes de M e N resultam as identidades:
A'B[C-B'A'B]*=[-C'B"[A-BC'B"]']" (16)
=[[A-BC'B"]*]"BC*=[A-BC'B"]'BC™
Do fato que:
AtA=1
decorre que:
NB+PC=1.—->P=C*'-NBC™
Substituindo os valores de P e N:
[C-B"A'B]'=C'-Cc*'B"[BC'B"—A]*BC™ (111.7)
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