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RESUMO

O trabalho baseia-se no estudo de estrelas de néutrons isoladas como fonte de ondas
gravitacionais e a anélise em particular do modo quasinormal fundamental (modo
f). Para tanto, obtemos primeiramente um modelo relativistico para uma estrela
de néutrons em equilibrio, integrando numericamente as equacoes TOV, as quais
descrevem um corpo esfericamente simétrico em equilibrio gravitacional. Obtemos a
solucao do modo f para uma estrela de néutrons com pulsacoes nao-radiais, através
da integracao numérica das equacoes de perturbacao. Espera-se que a maior parte
da radiacao gravitacional emitida pela estrela seja feita através desse modo, o que
deverd facilitar a sua deteccao. Além disso, a banda de freqiiéncias de detecgao
do detector de ondas gravitacionais Mario Schenberg coincide com uma faixa das
freqiiéncias previstas para os modos f, possibilitando a sua observagao. A detecgao
destas freqiiéncias fornecera uma forma de se obter a massa e o raio da estrela de
néutrons emissora da radiagao gravitacional observada.
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NEUTRON STARS AS SOURCES OF GRAVITATIONAL WAVES AND
THE DETECTION OF THE FUNDAMENTAL MODE

ABSTRACT

The work is based on isolated neutron stars as gravitational wave sources and, in
particular, the fundamental quasinormal mode (f mode) analysis. Firstly, we ob-
tain a relativistic model for a neutron star in equilibrium by numerically
integrating the TOV equations, which describe an spherically symmetry body in
gravitational equilibrium. We obtain the f mode solution for a neutron star with
non-radial pulsations by the numerical integration of the perturbation equations.
We expect that the largest portion of the gravitational radiation emitted by the
star be in this mode channel, which must make its detection easier. Furthermore,
the Mario Schenberg gravitational wave has its frequency band for detection in
the range of some of the frequencies expected for the f modes, making its
observation possible for it. The detection of these frequencies will provide a way
to obtain the mass and radius of the neutron star that emitted the observed
gravitational waves.
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1 INTRODUCAO

Albert Einstein, em 1915, fez uma das mais importantes “descobertas’do
século XX, a Relatividade Geral (RG). A Relatividade Geral é uma generalizacao
da Teoria de Gravitacao de Isaac Newton, onde a base matematica foi desenvolvida
pelo cientista francés Henri Poincaré. Esta generalizagao mostrou que a gravitagao
é um efeito da geometria do espago-tempo, onde a matéria (energia) curva o espago

e o tempo a sua volta.

Uma das previsoes da RG é a das ondas gravitacionais (OGs). Na segao 2
veremos como a RG preve as OGs, assim como uma prova indireta da existéncia,

feita por Hulse e Taylor em 1975.

Os modos quasinormais podem ser calculados quando perturbamos as equa-
¢oes de Einstein que descrevem a estrela e o seu espaco-tempo. No caso de buracos
negros, as familias de modos nao dependem da perturbacao inicial, sendo assim,
existem apenas 2 familias, uma com paridade axial e outra com paridade polar. As
frequéncias referentes a estes modos, sao proporcionais a massa do buraco negro. No
entanto, para EN, surgem muitas familias de modos devido as oscilagoes do fluido
estelar acopladas as oscilagoes do espacgo-tempo. Essas familias de modos excitadas
serao determinadas pela perturbacao inicial. Temos também que as frequéncias de
uma dada familia muda de acordo com a equacao de estado adotada para o interior

estelar.

Uma das motivagoes desse trabalho, assim como do estudo de ondas gravi-
tacionais oriundas de ENs, é a possibilidade de conhecer a sua equacao de estado
através da observacao de OGs. Existem mecanismos matematicos que possibilitam
determinar caracteristicas da EN, tais como raio, massa e momento de inércia,
utilizando as frequéncias dos modos quasinormais. Além de ser possivel determinar
a equacao de estado, as ENs podem ser um laboratério para o estudo da matéria a
altas temperaturas e densidades (Fig. 1.1) (AFORD, 2010).

Na figura 1.1, o eixo horizontal representa o potencial quimico de quarks e o
eixo vertical é a temperatura. Para baixas temperaturas, temos que a medida que
p aumenta, o sistema passa de vicuo para matéria nuclear (u ~ 310MeV’). Para
um alto e desconhecido potencial quimico existe uma transicao para a matéria de

quarks. As estrelas de néutrons encontran-se na parte inferior do diagrama de fase,



Figura 1.1 - Diagrama de fase para matéria a densidade e temperatura extremas
Fonte: Ilustracao de Alan Stonebraker (2010)

onde a densidade central dela vai até um maximo desconhecido que depende da

matéria nuclear.

Focamos nosso estudo especificamente no modo quasinormal fundamental
(modo f). Para estrelas compactas, sem rota¢do, o modo f é o modo quasinormal

(MQN) polar e nao-radial com momento angular de indice L=2.

Um dos motivos para estudar exclusivamente o modo f é devido a sua baixa
frequéncia, sendo assim, o modo f é mais facil de detectar do que outros modos.
Atualmente nao existe mecanismo para determinar massa e raio de uma estrela de
néntrons isolada, no entanto, como sabemos, é através desse modo que podemos

obter esses parametros da estrela compacta.

E através do modo fundamental que a maior parte da radiagao gravitacional
da estrela serd irradiada. Este é o modo nao-radial polar e pode ser interpretado
como sendo causado pela interface entre a estrela e o seu exterior. Portanto os

modos f sao uteis para se estimar as massas e raios de estrelas de néutrons.



Antes de obter os MQNs, realizamos um estudo de uma estrela de néutrons
(ENs) com equagao de estado politrépica. Tal estudo foi feito aplicando um método
numérico e resolvendo as equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) para

uma equacao de estado politropica.

Posteriormente desenvolvemos uma série de programas em Fortran 90 para
calcular o modo f para este modelo (estrela politrépica). Depois de obtidos os
MQNs, vamos estudar a cena inversa, ou seja, como obter parametros fisicos da

estrela através da onda gravitacional observada.

Mas primeiramente vamos falar sobre as OGs e seus potenciais detectores.






2 ONDAS GRAVITACIONAIS

Podemos fazer uma simples analogia para entender o que sao as OGs. Assim
como a luz ou uma onda de radio sao campos eletromagnéticos oscilantes se
propagando, emitidos quando particulas carregadas eletricamente sao aceleradas, as
ondas gravitacionais sao oscilacoes do campo gravitacional se propagando, geradas,

neste caso, por massas aceleradas.

Ondas gravitacionais transmitem energia através de deformacoes do espaco-
tempo, isto é, através do campo gravitacional. Da mesma maneira que um objeto
ao cair em um lago gera uma série de ondas com origem no ponto onde a superficie
da agua ¢é inicialmente perturbada, o movimento de corpos massivos num campo
gravitacional pode gerar a sua volta pequenas perturbacoes no espago-tempo. A

estas perturbacoes que se propagam no "tecido”do espago-tempo damos o nome de
OGs.

Existem diversos experimentos ao redor do mundo que buscam evidéncias
de ondas gravitacionais. Eles se baseiam em tentar detectar alteracoes da energia
interna de corpos massivos a baixissimas temperaturas, confinados em sistemas
amortecidos. Essas alteracoes da energia interna seriam supostamente causadas por
ondas gravitacionais oriundas de megaeventos no espacgo, tal como o choque de
estrelas (SCHUTZ, 1999).

2.1 Detectores de Ondas Gravitacionais

Temos basicamente 4 tipos de técnicas na busca de OGs: detectores
de barras ressonantes, detectores interferométricos (espaciais e terrestres), Pulsar
Timing Array (PTAs) e Medidas do modo de polarizacao B da CMB. Veremos na

sequéncia um pouco mais sobre detectores de barras ressonantes e interferométricos.

Detectores de Barras Ressonantes - O trabalho pioneiro foi o detector de
Weber (Fig. 2.1), construido na década de 60. O detector consistia de um cilindro
de uma liga de aluminio com uma massa da ordem de 1 tonelada no interior de
uma camara de vacuo, a fim de isolar a barra de vibracoes externas. No entanto,
em 1969, Weber apds grandes melhorias, possuia sensibilidade de apenas 10716, O
sinal era dominado por ruidos dada a baixa intensidade das ondas gravitacionais a

serem observadas.



Figura 2.1 - Joseph Weber trabalhando em seu detector de ondas gravitacionais

Atualmente os detectores deste tipo sofreram grandes mudancas, como o de-
senvolvimento de suspensoes melhores que diminuiram a transmissao das vibragoes
externas, as barras sao mantidas a alguns Kelvin de temperatura para diminuir o
ruido térmico, e foi introduzido um transdutor ressonante que amplifica as vibragoes
do modo fundamental da barra. Essas mudancas serviram para diminuir o ruido e

amplificar o sinal.

Porém, a sensibilidade dos detectores de barras ressonantes varia também com
a direcao da fonte. Se a direcao da fonte e o eixo do cilindro estiverem separados
por um angulo 6, a sensibilidade do detector varia com sinf. Por outro lado se
¢ for o angulo de polarizagao no plano da frente de onda medido em relagao a
projecao do eixo do detector, a sensibilidade & polarizacao é dada por cos?¢. Desta
forma a orientacao do detector em relacao a fonte que se pretende observar deve ser

cuidadosamente ponderada de forma a maximizar o sinal recebido no detector.

Um dos detectores ressonantes, em funcionamento, mais sensiveis é o AU-



RIGA, um instrumento localizado na Italia, no INFN no Laboratério nacional de
Legnaro. A primeira fase de operagao que terminou em 1999 conseguiu atingir

sensibilidades da ordem de 10~2' H 23,

No entanto a determinacao da direcao da fonte nao é possivel quando se
utiliza cilindros. Desta forma, existe uma classe de detectores ressonantes, que sao
os detectores esféricos. Se varios (mais precisamente 6, obedecendo a configuracao
das faces nao opostas de um dodecaedro) transdutores forem colocados na superficie
de um detector esférico, poderemos nao apenas determinar a direcao da fonte, mas
também o polarizacdo da mesma (AGUIAR, 2004).

Na Universidade de Sao Paulo, existe um detector (esférico) de ondas gravi-
tacionais, o Detector Mario Schenberg, que busca tais evidéncias. Veremos mais
detalhes sobre este detector na secao 2.4, o unico detector de ondas gravitacionais

da América Latina.

Detectores Interferométricos - Quando uma onda gravitacional interage
com os dois bragos perpendiculares de um interferometro, vai induzir pequenas
variacoes no seu comprimento que podem ser medidas através do padrao de
interferéncia resultante da recombinagao da luz que se propaga no instrumento.
Para que o detector tenha uma sensibilidade da ordem de 1072'H z_%, os bracos
do interferometro devem ser da ordem de alguns quilometros. Ao contrario dos
detectores ressonantes, a faixa de frequéncias em que um detector interferométrico

é sensivel é bem maior(SCHUTZ, 1999).

No entanto, temos um problema, pois o tempo que a luz demora a percorrer o
braco do interferometro é muito menor que o periodo das ondas a que este método é
sensivel. Portanto, para conseguir maximizar a variacao do comprimento nos bragos
do detector, foram desenvolvidas técnicas que permitem que a luz circule algumas
dezenas de vezes no instrumento antes que o padrao de interferéncia seja medido.

Essa técnica contribui para o aumento do ruido.

O detector mais interessante é o LIGO nos EUA. Este detector é constituido
por trés interferometros: dois em Hanford no estado de Washington com bracgos
de 4 e 2 Km e um terceiro em Livingston na Louisiana com bracos de 4 Km. A
melhor sensibilidade alcancada pelo LIGO é de 1022 Hz "2 (em torno de 100-200Hz).



O projeto inicial do LISA (Laser Interferometer Space Antenna) era cons-
tituido por trés satélites dispostos nos vértices de um triangulo equilatero numa
6rbita em torno do Sol, com aproximadamente o mesmo raio da orbita da Terra,
20 graus atras da orbita da Terra e num plano inclinado 60 graus em relagao ao
plano ecliptico (Fig. 2.2). Para um detector localizado na Terra é quase impensavel
melhorar a sensibilidade até niveis aceitaveis para frequéncias abaixo de algumas
dezenas de Hz. Sendo assim surgiu a idéia de se colocar um detector no espaco,

onde o ruido de baixa frequéncia é quase inexistente (SCHUTZ, 1999).

Figura 2.2 - A posi¢ao do LISA em relagao as érbitas da Terra e do Sol (esquerda). Orbitas
da Terra e do LISA em torno do Sol.
Fonte: LISA (2010)

O projeto original do LISA teria uma sensibilidade da ordem de 10~23H 272
para uma banda de frequéncias de 0.1 mHz a 0.1 Hz. Este podera ser o primeiro ins-
trumento capaz de fazer medigoes nesta regiao do espectro de ondas gravitacionais.
Nesta banda de frequéncias conseguiremos observar a contribuicao para o fundo
estocéastico de ondas gravitacionias de sistemas bindrios galacticos e a coalescéncia
de buracos negros gigantes que hoje sabemos habitarem os centros de um grande
numero de galaxias, para além da possibilidade sempre presente de detectar o fundo
cosmolégico de ondas gravitacionais. Com a sensibilidade prevista, o LISA serd
capaz de detectar acontecimentos deste tipo com uma razao sinal ruido de 1000

para objectos com desvios para o vermelho até 1.

Como sabemos, um sistema binario é um forte candidato a emissao de ondas

gravitacionais (Fig. 2.3), essa emissao causa um decréscimo da érbita do sistema.



Veremos, na secao 2.2, a prova indireta de OGs feita por Hulse e Taylor. Como
sabemos, a Relatividade Geral de Einstein prevé a existéncia de OGs, entao na
secao 2.3 perturbamos a equacao de campo e obtemos a equacao de onda de modo
a ilustrar essa previsao e introduzir um método de perturbacao que serd utilizado
na obtencao dos MQNs.

companheira
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Oondas Gravitacionais

Figura 2.3 - Pulsar Binario emitindo OGs.

2.2 Prova indireta da observacao de OGs (o PSR1913+16)

O pulsar PSR1913+16 foi descoberto em 1975 por Allan Russell e
Joseph Hooton Taylor Jr., ambos da Universidade de Princeton. Tal descoberta
abriu novas possibilidades para estudos de ondas gravitacionais, dando a Hulse e

Taylor o prémio Nobel em Fisica de 1993.

Hulse e Taylor, utilizando a antena de Arecibo de 305m, detectaram emissoes
pulsantes na banda de rddio em um sistema binario formado por duas ENs, ambas
com massas aproximadamente iguais a 1.4Mg, orbitando seu centro de massa
comum. Estas emissoes eram de uma das estrelas, altamente magnetizada e com
rotagao de 17 vezes por segundo, possuindo assim um periodo de 59 ms (WEISBERG
J. M., 2004).

Cada estrela se move segundo as Leis de Kepler e ambas encontram-se em
posicoes opostas a uma linha que passa pelo centro de massa. Como mostrado na

Fig. 2.4, as orbitas das estrelas sao excéntricas e o maximo de afastamento entre



as estrelas se dd quando estas estdo no apoastro (4.8Rg,) € 0 minimo no peri-

astro (1.1Rg,;). O periodo orbital do sistema determinado em 1974 era de 7.75 horas.

Figura 2.4 - Orbita de um Pulsar Bindrio
Fonte: Adaptada de Weisberg et al. (1981)

Como a drbita ¢ eliptica, a velocidade radial varia entre 75km/s (apoastro) e
300km/s (periastro) e a distancia entre as estrelas também varia bastante. Desta
forma, o campo gravitacional se torna grande no periastro e pequeno no apoastro.
Este cendrio é muito bom para testar a Teoria da Relatividade de Einstein. A

Teoria da RG prediz que o sistema ird perder energia orbital através da emissao de
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ondas gravitacionais.

Em 1983, Taylor e seus colaboradores observaram que a hora de periastro
havia mudado, consequentemente, a orbita nao tinha se mantido constante desde
a descoberta. A figura 2.5 mostra o resultado de trinta anos de observagoes, onde
vemos a mudanga na época do periastro. O decaimento da drbita observado (pontos)
é comparado com a previsao feita pela RG (linha) (WEISBERG J. M., 2004).
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Figura 2.5 - Mudanca na hora do Periastro
Fonte: Figura de Weisberg e Taylor (2004)

O sistema binario vai perdendo energia e sua Orbita vai encolhendo até que
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as estrelas coalescem. Esse acontecimento pode gerar ondas gravitacionais fortes o

suficiente para serem detectadas.
2.3 Relatividade Geral e as Ondas Gravitacionais

Podemos ilustrar rapidamente a previsao tedrica da RG de ondas
gravitacionais. Vamos perturbar a métrica na equacao de campo de Einstein,
ressaltando que o processo que sera realizado na obtencao dos modos quasinormais
sera muito semelhante a este, no entanto iremos também perturbar o tensor

energia-momentum que se encontra no lado direito da equacao de campo.

Como sabemos a RG preveé a existéncia de OGs. Como as OGs sao perturbacoes
do espaco-tempo, vamos perturbar a métrica e analisar a equacao de campo de
Einstein (SCHUTZ, 1985), a qual é dada por

1 8rG
R/“, - igMVR = ?TMV' (21)

Vamos obter a solucao para campos fracos, assumindo a métrica perturbada
como a soma de uma métrica de fundo nao perturbada 7, e uma perturbacgao h,,,

assim

Juv = N + huu- (22)

Sendo h* = nHn®" h,g, temos que g" = n** — h* + O(h?). Tomando apenas

os termos em primeira ordem em h, g"” é dado por,

g =t — hH, (2.3)

Utilizando a métrica perturbada, o tensor de Ricci pode ser escrito da seguinte

forma

1 |
R'U’V = _5/'7 Ah/'“ijU - §(h7/‘“’ - hﬂ’/’/"/g - h“676]/)' (2'4)
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Definimos o calibre de Lorentz como

Y =0. (2.5)

vV

Onde 1" ¢ chamado de trago-reverso, e é definido como
T HY v 1 v, af v 1 v
h = ht — 577“ N hep = W — 577“ h. (2.6)

Utilizando este calibre, podemos reescrever o tensor de Ricci, dado pela equa-

¢ao 2.4, da seguinte forma

1
Rp,z/ = _QnoAhuv,cr)\‘ (27)

O escalar de Ricci ou escalar de curvatura, serd

1
R = —577%“. (2.8)

Substituindo 2.7 e 2.8 em 2.1 teremos

— 8tG
i p— 7(; TH (2.9)
ou ainda,
OR" = _SZFTW. (2.10)

Onde [J é o d’Alembertiano dado por

O=—-— — V- (2.11)

No vécuo, a equacao de onda se torna:
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Or™ = 0. (2.12)

2.4 O Detector de Ondas Gravitacionais Mario Schenberg

Localizado no instituto de Fisica da USP, estd o detector de ondas
gravitacionais brasileiro, Mario Schenberg. O seu nome dado em homenagem ao
fisico brasileiro Mario Schenberg, que foi pioneiro em fisica tedrica e astrofisica

moderna no Pais. Ele também foi professor do Instituto de Fisica da USP.

O detector comecgou a ser construido em 2000 e é fruto do Projeto Graviton,
projeto que conta com uma parceria entre pesquisadores do Instituto de Fisica
da USP, do Inpe, da Universidade de Leiden, do Instituto Federal de Educacgao
Tecnoldgica de Sao Paulo (IFSP), do Instituto Tecnoldgico de Aerondutica (ITA),

da Unifesp - Campus Diadema, entre outros.

As ondas gravitacionais sao captadas/detectadas pela esfera metalica (Fig.
2.6 ) de quase 1 tonelada composta por cobre e 6% de aluminio. O fato do detector
ser esférico destaca dos demais detectores, pois pode determinar a forma da onda

no espaco (polarizagao) e a diregao de onde ela vem.

A onda gravitacional passa pela esfera, fazendo esta oscilar. Essa oscilagao é
captada por sensores na superficie. Na fase atual, o detector conta com 6 sensores,
que possibilitara a determinacao nao s6 da forma da onda, mas a sua direcao de
origem. Depois de captada, o sinal mecéanico é transformado em um sinal elétrico, o

qual pode ser enviado para um computador e analizado (AGUIAR, 2004).

Um grande problema é o fato do sinal ser muito fraco, sendo necessario tomar
certos cuidados, como por exemplo, suspencao da esfera para que esta nao tenha
contato com as paredes do aparelho, evitando-se, desta forma, também que esta
perceba a vibracao sismica da Terra, isolando-a acusticamente e resfriamento-a

para minimizar o ruido térmico.

A banda de frequéncias do detector é de 100Hz em torno de 3200Hz
(AGUIAR, 2004). Embora a frequéncia do modo quasinormal fundamental
dependa da equacao de estado, acreditamos que essa esteja dentro da banda do

Schenberg, sendo assim, sera possivel observar essa frequéncia no detector brasileiro.
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Figura 2.6 - Detector Mario Schenberg.

No préximo capitulo vamos abordar o objeto astrofisico mais importante no

nosso estudo: as estrelas de néutrons.
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3 ESTRELAS DE NEUTRONS

As estrelas de néutrons sao objetos astrofisicos extremamente compactos, resultado
da evolucao de estrelas com massas entre 8Mg,; € 20Mg,;, cujo colapso gravitacional,
em seus estagios finais de evolucao, s6 para com a pressao de degenerescéncia

exercida pelos néutrons.

As estrelas de néutrons foram observadas diretamente apenas em 1967 por
Jocelyn Bell, estudante de doutorado da Universidade de Cambridge, que estava tes-
tando uma nova técnica em radioastronomia proposta por seu orientador Anthony
Hewish. Mas ja em 1932, ano em que Sir James Chadwick descobriu a existéncia
do néutron, acredita-se que Lev Landau e sua equipe especularam a existéncia de
estrelas compostas basicamente de néutrons. Jocelyn Bell fez a primeira observa-

¢ao de uma estrela de néutrons analisando os pulsos regulares de um pulsar de radio.

No entanto, uma Ana Branca tem sua contracao gravitacional contraba-
lancada pela pressao de degenerescéncia dos elétrons. Em 1934, Baade e Zwicky,
dois astrofisicos americanos, sabendo que em um corpo estelar com massa acima
do limite de Chandrasekhar essa pressao de degenerescéncia dos elétrons nao é
suficiente para parar o colapso gravitacional, sugeriram que néutrons poderiam
ser capazes de exercer uma forca capaz de parar o colapso. Em 1939, Robert
Oppenheimer e G. Volkoff desenvolveram uma teoria para substanciar a teoria de

Baade e Zwicky.

Quando a pressao de degenerescencia dos elétrons nao é suficiente para se opor
a forga gravitacional, a estrela comeca a se contrair novamente, buscando minimizar
sua energia. O processo mais conhecido que para o colapso é chamado neutroniza-
¢ao, que acontece quando o nucleo captura um elétron que transforma protons em
néutrons, este processo emite neutrinos e pode ser mostrado usando o decaimento

beta inverso

p+e =n+v.. (3.1)

Uma estrela de néutrons padrao possui um raio em torno de 10Km e uma
densidade média da ordem de 1x10'g/cm? (100 milhoes de toneladas por centimetro

cibico), com campo magnético e momento angular gigantescos. Sendo assim, uma
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estrela como o Sol, que possui um campo magnético de 1 gauss, ao se contrair até
o tamanho de uma estrela de néutrons, passaria a ter um campo magnético de

1 x 10"2gauss (1 trilhdo de Gauss) ou até mais.
3.1 Estrelas de néutrons e as ondas gravitacionais

De acordo com a teoria da relatividade geral, um objeto assimétrico em rotacao
produz ondas gravitacionais. Uma pequena assimetria de massa m na superficie de
uma estrela de massa M, raio R com uma frequéncia de rotacao f, a uma distancia

r do observador vai produzir ondas gravitacionais com uma amplitude

h o s B (3.2)
T
e frequéncia

O fator 2 na frequéncia se deve ao fato de que a assimetria aparece alternada-

mente nos dois lados do eixo de rotagao. Utilizamos unidades naturais nas equacoes,
onde c = G = Mg, = 1.

Se assumirmos a energia radiada como a conversao da energia rotacional, a ob-
servacao de ondas gravitacionais fornece uma pista para a compreensao da dinamica

da estrela.
3.2 Equacgao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

A equagao que mostraremos aqui foi derivada em 1939 por Richard Chase
Tolman, Julius Robert Oppenheimer e George Michael Volkoff, e se reverte a forma
usual da Equacao do Equilibrio Hidrostatico para um corpo esfericamente simétrico.

Para simetria esférica, o elemento de linha é dado por

ds® = e’dt? — e*dr® — r*(df* + sin® 0d¢?). (3.4)

Com isso, a métrica é
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G = diag(e”, —e*, —r?, —r%sin? 0) (3.5)

As componentes nao nulas do tensor de Ricci sao

V” A/V/ (I//>2 V/ Y
R00—|:—?—|— 1 —T—— e s (36)
V” )\/V, (1/)2 )\/
Ryy=———+——— 3.7
" 2 4 4 (3.7)
rv' rX\
Rypy=(1————"]e*-1 3.8
22 ( B 9 )6 ) ( )
R33 = R22 Sin2 0. (39)
O escalar de Ricci (ou curvatura de Riemann) é
1 1 2 20 2/ 2
R=eMV"+ NV —--(V)? -5+ - |+~ 3.10
¢ vt 2 2(1/) 72 + r r * r ( )
Para um fluido perfeito, o tensor energia-momento é dado por
Tm/ - (P + p)“uuu — P9uv- (311)

Onde p ¢ a densidade de energia total, p a pressao e u, a quadrivelocidade do

fluido.

As componentes nao nulas do tensor energia-momento no referencial comével

com o fluido sao dadas por

Too = p, T =T =T33 = —p. (3.12)

Levando as componentes nao nulas do tensor energia-momento (eq. 3.12), o

escalar de Ricci (eq. 3.10), as componentes nao nulas do tensor de Ricci (egs. 3.6 a

3.9) e a métrica (eq. 3.4) na equagao de Einstein (eq. 2.1) é possivel encontrar as

seguintes equacoes diferenciais,
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! 1 1
drp = e (i + —) - = (3.13)

Y \
+ 2 - ] , (3.14)

PUNE| 1
4rp =e (— — —) —=. (3.15)

ro 72

Utilizando a derivada da equacao 3.13 em relacao a r, e usando as equacgoes
3.13, 3.14 e 3.15 podemos chegar na equacao de TOV para o equilibrio hidrostatico,

onde

1
dr r2 (3.16)

-2 ] o 2]

B m(r) r

Além da equacao de TOV, a equacao de massa (eq. 3.17), o potencial gravi-
tacional v(r) (eq. 3.18 ) e a equagao de estado sdo necessarios para descrever uma

estrela de neutrons em equilibrio hidrostatico.

dm(r)

e dmrp. (3.17)

dv(r)
dr

dp(r)
dr

=—2(p+p) (3.18)

3.3 Estrutura Interna das Estrelas de Néutrons

Para resolver as equacgoes 3.16, 3.17 e 3.18, desenvolvemos um programa na
linguagem Fortran que implementa Runge-Kutta de 4% ordem. No entanto, é neces-
sario adotar uma equacao de estado. Adotamos uma equacao de estado politropica

com relagao pressao-densidade de energia da seguinte forma (TOOPER, 1965)

p=Kp' ", (3.19)
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onde p, é a densidade de energia dos bérions, K é a constante adiabatica
(K é uma constante de integracdo cujo valor depende do objeto em questao e é

determinada através da pressao e densidade em um dado ponto) e

p=py+mnp (3.20)

Para uma estrela de néutrons com néutrons nao-relativisticos, temos n = 1(I' =

2) e K = 100(5382m*/kg?/3s) (TOOPER, 1965).

Tendo em maos as equacoes de TOV, a equacao de estado e um método de
integracgao, a ultima coisa, a saber, é o valor da densidade no centro da EN (pressao

e massa sao dados em fungao desta).

Os programas tov_rot_z (Anexo B), tov_rot_z3 (Anexo B), tov_rot_z4
(Anexo B) fazem basicamente as mesmas coisas, mas existem distintas rotinas que
necessitam de determinados dados. Entao, tivemos que fazer algumas alteracoes
nelas e dar-lhes outros nomes. Essas rotinas inicialmente fazem uma varredura
para determinar a superficie da estrela e assim obtermos o valor do raio R. A
superficie da estrela é determinada quando a pressao se anula. Desta forma, quando
0 programa encontra uma pressao nula ou negativa, ele interrompe os célculos e
determina o raio exato da estrela. Com o valor exato de R é possivel redefinir o
passo em r e se obter a estrutura interna da EN. Como ji foi comentado, para
resolver as equacoes de TOV ¢ utilizado um método numérico, o qual esta contido
na rotina rk4dsys (Anexo B). Na rotina xpsys (Anexo B) estao escritas as equagoes

de TOV.

Perto do centro nao utilizamos o método Runge-Kutta. Com uma expansao
em séries de poténcia e com os valores iniciais de p, m, u e p obtemos a estrutura
da estrela nessa regiao. Utilizamos os ultimos valores definidos pela expansao como
valores iniciais para o método Runge Kutta, obtendo assim a estrutura interna da
estrela. Resumindo, temos que, as rotinas tov_rot primeiramente possuem um laco
que ajuda a determinar o R, com o R defini-se o passo em 7, logo apds com a
série de potencias calcula-se a estrutura interna perto do centro e com o método

Runge-Kutta o restante.
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3.4 Resultados

Para “mostrar’a estrutura interna da estrela e a veracidade do programa
geramos arquivos de dados para analisar a variacao com o raio de fatores, tais
como, pressao, massa, densidade de energia e potencial gravitacional. Na figura 3.1
temos a variacao da pressao com o raio. Sabemos que a pressao é maxima no centro
da estrela e zero na superficie, isso pode ser facilmente observado no grafico. O raio

que obtemos para a estrela de neutrons politrépica foi de 14.1km.

Na figura 3.2 temos a massa contida em um raio r, desta forma, a massa
contida em um raio r = 0 ¢é zero e a massa m(R) (massa contida em um raio r = R)

¢ a massa total da estrela (massa M), a qual foi de 1.4M.

No grafico da densidade de energia (fig. 3.3) podemos ver que ela tem seu
méximo no centro da estrela (r = 0) e zero na superficie da estrela (r = R). Também

temos para “ilustrar”o interior estelar, os gréfico do potencial gravitacional (fig. 3.4).
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Figura 3.1 - Variacao da pressao no interior estelar.
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Figura 3.2 - Gréfico m(r) vs r.

Figura 3.3 - Grafico mostrando a variacao da densidade de energia com o raio.
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Figura 3.4 - Potencial gravitacional no interior estelar.
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4 MODOS QUASINORMAIS

Quando perturbamos as equagoes de Einstein que descrevem uma estrela e o seu
espaco-tempo, somamos uma pequena perturbacao a todas as quantidades fisicas
relevantes, tais como densidade, pressao, métrica e quadrivelocidade do fluido. Desta

forma:

fO(tar79>¢) — f(t,T,9,¢) = fO(tar707¢) + 5f(tvr79a Qb), (41)

Onde,

Sfrm(t,7,0,0) = ™ f(r)Yim(0, ¢). (4.2)

As frequéncias w sao numeros complexos chamados de modos quasinormais,

onde:
W = W, + 1w;.

Temos 3 modos quasinormais distintos (para perturbacaoes polares e estrelas

de néutrons sem rotagao ou campo magnético):

- f-modes (fundamental) = possuem frequéncia proporcional a raiz quadrada

da densidade média da estrela;

- p-modes (pressao) = possuem frequéncias superiores aos modos f e sua forga

restauradora € a pressao;

- g-modes (gravidade) = a forga restauradora é a flutuacdo do campo gravi-

tacional (empuxo). Possuem frequéncias inferiores as do modo fundamental.
4.1 Modo Quasinormal Fundamental

Para estrelas compactas, sem rotacao, o modo f é o MQN polar e nao-radial
com momento angular de indice 1=2. Como sabemos, é através desse modo que

podemos determinar massa e raio da estrela compacta.
Um dos motivos para estudar especificamente o modo f é devido a sua baixa
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frequéncia (= 1 — 3kHz), desta forma, é mais facil detectd-lo do que outros modos.

4.2 Calculo dos Modos Quasinormais

Para o calculo do modo quasinormal fundamental foi necessario seguir uma
série de passos e conseqiientemente criar varios programas antes. Acima de tudo,
a primeira coisa foi definir uma equagao de estado e obter um modelo relativistico
para uma EN, para isso foi necesséario utilizar um método numérico para resolver
as equagoes de TOV (Tolman-Oppenheimer-Volkoff) que descrevem uma estrela
esfericamente simétrica em equilibrio gravitacional. Na secao 3.3 obtivemos a
estrutura interna da estrela, com isso, o proximo passo é perturbar a equacao de

Einstein para um fluido perfeito.

No modelo estelar relativistico, o tensor que descreve a métrica perturbada
(perturbagao com paridade polar) é dado por(LINDBLOM L., 1983)

ds® = —e”(1 + p HoY! e dt?* — 2iwp' H Y, e™ dtdr

+e M1 — p HoY e dr? + r2(1 — p' KY! e™')(d6? + sin 0dp?). (4.3)

A

As fungoes e’ e e* sio componentes da métrica nao perturbada, Y! sao

harménicos esféricos usuais e a dependéncia temporal é e,

A perturbagao do fluido é descrita pelo vetor £&* (deslocamento Lagrangeano),

cujas componentes sao

& =0, (4.4)
fr _ [LZT_IG_)\/QWYZ ezwt’ (4 5)
& = — T2V o,V e, (4.6)
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€ = vl (rsin0) 2V o YL et (4.7)

As funcoes de perturbacao da métrica Hy , H; e K, assim como as funcoes de
perturbacao do fluido V' e W sao fungoes dependentes apenas de r. As 5 fungoes
de perturbacao nao sao todas independentes e devem satisfazer a relagao algébrica
abaixo (THORNE K. S. E CAMPOLATTARO, 1967), a qual é uma consequéncia da
Equacao de Einstein:

1 1
AM + Q(l +2)(I—1)r+ 47rr3p] Hy = 8mrie /2 X — 5(1 +1)(M + 47r®p) — w27’3e_()‘+”)] Hy,

1
+ {E(l +2)(I = V)r —w?rPe™ —r~teM(M 4 4nrdp)(3M — r + 47rr3p)] K. (4.8)

onde,

/
1
X =W (e +p)e?V — ]%e(”_’\)/QW + §(€ + p)e’/?Hy, (4.9)

a qual é a reducao da ordem do sistema.

As perturbacoes no interior da estrela primeiramente foram obtidas em duas
regides distintas (fig. 4.1). Primeiramente calculamos as perturbagoes da superficie
da estrela até um ponto médio entre o centro e a superficie (R/2), depois do centro
até esse mesmo ponto. Posteriormente obtemos uma unica solugao em todo o interior
estelar.

4.2.1 Perturbacoes de % até a Superficie da estrela

As perturbagbes sao um conjunto de 4 equagdes diferenciais acopladas (sistema
regula de 4* ordem) (LINDBLOM L., 1985), dado por

Hy=—r"'[l+142MeMr" +4mre’ (p— p)| Hi+r e [Hy + K — 167 (p + p) V],
(4.10)
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=Ri2 =0 (Centra)

=R [Superficie)

Figura 4.1 - Divisao do interior estelar para o calculo das perturbacoes.

1 1
K' = r‘1H0+§l (I+1)rtH— [(l +1)r - 54 K =87 (p+ p) eM*r~1W, (4.11)

1
Wi=—(I+1)r "W+ re? {71p1€V/2X — 1+ 1)r 2V + ng + K] , (4.12)
/ -1 e JLf a1 Ly o 0 1 -1
X' = —-lr' X+ (p+pe AU H0+§ rwe +§l(l+1)r H,
173 1
+g (§y’ — 7"_1) K — §l(l + D)2V — 7 An(p + p)e? 4 wieM2

_%TQ(T26A/2V')'} W} | (4.13)

O programa que resolve numericamente essas equagoes é o s_m_rot (Anexo
C). O célculo comega na superficie e termina em %. Para obter as perturbacoes em

um determinado r, é necessario saber para esse dado r o valor de pressao e sua
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derivada, massa e sua derivada, densidade de energia, potencial e suas derivadas

primeira e segunda e também o valor de A e sua derivada.

Antes de implementar um método numérico e resolver as equagoes 4.10, 4.11,
4.12 e 4.13 é necessario saber as condicgoes iniciais de Hy, K, W e X, ou seja,
seus valores na superficie da estrela. Como temos 3 possiveis conjuntos de valores,

teremos 3 solugoes para as perturbagoes.

As condigbes iniciais podem ser (LINDBLOM L., 1983):

- Hi(R) K(R) W(R) X(R)
Yi(R) 1 0 0 0
Yo(R) 0 1 0 0
Y3(R) 0 0 1 0

Tabela 4.1 - Condigoes Iniciais

Queremos que a perturbagao lagrangeana da pressao se anule na superficie,
assim temos que X(R) = 0. Como uma das quatro fungoes estd fixa (fungao X(R)),

temos entao 3 solugdes linearmente independentes (Y7, Y2eY3).

Com as condigoes iniciais e com os valores obtidos com tov_rot_z4 (Anexo
B), é possivel resolver as equagdes 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13. O método utilizado
foi novamente o Runge-Kutta de 4% ordem, onde a rotina rk4sys(Anexo C) foi
adaptada e agora é a rotina rk4sys_pl e na rotina xpsys_pl (Anexo C) estao

escritas as equagoes das derivadas de Hy, K, W e X.

Para cada condicao inicial foi criado um laco e realizado o mesmo processo em

todos. Vamos chamar as solugoes de Y7, Ys e Y3, isso ira facilitar o entendimento do

P
2

em uma tunica solucao para todo o interior da estrela.

calculo das perturbacoes do centro até < e também da “juncao” das perturbacoes

Ap6s resolvermos numericamente as equacgoes 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13, geramos
um arquivo de dados com o valor das perturbagoes para 5000 valores de r (o r
variando de R/2 a R), com isso foi possivel graficd-las. Nas figuras 4.2, 4.3, 4.4 e
4.5 temos as perturbagoes referentes a solugao Y;. Para verificar a consisténcia dos

calculos numéricos, plotamos a derivada das perturbagoes, as quais sao mostradas
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no Anexo A.
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Figura 4.3 - Ki(r) vs r.
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Figura 4.4 - Wy (r) vs r.
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Figura 4.5 - X(r) vs 7.

As figuras 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9 sao referentes a solucao Y3 e as figuras 4.10, 4.11,
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4.12 e 4.13 a Y3. As derivadas das perturbagoes para essas 2 solugoes, também sao

encontradas no ANEXO A.

.35 1 1 1

1
7 8 9 10 1 12 13 14
r (km)

Figura 4.6 - Hia(r) vs 7.

4.2.2 Perturbagoes do Centro até %

15

Perto do centro nao é possivel apenas resolver as equacoes 4.10, 4.11, 4.12 e

4.13, pois o sistema ¢ singular para r = 0. Entao as perturbacoes perto do centro

sdo obtidas através de uma expansao em séries de poténcia dadas por (LINDBLOM

L., 1985),
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Figura 4.8 - Wa(r) vs r.

Hy(r) = H(0) + =r*H,”(0) + O(r*), (4.14)
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Figura 4.12 - W3(r) vs r.

W) = W(0) + %ﬁw”(()) +o@, (4.16)
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Figura 4.13 - X3(r) vs r.

X(r)=X(0) + %TQX” (0) + O(r"). (4.17)

Onde H,(0), K(0), W(0) e X(0) sao as condigoes iniciais e H;”(0), K”(0),
W?”(0) e X”(0) sao determinados resolvendo o seguinte sistema de equagoes (LIND-
BLOM L., 1985),

1

——(po + po) K7 (0) + ! {Ib + (po + p0>w2(l *3)

1
= [ 7 (0 - —1/2
ES (0)+ 3¢

4 2 2

1 —
(po + po)Qo + =w?(po + po)e Q4

1 1
= ~e 2 X(0) + 7 (P2 + p2) K(0) + 5

4

N | —

4t w? e
TP g Pep2 + 5[02 +p2 — (po + po)rale W(0), (4.18)
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1
— 21

%(z +2)K7(0) = U1+ 1 HL(0) + 47 (po + po) W7 (0)

47

= T30+ p0) K(0) + 5Q0 — 4 [ + o2t ool +po>] W(0), (4.19)

[+3

1
I(1+1) 3

%(z 1+ 3)H,(0) — K7 (0) — 87 (po + po) 3

W7 (0) = 4n [ (20 + 3)po — po] H,(0)

8

+T(p2 + pa)W(0) — 87 (po + po)@1 + %Qm (4.20)

1 1 1
5 U+2)X7(0) = (po +po)e”’? LI(Z +2)vy — 2m(po + po) — §w2€_m} w(0)

1 1 1 1X(0)
—I(1+1 0)e”/2H,” (0) = = -
L+ (po +p +0)e"H7(0) = 5 [P2+p2+2(Po+po)V2] pa—
v /2 1 1 1 2 _u 1
(Po +p0)€ 0 §I/2K<O) + Z_IQO + 50.) € OHl(O) - Zl(l + 1)V2Q1
1 72
é(l + vy — 27 (py + p2) — 3 po(po + po)

1 4dr 1 8w
+§ (V4 — ?poyg) + §wze’”° (V2 — ?po)l W(O)} (4.21)

Os coeficientes @)y e )1 sao combinacgoes de coeficientes de primeira ordem

dados por:
8T

%= g {sre X - (Gt K0)-

[%”Z(z +1)(po + 3po) — wze"“} Hl(O)} , (4.22)
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2 [X(0) .. 3 A
w/2 4 21 (0) 4
IESRET S K0+ 3

Q1 = (+DpW(O0)].  (4:23)

Nas equacoes 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21 temos pa, p4, V2, V4 € pa, seus valores sao
determinados através das equagoes abaixo (LINDBLOM L., 1983),

47
p2 = _?(Po + po)(po + 3po), (4.24)
_|_
p2 = P2 PO p07 (4.25)
YoPo
81
vy = ?(Po + 3po), (4.26)
27 21
bs = E(Po + po)(p2 + 5p2) — ?(02 + p2)(po + 3po)
3272
——5 Polpo +po)(po + 3po), (4.27)
47 6472
vy = —(p2 + 5p2) + ——polpo + 3po)- (4.28)

) 9

As equacgoes 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21 podem ser escritas de forma matricial,
onde no lado esquerdo da igualdade teremos uma matriz quadrada de ordem 4
(A4xs) multiplicando uma matriz coluna (Y”(0)) dada pelos termos H;”(0), K7 (0),
W”(0) e X7(0). No lado direito temos outra matriz quadrada de ordem 4 (Bjx4)
multiplicando uma matriz coluna (Y (0)) com os termos H;(0), K(0), W(0) e X(0).

Teremos entao,

AY”(0) = BY(0),
o que queremos descobrir sdo os termos da matriz coluna Y”(0), entdo basta
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multiplicar ambos os lados da igualdade pela inversa de A, assim

Y7 (0) = A"'BY(0).

Com isso, o lado esquerdo serd apenas a matriz Y”(0), ou seja, os termos
serao os valores de H,”(0), K7 (0), W”(0) e X”(0) que desejamos.

A matriz Y(0) conhecemos, pois é dada por H;(0), K(0), W(0) e X(0),
que sao os valores iniciais das perturbacgoes. As matrizes A e B sdo obtidas das

equacoes 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21, elas dependem de pg, p2, P4, Vo, V2, V4, Po, P2, W, L € n.

As perturbagoes perto do centro sao obtidas na rotina P_C (Anexo D).
Primeiramente foi adaptada uma rotina que resolve as equagdes de TOV (rotina
tov_rot_z3, encontrada no Anexo B), e nesta calculamos po, py, va, V4 € pa, sendo
assim foi possivel obter as matrizes A e B. Na rotina matriz (Anexo D) estao
definidos os termos das matrizes A e B logo apds serem definidos os termos de A,
essa rotina chama a rotina inversa (Anexo D) que inverte a matriz A. Logo apds é
realizado o produto da inversa de A com a matriz B. Esse produto é passado para
a rotina principal e multiplicada pela matriz Y (0) e dessa forma sdo obtidos os
valores de H,”(0), K7 (0), W”(0) e X”(0).

No entanto, temos 2 conjuntos de condigoes iniciais, correspondentes as 2 so-
lugoes linearmente independentes regulares em r=0, conseqiientemente vamos ter 2
matrizes Y (0) distintas e 2 solugoes para as perturbagoes. As condigoes iniciais sdo
(LINDBLOM L., 1985):

_ 21K (0) + 107(po + po) W (0)

1 (0) (14 1) ’

K(0) = £(po + po),
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47 wevo 1

T+ 3m) - S w0+ 50},

X0) = (o + e { |

Como vimos, o K(0) pode assumir 2 valores. Assim como anteriormente,

vamos chamar as solugoes de Y, e Y.

Resumindo, temos que o programa primeiramente chama uma rotina TOV
para obter os valores de pg, p2, pa, Yo, Vo, V4, Po, P2, W, [ € n, com esses valores sao
montadas as matrizes A e B. Posteriormente a matriz A é invertida e multiplicada
pela matriz B. Esse produto é multiplicado pela matriz coluna formada pelas con-
digdes iniciais (Y (0)) e finalmente sdo obtidos os valores de H;”(0), K”(0), W”(0)
e X”(0). Usando esses valores nas equagoes 4.14, 4.15, 4.16 e 4.17 conseguimos de-
terminar as perturbacgoes perto do centro. Determinada as perturbacoes perto do
centro, podemos utilizar o método anterior (solu¢do numérica das equagdes) e obter
as perturbacoes até R/2. A rotina c_m_rot (Anexo D) resolve as equagoes 4.10, 4.11,

4.12 e 4.13 do ponto onde a expansao parou até R/2.

Para mostrar a variagao das perturbacgoes nessa regiao do interior estelar, o
programa gera um arquivo de dados com os valores das perturbacoes para 5000
valores de r, contidos desde o centro até R/2. A solugao Yy é mostrada nas figuras
4.14, 4.15, 4.16 e 4.17. As figuras 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21 sao referentes a solucao Ys.

4.2.3 Perturbacoes do Centro até a Superficie

Como vimos, do centro até R/2 temos 2 solugdes e da superficie até R/2

temos 3 solugoes. No entanto as perturbagoes devem ser continuas em todo r, desta
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Y (r) = asYs(r) + a5 Ys5(r) para R/2>1>0
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Figura 4.21 - X5(r) vs r.

No entanto em R/2 a solu¢do deve ser a mesma, ou seja
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aVi(R/2) + axYa(R/2) + asYa(R/2) = asYa(R/2) + asYs(R/2)

Determinando as constantes aq, as, as, a4 € as, foi possivel escrever apenas um
conjunto de perturbacoes dentro de toda a estrela. Lembrando que Y ¢ uma matriz

coluna com 4 linhas, dadas por Hy, K, W e X, desta forma vamos ter um conjunto
de 4 equacoes, definidas por

alHu(R/Q) + angg(R/Q) + angg(R/Q) = a4H14(R/2) + CL5H15(R/2)
alKl(R/Q) + GQKQ(R/Q) + (I3K3(R/2) = CL4K4(R/2) + CL5K5(R/2)
CL1W1(R/2) + CLQWQ(R/Z) + CL3W3(R/2) = CL4W4(R/2) + (I5W5(R/2)

ale(R/2) + (IQXQ(R/2) + CL3X3(R/2) = a4X4(R/2) + (I5X5(R/2)

No entanto queremos determinar 5 incégnitas (ay, as, ag, aseas). Para conseguir

resolver o sistema, tomamos a; = 1 (podemos fazer isso popis a amplitude total é
arbitraria), conseqiientemente

CL1H11<R/2) —+ CL2H12(R/2> + CL3H13(R/2) = CL4H14(R/2) + H15(R/2)
a1 K\ (R/2) + asKo(R/2) + a3 K3(R/2) = ayKy(R/2) + K5(R/2)
(11W1(R/2> + a2W2<R/2) + CL3W3(R/2) = CL4W4(R/2) + W5(R/2)

CL1X1<R/2) + CLQXQ(R/Q) + (I3X3(R/2) = CL4X4<R/2) + X5(R/2)

Aqui também podemos escrever estas equacoes de forma matricial

Hi(R/2) Hi2(R/2) Hi3(R/2) Hu(R/2) a; His(R/2)
Ki(R/2) Ks(R/2) K;3(R/2) Ku(R/2) a | | Ks(R/2)
Wi(R/2) Wa(R/2) Ws(R/2) Wi(R/2) as | | Ws(R/2)
X1(R/2)  Xa(R/2) X3(R/2) Xu(R/2) ay X5(R/2)
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Para determinar as constantes aq, as, as e ay vamos fazer igual a anteriormente:
inverter a matriz 4 x 4 da esquerda e multiplicar pela matriz da direita. Calculadas

as constantes, as perturbacgoes ficam dadas por,

H\(r) = a1 H11 (1) + aaHy2(r) + asHi3(r) (4.29)
K(r) = a1 Ky (r) + ax Ko (r) + asKs(r) (4.30)
W(r) = aiWi(r) + asWal(r) + asWa(r) (4.31)
X(r) = a1 X1(r) + aa Xo(r) + asXs(r) (4.32)

para R>r>R/2 e

Hi(r) = ayHyu(r) + His(r) (4.33)
K(r) = aaKa(r) + Ks(r) (4.34)
W(r) = asWa(r) + Ws(r)r (4.35)
X(r) = aaXa(r) + X5(r) (4.36)

para R/2>r>0

O célculo das constantes, assim como das perturbacoes sao realizadas na

rotina constantes_rot (Anexo E).

Com os dados obtidos das solucoes Y] a Y5 e as equagoes 4.29 a 4.36 foi possivel
obter uma tnica solucao em todo o interior da estrela. Essas solugoes sao mostradas
nas figuras 4.22, 4.23, 4.24 e 4.25.

46



0.003

0.0025

0.002

0.0015

0.001

0.0005 : : : ! ! . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16
r (km)
Figura 4.22 - Hi(r) vs r.
-()‘(XX)S I T T T T T I
-0.001 b
-0.0015 -
-0.002 b
-0.0025 a
_()‘(X)B 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16
r (km)

Figura 4.23 - K(r) vs r.

47



0.7 T T T T T T T

0.65

0.6

0.55

0.5

0.45

04

0.35

16

r (km)

Figura 4.24 - W (r) vs r.

0.0000007

0.0000006

0.0000005

0.0000004

0.0000003

0.0000002

0.0000001

0.0000000

r (km)

Figura 4.25 - X (r) vs r.

4.2.4 Equagao de Zerilli

Fora da estrela é mais facil trabalhar com a equagao de Zerilli do que trabalhar
com as perturbacoes. A equagao de Zeril}iigé dada por (LINDBLOM L., 1983),



d*Z
dt*Z

= [Vz(r¥) —w?Z, (4.37)

onde 7% é a coordenada tartaruga e Vz(r*) é o potencial efetivo definido como

1—2M/r
Vy(r¥) = m[mﬂ(n + )73 + 6n>Mr* + 18nM?r + 18M?],  (4.38)

onde,

n— %(z — 1) +2).

No entanto, para resolver a equagao de Zerilli (rotina zerilli_rot - Anexo
F), é necessario o valor de Z e sua derivada na superficie da estrela. E através
da equacao 4.39 que a fungao de zerilli (e sua derivada) se relacionam com Hy(R)
e K(R) (perturbagoes da métrica). Tomando r = R na equagao 4.39, é possivel
determinar as condigoes iniciais para resolver a equacao de Zerilli (LINDBLOM L.,
1983)

< 0 1 )(Ho(r)):<g(r) 1 )( Z(r+) ) (439
a(r) b(r) K(r) h(r) k(r) dZ (rx)/drx

onde,

(r) = (nr +3M)
“r= w22 — (n+1)M/r’

nr —w?rt + M(r — 3M)

R ¥ [y Ve
~ m(n+1)r* + 3nMr + 6M?
9(r) = r2(nr + 3M) ’
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—nr? 4+ 3nMr + 3M?
(r—2M)(nr+3M) "’

Para determinar as condigoes iniciais para a equacao de Zerilli, basta inverter,
na equacao 4.39, a matriz 2x2 da direita e multiplicar pelo produto das duas matrizes
da esquerda. Hy(R) e K(R) sao obtidos através da rotina constantes_rot. Com os
valores das condicgoes iniciais, basta aplicar um método numérico e resolver a equagao
4.37. A funcdo de Zerilli é obtida desde a superficie (r = R) até um r = 25w~ . No
entanto, essa equacgao estd variando com 7% e nao com r. A correspondéncia entre

r* e r é feita através de uma equacgao transcendental dada por

rx =1+ 2M log(r/2M — 1).

Para obter o r correspondente a um dado r*, utilizamos uma rotina do Nume-
rical Recipes que resolve equagoes transcendentais. A rotina que faz isso é a rtsafe
(Anexo F) (rtsafe calcula a raiz de uma euqgao dado um chute inicial, usando um
método de Zenon-Raplison) e para essa rodar precisa da funcd (Anexo F), onde se

encontra a equacao transcendental.

As figuras 4.26 e 4.27 mostram a funcao de Zerilli e sua derivada em fungao
de r e r+. Como podemos ver na figura 4.29, r* varia linearmente com r (para rml),
com isso fica explicado o fato de Z(rx) em func@o de r* estar apenas deslocada em
relacdo a mesma em funcao de r. Na figura 4.28 temos o potencial efetivo, onde
podemos observar que o mesmo é maximo na superficie da estrela e vai a zero para

r — 0Q.

20



0.0005

-0.0005

-0.001

-0.0015

-0.002

Z(r*)

-0.0025

-0.003

-0.0035

-0.004

Z(r*)yxr  +
+ . Z(r*)xlr* X

0 100 200 300 400 500 600

-0.0045

Figura 4.26 - Z(r*) vs 1 e Z(r*) vs rx.

4.2.5 Frequéncia do Modo Quasinormal Fundamental

Existem duas solugoes linearmente independentes para a equagao de Zerilli (eq.
4.37), as quais podem ser obtidas pelas seguintes séries de poténcias (para r — oo,
série assintética) (LINDBLOM L., 1983):

Z_(r*) = e Z ar, (4.40)
=0

Zi(rx) = €™ ar. (4.41)
=0

Onde Z_ representa ondas gravitacionais saindo no infinito e Z, representa

ondas entrando do infinito.

Expandindo as equagoes 4.40 e 4.41 até j = 2 temos,
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Z_(r*) = e ™ (ag +ogr t + agr? + Z Ozjr_j),
=3
o

Z+<7’>I<) = ei“”*(ao + &1771 + 527’72 —+ Zajr*j).

Jj=3

Desconsideramos termos com j > 3, pois teremos terms O(1/r?), assim

Z_(rx) = e (g + onr ™+ agr?), (4.42)

Zy(r*) = e“™(ap +ar ! 4+ apr?). (4.43)

As constantes a; e as sao dadas em fungao de oy pelas seguintes relagoes
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o = —i(n+ Dw ay, (4.44)

ay = —%wQ[n(n +1)— ;z'Mw(l +2/n)]ay. (4.45)

Para obter a; e ay basta tomar o complexo conjugado das equacoes 4.44 e
4.45, desta forma

a; =i(n+ 1w 'a, (4.46)

ay = —%w‘Q[n(n +1) + gz’Mw(l +2/n)]p. (4.47)

Usando a férmula de Euler (e = cos(z) + isin(x)) e as equagoes 4.44, 4.45,
4.46 e 4.47, Z_ e Z, serao dados por:
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Figura 4.29 - r * (r) vs r.

Z_(rx) = g cos(wr*)(Zy + i2s) + agsin(wrx)(Zy — 124), (4.48)

Z (r*) = @ cos(wr*)(Zy — iZ3) + ag sin(wrk)(Zy + i 2,). (4.49)

Se w é real, temos Z_ = Z,. Os coeficientes Z; e Z5 sao definidos por,

n(n+1)
Zy=1-2012
! 2w?r?

3 M n+1

Ty =" (142/n)— .

2 4wr2< +2/n) rw

Uma solugao arbitraria da equagao de Zerilli (eq. 4.50) é dada pela combinagao

linear de Z_ e Z,..
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Z(rx) = B(w)Z_(r«) + y(w)Zy(r*). (4.50)

Porém, para determinar 5 e v necessitamos de 2 equacoes, com isso derivamos
Z_ e Z, para obter a segunda equacao, assim
dZ (rx)

dZ_(r+) dZ, (rx)

Tare P g (4.51)
As derivadas CfizT; e Cfi: sa0:
dZ_(rx) : : ,
e 0 cos(wr#)(Zy + 123) + ag sin(wrx*)(Zs — iZy) e (4.52)
r
A
d c:lrr(:*> = g cos(wr*)(Zy — iZ3) + @ sin(wrx)(Z3 + iZ,). (4.53)
Onde,

n(n+1) [3 M n+1 oM\
Zy= - |2 (142/n)— 1 -
’ 2wr? {20)7“3( +2/n) wr? ]( +r—2M) “ ¢

1 oM \ ! M 1
Z4:n(n+)<1 ) 3 n+

——(1+2 — .
+7“—2M + (1+2/n)

w?rs 4 r2 r

Escrevendo na forma matricial o sistema formado pelas equagoes 4.50 e 4.51,

Z(r= Z_(rx) Z,(rx B(w
( %1;*)) ) - ( dZdi(*T*)) dZ;E(:*)) ) ( ,)/Ewg ) (4‘54>

Para determinar 5 e 7 (matriz coluna da direita da igualdade), temos que

temos

inverter a matriz 2x2 da direita e multiplicar pela matriz coluna da esquerda. Mas
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primeiro é necessario determinar os termos dessas duas matrizes. Utilizamos os

valores de Z e 9Z em r* (r) = r = (r = 25w™") que foram obtidos no programa
%

zerili_rot (Anexo F) e os valores de Z_, Z, e suas derivadas foram calculadas

utilizando o mesmo 7. Os ntmeros complexos [ e 7 sao calculados na rotina

zerili2_rot (Anexo F), a qual posteriormente é utilizada para determinar a

frequéncia e o tempo de decaimento do modo quasinormal fundamental.

Utilizamos inicialmente a frequéncia Newtoniana para um modo fundamental,

onde

om0 (20) (459

Logo apés definimos 3 valores para a frequéncia w:

Wy = 0.9&)]\[
wp = WN

we = 1.1lwy

Logo apés, calculamos os coeficientes v para cada um dos 3 omegas. Os modos
quasinormais correspondem a OGs que somente “saem’no infinito, ou seja, v = 0.
Com os 3 gamas, ajustamos um polinémio de 2° grau em ~(w) e calculamos as raizes
w, e w_ (complexas), posteriormente escolhemos a raiz adequada para ser a préxima
estimativa. Utilizamos a parte real da raiz selecionada e substituimos em um dos
omegas (A, B ou C) e repetimos o procedimento até a frequéncia ser determinada

com a precisao desejada.

Através do programa Zerilli4 (Anexo F), conseguimos calcular a frequéncia
complexa w = 27 f + /7 para o modo quasinormal fundamental. Onde o f obtido
foi de 1.5795kH z e o tempo de decaimento 7 de 0.2987 s.
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5 Conclusoes

Infelizmente, no decorrer do trabalho tivemos que mudar de estratégia vérias
vezes, assim como limitar/diminuir os contetidos a serem abordados. Isso aconteceu
devido a complexidade do assunto. Para obter (calcular) os modos é necessario
muito conhecimento cientifico sobre o assunto, assim como ter grande facilidade em
programagao, para ser possivel resolver as equagcoes diferenciais acopladas através

de algum método numérico.

Antes de mais nada, para calcular os modos quasinormais foi necessario obter
a estrutura interna de uma ENs esfericamente simétrica em equilibrio hidrostatico.
Resolvemos as equagoes de TOV para uma equagao de estado politrépica (se¢ao
3.3). Os resultados obtidos (secao 3.4) foram satisfatérios e aceitdveis de acordo
com ENs padroes. Para a equacao de estado politrépica obtivemos uma estrela de

neutrons estavel com raio de 14.1km e massa de 1.4M,.

Obtivemos um cédigo em fortran funcionando perfeitamente, desta forma, e
calculamos o modo quasinormal fundamental para estrela de neutrons politropica.
Utilizando este cédigo ¢é possivel calcular os modos quasinormais para outros
modelos, basta alterar a equacao de estado e resolver as equacoes de TOV, obtendo

assim uma nova estrutura estelar, da qual serao extraidos os modos quasinormais.

A frequéncia complexa w = 2x f + i/7 para o modo quasinormal fundamental
de uma estrela de neutrons, possui tipicamente f = (1.5 —3)kHz e 7 = (0.1 —0.5)s.
Os valores que obtivemos sao f = 1.5795kHz e 7 = 0.2987s. Dessa forma, pode-
mos constatar que os resultados obtidos para uma equacao de estado simplificada
(equagao politrépica) sao fisicamente corretos, mostrando o quao robusto é o mé-
todo que utilizamos. Além da frequéncia do modo f ser um valor satisfatorio, também

obtivemos a forma da onda (fungao radial), que mostramos no gréfico da figura 4.26.

Utilizando o cédigo, é possivel fazer uma série de investigagoes, como variar
a densidade central (mantendo K e n fixos) ou, entdo, variar K e/ou n e obter os
modos para outras equagoes de estado politropicas. Também é possivel fazer uma
adaptacao para equacoes de estado realistas, e com problema inverso comparar M

e R para diferentes fits.

Para uma sequéncia de estrelas com nossa equacao de estado politropica e
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aumentando a densidade central, foi possivel fazer um fit (eq 5.1) para a frequéncia
f e o tempo de decaimento 7 em funcao da massa e raio da estrela. Dessa forma,

sabendo (observando/determinando) f e 7, podemos inferir a massa e raio da ENs.

| M 1 M3 M
f=17.36x 102+ 55.80 ¢ - {9.91 x 1072 —0.33 (E)] . (5.1)
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ANEXO A - DERIVADAS DAS PERTURBACOES

Hi(r)vsr Ki(r) vsr

Wi(r) vsr Xi{(r)vsr

Figura A.1 - Gréficos das derivadas das perturbacdes referentes a solucao Y7.
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Hiy(r) vsr Ki(r) vsr

Wi(r) vsr Xi(r) vsr

Figura A.2 - Gréficos das derivadas das perturbacoes referentes a solugao Yo.
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His(r)vsr Ki(r) vsr

Wi(r) vsr Xi(r)vsr

Figura A.3 - Gréaficos das derivadas das perturbagoes referentes a solucao Ys.
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Hi,(r)vsr K)(r) vsr

Wi(r) vsr Xi(r)yvsr

Figura A.4 - Gréficos das derivadas das perturbacoes referentes a solucao Yj.
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Hi (r)vsr Ki(r) vsr

Wi(r) vsr XL(r)vsr

Figura A.5 - Gréaficos das derivadas das perturbagoes referentes a solugao Ys.
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ANEXO B - ESTRUTURA INTERNA DE UMA ESTRELA DE NEU-
TRONS

Rotina tov_rot_z

subroutine tov_rot_z(nn,K,rhob0,1,omega,nsteps)

implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

integer, parameter :: n = 2, ns=2

integer :: i, j, nsteps

real (kind= dp) :: rv(O:nsteps), pv(O:nsteps), mv(0O:nsteps), rhov(0:nsteps), pvl(0O:nsteps), lamb(0:nsteps)
real(kind= dp) :: ni(O:nsteps), nil(O:nsteps), nill(0:nsteps), lambl(O:nsteps)
real(kind= dp), parameter :: a = 0.0, b =20.0

real(kind= dp) :: d, e, f, rhobO, rhob, r, rho, h, RR1, hh, m_linha, MM, pi
real(kind= dp) :: 1, pi, K, nn, Rg, prg, RR, prg_linha, delta_ni, niO, pO
real(kind= dp) :: nil, ni2, ni3, ni4, nib5, p2, ni22, rho2, p4, ni44, omega
real(kind= dp) :: rmin

real(kind= dp) :: x(0:n)

pi=4.0d0*atan(1.0d0)
rhob=rhob0

d=0.0d0

e=K* (rhob) ** (1.0d0+1.0d0/nn)
£=0.040

h = (b - a)/nsteps

r=0.0d0

j=nsteps-1

rho=rhob+nn*e

'Expansao em serie para TOV

p2=-(4.0d0*pi/3.0d0) *(rho+e)* (rho+3.0d0*e)

rho2=p2+* (rho+e)/((1.0d0+1.0d0/nn) *e)

ni22=(8.0d0*pi/3.0d0)* (rho+3.0d0*e)

p4=-(2.0d0*pi/5.0d0) * (rho+e) * (rho2+5.0d0*p2) - (2.0d0*pi/3.0d0) * (rho2+p2) * (rho+3.0d0*e) -
((32.0d0%pi**2)/9.0d0) *rho* (rho+e) * (rho+3.0d0*e)

ni44=(4.0d0*pi/5.0d0)* (rho2+5.0d0*p2)+((64.0d0*pi**2)/9.0d0) *rho* (rho+3.0d0*e)

do i=0, ns-1
r=(i)*h

rv(i)=r

pv(i) = e + p2*(r**2)/2.0d0 + pd*(r**4)/4.0d0

rhov(i) = rho + rho2*(r**2)/2.0d0

mv(i) = 4.0d0*pi*rho*(r**3)/3.0d0 + 2.0d0*pi*rho2*(r**5)/5.0d0
ni(i) = £ + ni22*r**2/2.0d0 + nid4x*r**4/4.0d0

nil(i) = ni22+%r + nidd*r**3
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nill(i) = ni22 + 3.0d0*nid4*r*x*2

pvl(i) = p2*r + pd*r**3

lamb(i)=-1log(1.0d0 - (8.0d0/3.0d0)*pi*rho*(r**2) - (4.0d0/5.0d0)*pi*rho2* (r**4))

lambl(i)=(16.0d0*pi*rho*r/3.0d0+16.0d0*pi*rho2*r**3/5.0d0)/(1.0d0-(8.0d0/3.0d0) *pi*rho* (r**2)-
(4.0d0/5.0d0) *pi*rho2x (r**4))

! print *, i, rv(i), nill(i)
end do

print *, "loop 1: end of series expansion for TOV at r = ",r

!1a Integracao numerica para TOV
x = (/mv(ns-1), pv(ns-1), ni(ns-1)/)

do i=ns, j
r=r+h
call rké4sys(n,h,x,r,K,nn)
if (x(1)<=0.0d0) then
print *, "found surface"
go to 50
end if
rhob = (x(1)/K)**(nn/(nn+1.0d0))
rho=rhob+nn*x (1)
pl=x(1)*5.54d5
prg=x(1)
prg_linha=-((1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pix(r**3)*x(1))*(rho + x(1)))/(1.0d0-2.0d0*x(0)/r)
end do

50 continue

Rg=r-h
RR=Rg- (nn+1.0d0) * (prg/prg_linha)

print *, "R = ", RR

delta_ni=log(1.0d0-2.0d0*x(0)/RR)-x(2)
rhob=rhob0

d=0.0d0

e=K* (rhob)**(1.0+1.0/nn)

f=delta_ni

rho=rhob+nn*e

rmin=1.0d-6*RR

hh=(RR-rmin)/(nsteps-1)

j=nsteps-1

[ N
! 20. loop para TOV
! Recalculando a expansao em série com novo passo

! Comegando em rmin = le-6%*RR
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do i=0, ns-1
r=rmin+ixhh

rv(i)=r

pv(i) = e + p2*x(r**2)/2.0d0 + pd*(r**4)/4.0d0

rhov(i) = rho + rho2*(r*x2)/2.0d0

mv(i) = 4.0d0*pi*rho*(r**3)/3.0d0 + 2.0d0*pixrho2*(r**5)/5.0d0

ni(i) = f + ni22%r*%2/2.0 + nid4xr**4/4.0d0

nil(i) = ni22%r + nidd*r*x3

nill(i) = ni22 + 3.0d0*nid4*r**2

pvl(i) = p2*r + pd*r**3

lamb(i)=-1log(1.0d0 - (8.0d0/3.0d0)*pi*rho*(r**2) - (4.0d0/5.0d0)*pi*rho2* (r**4))

lambl(i)=(16.0d0*pi*rho*r/3.0d0+16.0d0*pi*rho2*r**3/5.0d0)/(1.0d0-(8.0d0/3.0d0) *pi*rhox (r**2)-
(4.0d0/5.0d0) *pi*rho2x (r**4))

print *, "loop2: end of series expansion for TOV at r = ",r

x = (/mv(ns-1), pv(ns-1), ni(ns-1)/)

do i=ns-1, j
r =rmin+ixhh
rhob = (x(1)/K)**(nn/(nn+1.0))
rho=rhob+nn*x (1)
rv(i)=r
mv (i)=x(0)
pv(i)=x(1)
rhov(i)=rho
m_linha=4.0d0*pi* (r**2)*rho
ni(i)=x(2)
pvl(i)=-((1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pi*(r**3)*x(1))*(rho + x(1)))/(1.0d40-2.0d0*x(0)/r)
nil(i)=2.0d0*(1.0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pi* (r**3)*x(1))/(1.0d0-2.0d0*x(0)/r)
nil=2.0d0/r**2
ni2=1.0d0-2.0d0*x(0)/r
ni3=x(0)+4.0d0*pix (r**3)*x(1)
ni4=(m_linha+4.0*pik*r**2* (r*pvl(i)+3.0d0*x(1)))/ni2
ni5=-2.0d0*m_linha/r+nil*x(0)
nill(i)=nil*ni4-(2.0d0*nil/r)*ni3/ni2-nil*ni3*nib5/ni2**2
lamb(i)=-log(ni2)
lambl(i)=-ni5/ni2

call rk4sys(n,hh,x,r,K,nn)
end do
print *, "final grid point at ",rv(j)

MM=mv (nsteps-1)
omega=sqrt (2.0d0*1%(1-1.0d0)/(2.0d0*1+1.0d0) ) *sqrt (MM/RR**3)

end subroutine tov_rot_z
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Rotina tov_rot_z3

subroutine tov_rot_z3(nn,K,rhob0,hh,p0,p2,p4,ni0,ni22,ni44,rho2,mv,pv,rhov,pvl,ni,nil,nill,lamb,lambl,nsteps,ns,rmin)
implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

integer, parameter :: n = 2

integer :: i, j, nsteps, ns

real(kind= dp) :: rv(O:nsteps), pv(O:nsteps), mv(0O:nsteps), rhov(0:nsteps), pvl(O:nsteps), lamb(0:nsteps)
real(kind= dp) :: ni(O:nsteps), nil(O:nsteps), nill(0:nsteps), lambl(O:nsteps)

real(kind= dp), parameter :: a = 0.0d0, b =20.0d40

real(kind= dp) :: d, e, f, rhobO, rhob, r, rho, h, RR1, hh, m_linha, MM, pi

real(kind= dp) :: pi, K, nn, Rg, prg, RR, prg_linha, delta_ni, niO, pO

real(kind= dp) :: nil, ni2, ni3, ni4, nib, p2, ni22, rho2, p4, ni44d

real(kind= dp) :: rmin

real(kind= dp) :: x(0:n)

open(10,file="Test.dat")
open(14,file="RaioMassa.dat")
open(16,file="RaioPressao.dat")
open(18,file="RaioDensidade.dat")
open(11l,file="RaioNi.dat")
open(13,file="RaioNiLinha.dat")
open(15,file="RaioNi2Linhas.dat")
open(17,file="RaiolLambda.dat")
open(19,file="RaiolLambdalinha.dat")

open(12,file="RaioPressaoLinha.dat")

pi=4.0dO*atan(1.0d0)

rhob=rhob0

d=0.0d0

e=K#* (rhob) **(1.0+1.0/nn)
£=0.0

h = (b - a)/nsteps
r=0.0d0

j=nsteps-1

rho=rhob+nnx*e

'Expansao em serie para TOV

p2=-(4.0d0*pi/3.0d0) * (rho+e) * (rho+3.0d0x*e)

rho2=p2+* (rho+e)/((1.0d0+1.0d0/nn)*e)

ni22=(8.0d0*pi/3.0d0)* (rho+3.0d0*e)

p4d=-(2.0d0%pi/5.0d0) * (rho+e) * (rho2+5 . 0d0*p2) - (2. 0d0%pi/3.0d0) * (rho2+p2) * (rho+3.0d0*e) -
((32.0d0*pi**2)/9.0d0) *rho* (rho+e) * (rho+3.0d0*e)

ni44=(4.0d0*pi/5.0d0)* (rho2+5.0d0*p2)+((64.0d0*pi**2)/9.0d0) *rho* (rho+3.0d0*e)

do i=0, ns-1
r=(i)*h

rv(i)=r
pv(i) = e + p2*x(r**2)/2.0d0 + pd*(r**4)/4.0d0

rhov(i) = rho + rho2*(r*x2)/2.0d0
mv(i) = 4.0d0*pi*rho*(r**3)/3.0d0 + 2.0d0*pi*rho2*(r**5)/5.0d0
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ni(i) = £ + ni22%r*x2/2.0d0 + nidd*rx*4/4.0d0

nil(i) = ni22+%r + nidd*r*x3

nill(i) = ni22 + 3.0d0*nid4*r**2

pvl(i) = p2*r + pa*xr**3

lamb(i)=-1log(1.0d0 - (8.0d0/3.0d0)*pi*rho*(r**2) - (4.0d0/5.0d0)*pi*rho2* (r**4))

lambl(i)=(16.0d0*pi*rho*r/3.0d0+16.0d0*pi*rho2*r**3/5.0d0)/(1.0d0-(8.0d0/3.0d0) *pi*rho* (r**2)-
(4.0d0/5.0d0) *pi*rho2* (r**4))

end do

print *, "loop 1: end of series expansion for TOV at r = ",r

!1a Integracao numerica para TOV

x = (/mv(ns-1), pv(ns-1), ni(ns-1)/)

do i=ns, j
r=r+h
call rké4sys(n,h,x,r,K,nn)
if (x(1)<=0.0d0) then
print *, "found surface"
go to 50
end if
rhob = (x(1)/K)**(nn/(nn+1.0d0))
rho=rhob+nn*x (1)
pl=x(1)*5.54d5
prg=x(1)
prg_linha=-((1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pix(r**3)*x(1))*(rho + x(1)))/(1.0d0-2.0d0*x(0)/r)
write(10,fmt=’(4(e12.5,1x))°’) r, x(0), x(1), rho
end do

50 continue

Rg=r-h
RR=Rg- (nn+1.0d0) * (prg/prg_linha)

print *, "R = ", RR

RR1=RR*1.4767d0

delta_ni=log(1.0d0-2.0d0*x(0)/RR)-x(2)
rhob=rhob0

d=0.0d0

e=K* (rhob) **(1.0d0+1.0d0/nn)
f=delta_ni

rho=rhob+nn*e

rmin=1.0d-6*RR

hh=(RR-rmin) /(nsteps-1)

print *, "hh = ", hh
print *, "(nsteps-1)*hh = ", (nsteps-1)*hh
j=nsteps-1
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20. loop para TOV
Recalculando a expansao em série com novo passo

Comegando em rmin = le-6*RR

do i=0, ns-1

r=rmin+ixhh

rv(i)=r

pv(i) = e + p2%(r**2)/2.0d0 + pd*(r*+*4)/4.0d0

rhov(i) = rho + rho2*(r**2)/2.0d0

mv(i) = 4.0d0*pi*rho*(r**3)/3.0d0 + 2.0d0*pi*rho2#(r**5)/5.0d0

ni(i) = £ + ni22%r*x2/2.0d0 + nidd*rx*4/4.0d0

nil(i) = ni22#r + nidd*r*x3

nill(i) = ni22 + 3.0d0*nidd*r*x*2

pvl(i) = p2*r + pd*r**3

lamb(i)=-1log(1.0d0 - (8.0d0/3.0d0)*pi*rho*(r**2) - (4.0d0/5.0d0)*pi*rho2* (r**4))

lambl (i)=(16.0d0*pi*rho*r/3.0d0+16.0d0*pi*rho2*r**3/5.0d0)/(1.0d0-(8.0d0/3.0d0) *pi*rho* (r**2)-

(4.0d40/5.0d0) *pi*rho2* (r**4))

end do
print *, "loop2: end of series expansion for TOV at r = ",r
x = (/mv(ns-1), pv(ns-1), ni(ns-1)/)

do i=ns-1, j

r =rmin+ixhh

rhob = (x(1)/K)**(nn/(nn+1.0d0))

rho=rhob+nn*x (1)

rv(i)=r

mv (i)=x(0)

pv(i)=x(1)

rhov(i)=rho

m_linha=4.0d0*pi* (r**2)*rho

ni(i)=x(2)

pvl(i)=-((1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pi*(r**3)*x(1))*(rho + x(1)))/(1.0d40-2.0d0*x(0)/r)
nil(i)=2.0d0*(1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pi*(r**3)*x(1))/(1.0d0-2.0d0*x(0)/r)
nil=2.0d0/r**2

ni2=1.0d0-2.0d0*x(0)/r

ni3=x(0)+4.0d0*pi* (r**3)*x (1)

ni4=(m_linha+4.0d0*pi*r**2* (r*pvl(i)+3.0d0*x(1)))/ni2
ni5=-2.0d0*m_linha/r+nil*x(0)
nill(i)=nil*ni4-(2.0%nil/r)*ni3/ni2-nil*ni3*nib/ni2**2

lamb(i)=-log(ni2)

lambl(i)=-ni5/ni2

call rk4sys(n,hh,x,r,K,nn)

end do

MM=mv (nsteps-1)
pO=pv(0)
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ni0=ni(0)
print *, "final grid point at ",rv(j)

do i=0, j
write(14,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), mv(i)
write(16,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), pv(i)
write(18,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), rhov(i)
write(11,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), ni(i)
write(13,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), nil(i)
write(15,fmt="(2(e12.5,1x))’) rv(i), nill(i)
write(17,fmt="(2(el12.5,1x))’) rv(i), lamb(i)
write(19,fmt="(2(e12.5,1x))’) rv(i), lambl(i)
write(12,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), pvl(i)

end do

close(10)
close(14)
close(16)
close(18)
close(11)
close(13)
close(15)
close(17)
close(19)

end subroutine tov_rot_z3

Rotina tov_rot_z4

subroutine tov_rot_z4(an,K,rhob0,hh,mv,pv,rhov,pvl,ni,nil,nill,lamb,lambl,nsteps,ns,RR)
implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

integer, parameter :: n = 2

integer :: i, j, nsteps, ns

real(kind= dp) :: rv(O:nsteps), pv(0O:nsteps), mv(0O:nsteps), rhov(0O:nsteps), pvl(0:nsteps), lamb(0:nsteps)
real(kind= dp) :: ni(O:nsteps), nil(O:nsteps), nill(0:nsteps), lambl(O:nsteps)
real(kind= dp), parameter :: a = 0.0d0, b =20.0d0

real(kind= dp) :: d, e, f, rhobO, rhob, r, rho, h, RR1, hh, m_linha, MM, pi

real(kind= dp) :: pi, K, nn, Rg, prg, RR, prg_linha, delta_ni, niO, pO

real(kind= dp) :: nil, ni2, ni3, ni4, nib, p2, ni22, rho2, p4, ni44d

real(kind= dp) :: rmin

real(kind= dp) :: x(0:n)

open(10,file="Test.dat")
open(14,file="RaioMassa.dat")
open(16,file="RaioPressao.dat")
open(18,file="RaioDensidade.dat")
open(11l,file="RaioNi.dat")
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open(13,file="RaioNiLinha.dat")
open(15,file="RaioNi2Linhas.dat")
open(17,file="RaioLambda.dat")
open(19,file="RaiolLambdalinha.dat")

open(12,file="RaioPressaolLinha.dat")

pi=4.0d0*atan(1.0d0)

rhob=rhob0

d=0.0d0

e=K* (rhob) **(1.0d0+1.0d0/nn)
£=0.0d0

h = (b - a)/nsteps

r=0.0

j=nsteps-1

rho=rhob+nnx*e

!Expansao em serie para TOV

p2=-(4.0d0*pi/3.0d0) * (rho+e) * (rho+3.0d0*e)

rho2=p2* (rho+e)/((1.0d40+1.0d0/nn) *e)

ni22=(8.0d0*pi/3.0d0)* (rho+3.0d0*e)

p4=-(2.0d0*pi/5.0d0) * (rho+e) * (rho2+5.0d0*p2) - (2.0d0*pi/3.0d0) * (rho2+p2) * (rho+3.0d0*e) -
((32.0d0*pi**2)/9.0d0) *rho* (rho+e) * (rho+3.0d0*e)

ni44=(4.0d0*pi/5.0d0)* (rho2+5.0d0*p2)+((64.0d0*pi**2)/9.0d0) *rho* (rho+3.0d0*e)

do i=0, ns-1
r=(i)*h

rv(i)=r

pv(i) = e + p2*x(r**2)/2.0d0 + pd*(r**4)/4.0d0

rhov(i) = rho + rho2*(r*x2)/2.0d40

mv(i) = 4.0d0*pi*rho*(r**3)/3.0d0 + 2.0d0*pi*rho2x(r**5)/5.0d0

ni(i) = £ + ni22*r**x2/2.0d0 + nidd*r**4/4.0d0

nil(i) = ni22+%r + nidd*r*x3

nill(i) = ni22 + 3.0d0*nid4*r**2

pvl(i) = p2*r + pd*xr**3

lamb(i)=-1log(1.0d0 - (8.0d0/3.0d0)*pi*rho*(r**2) - (4.0d0/5.0d0)*pi*rho2* (r**4))

lambl(i)=(16.0d0*pi*rho*r/3.0d0+16.0d0*pi*rho2*r**3/5.0d0)/(1.0d0-(8.0d0/3.0d0) *pi*rho* (r**2)-
(4.0d0/5.0d0) *pi*rho2* (r**4))

end do

print *, "loop 1: end of series expansion for TOV at r = ",r

!1a Integracao numerica para TOV
x = (/mv(ns-1), pv(ns-1), ni(ns-1)/)
do i=ns, j

r=r+h

call rk4sys(n,h,x,r,K,nn)
if (x(1)<=0.0d0) then
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print *, "found surface"
go to 50
end if
rhob = (x(1)/K)**(nn/(nn+1.0d0))
rho=rhob+nn*x (1)
pl=x(1)*5.54d5
prg=x(1)
prg_linha=-((1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pi*(r**3)*x(1))*(rho + x(1)))/(1.0d0-2.0d0*x(0)/r)
write(10,fmt=’(4(el12.5,1x))’) r, x(0), x(1), rho
end do

50 continue

Rg=r-h
RR=Rg- (nn+1.0d0) * (prg/prg_linha)

print *, "R = ", RR
RR1=RR*1.4767d0

delta_ni=log(1.0d0-2.0d0*x(0)/RR)-x(2)
rhob=rhob0

d=0.0d0

e=K* (rhob) **(1.0d0+1.0d0/nn)
f=delta_ni

rho=rhob+nn*e

rmin=1.0d-6*RR
hh=(RR-rmin)/(nsteps-1)

print *, "hh = ", hh
print *, "(nsteps-1)*hh = ", (nsteps-1)*hh

j=nsteps-1

! 20. loop para TOV
! Recalculando a expansao em série com novo passo

! Comegando em rmin = le-6%RR

do i=0, ns-1
r=rmin+i*hh

rv(i)=r

pv(i) = e + p2*%(r**2)/2.0d0 + pd*(r*+*4)/4.0d0

rhov(i) = rho + rho2x(r**2)/2.0d0

mv(i) = 4.0d0*pi*rho*(r**3)/3.0d0 + 2.0%pi*rho2*(r**5)/5.0d0

ni(i) = £ + ni22%r*x2/2.0d0 + nidd*rx*4/4.0d0

nil(i) = ni22#%r + nidd*r*x3

nill(i) = ni22 + 3.0d0*nid4*r*x*2

pvl(i) = p2*r + pd*r**3

lamb(i)=-1log(1.0d0 - (8.0d0/3.0d0)*pi*rho*(r**2) - (4.0d0/5.0d0)*pi*rho2* (r**4))

lambl (i)=(16.0d0*pi*rho*r/3.0d0+16.0d0*pi*rho2*r**3/5.0d0)/(1.0d0-(8.0d0/3.0d0) *pi*rho* (r**2)-
(4.0d40/5.0d0) *pi*rho2* (r**4))
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end do
print *, "loop2: end of series expansion for TOV at r = ",r
x = (/mv(ns-1), pv(ns-1), ni(ns-1)/)

do i=ns-1, j
r =rmin+ixhh
rhob = (x(1)/K)**(nn/(nn+1.0d0))
rho=rhob+nn*x (1)
rv(i)=r
mv (i)=x(0)
pv(i)=x(1)
rhov(i)=rho
m_linha=4.0d0*pi* (r**2)*rho
ni(i)=x(2)
pvl(i)=-((1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pi* (r**3)*x(1))*(rho + x(1)))/(1.0d40-2.0d0*x(0)/r)
nil(i)=2.0d0*(1.0d0/r**2)*(x(0) + 4.0d0*pi* (r**3)*x(1))/(1.0d0-2.0d0*x(0)/r)
nil=2.0d0/r**2
ni2=1.0d0-2.0d0*x(0)/r
ni3=x(0)+4.0d0*pi* (r**3)*x(1)
ni4=(m_linha+4.0d0*pi*r**2* (r*pvl(i)+3.0d0*x(1)))/ni2
nib=-2.0d0*m_linha/r+nil*x(0)
nill(i)=nil*ni4-(2.0d0*nil/r)*ni3/ni2-nil*ni3*nib5/ni2**2
lamb(i)=-log(ni2)
lambl(i)=-ni5/ni2

call rké4sys(n,hh,x,r,K,nn)
end do

MM=mv (nsteps-1)
pO=pv(0)
niO=ni(0)

print *, "final grid point at ",rv(j)

do i=0, j
write(14,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), mv(i)
write(16,fmt=(2(e12.5,1x))’) rv(i), pv(i)
write(18,fmt="(2(e12.5,1x))’) rv(i), rhov(i)
write(11,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), ni(i)
write(13,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), nil(i)
write(15,fmt="(2(e12.5,1x))’) rv(i), nill(i)
write(17,fmt="(2(el12.5,1x))’) rv(i), lamb(i)
write(19,fmt="(2(e12.5,1x))’) rv(i), lambl(i)
write(12,fmt=’(2(e12.5,1x))’) rv(i), pvl(i)

end do

close(10)
close(14)
close(16)
close(18)
close(11)
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close(13)
close(15)
close(17)
close(19)

end subroutine tov_rot_z4

Rotina rk4sys

subroutine rk4sys(n,h,x,r,K,nn)
implicit none
integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

real(kind= dp) :: x(0:n)
real(kind= dp), allocatable :: y(:), £(:,:)
integer :: i, n

real(kind= dp) :: h,r,K,nn
allocate (y(0:n), £(0:n,4))

call xpsys(n,x,£(0,1),r,K,nn)

do i =0,n
y(i) = x(i) + 0.5d0*h*f(i,1)
enddo
call xpsys(n,y,f(0,2),r+0.5d0%h,K,nn)

do i =0,n
y(i) = x(i) + 0.5d0*h*f(i,2)
enddo
call xpsys(n,y,f(0,3),r+0.5d0%h,K,nn)

do i =0,n
y(i) = x(i) + h*f(i,3)
enddo

call xpsys(n,y,f(0,4),r+h,K,nn)

do i =0,n

x(1) = x(1) + (h/6.0d0)* (£(i,1) + 2.0d0*(f(i,2) + £(i,3)) + £(i,4))

enddo

end subroutine rkésys
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Rotina xpsys

subroutine xpsys(n,x,f,r,K,nn)

implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)
real(kind= dp), dimension (0:n) :: x, f

real(kind= dp) :: fp,fpl,fp2,fp3,fp4,pi,rho,r,rhob,K,nn

integer n

pi=4.0d0*atan(1.0d0)

if (x(1)<=0.0d0) then
x(1) = 0.0d0

end if

rhob = (x(1)/K)**(an/(an+1.0))

rho=rhob+nn*x (1)

fpl = 1.0d0/r*x2

fp2 = rho + x(1)

fp3 = x(0) + 4.0d0*pix(r**3)*x(1)
fpd = 1.0d0-2.0d0*x(0)/r

fp = fplxfp3/fpd

£(0) = 4.0d0*pi*(r**2)*rho

£(2) = 2.0d0*fp
£(1) = -0.5d0*f (2) *£p2

end subroutine xpsys
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ANEXO C - PERTURBACOES DA SUPERFICIE DA ESTRELA ATE
R

2

Rotina s_m_rot

subroutine s_m_rot(nn,K,rhobO,l,hlvl,kvl,wvl,xvl,h1v2,kv2,wv2,xv2,h1v3,kv3,wv3,xv3,mF1,mF2,mFS,cons,omega,ns,ns2)
implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

integer, parameter :: nl = 3, ns3=2

integer :: i, j, q, ns, ns2

real(kind= dp) :: 1, d, e, £, g, rhobO, r, hh, pi, K, nn, RR, omega, hl
real(kind= dp) :: ni2, nil2, nill2, 1bil, 1bll, M2, p2, rho2, pl

real(kind= dp) :: ni2n, nil2n, nill2n, 1lbin, lblin, M2n, p2n, rho2n, pln
real(kind= dp) :: hivi(O:ns), kv1(0:ns), wv1(O:ns), xv1(0:ns), rvi(O:ns)
real(kind= dp) :: hiv2(0:ns), kv2(0:ns), wv2(0:ns), xv2(0:ns), rv2(0:ns)
real(kind= dp) :: h1v3(0:ns), kv3(0:ns), wv3(0:ns), xv3(0:ns), rv3(0:ns)
real(kind= dp) :: hilv11(0:ns), kv11l(0O:ns), wv11l(O:ns), xv11(O:ns)
real(kind= dp) :: h1v21(0:ns), kv21(0:ns), wv21(0:ns), xv21(0O:ns)
real(kind= dp) :: h1v31(0:ns), kv31(0:ns), wv31(0:ns), xv31(0:ns)
real(kind= dp) :: pv(0:ns2), mv(0:ns2), rhov(0:ns2), 1b(0:ns2), 1bl(0:ns2)
real(kind= dp) :: ni(0:ns2), nil(0:ns2), nill(0:ns2), pv1l(0:ns2), rv(0:ns2)
real(kind= dp) :: x(0:n1), Y1(0:nl1), mF1(0:n1), mF2(0:nl1), mF3(0:nl)
real(kind= dp) :: cons(0:4)

open(20,file="TestY1t.dat")
open(21,file="TestY2t.dat")
open(22,file="TestY3t.dat")
open(23,file="TestY1lt.dat")
open(24,file="TestY21lt.dat")
open(25,file="TestY31lt.dat")

pi= 4.0d0*atan(1.0d0)
call tov_rot_z4(nn,K,rhob0O,hh,mv,pv,rhov,pvl,ni,nil,nill,1b,1bl,ns2,ns3,RR)

! d=H10, e=KO, f=WO0, g=X0
! x(0)=H1, x(1)=K, x(2)=W, x(3)=X
! Lago 1 (obter Y1)

d=1.0d0

e=0.04d0

£=0.040

g=0.0d0

x=(/d, e, £, g/)
hi=-hh

r=RR

q=ns2-1
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hiv1(0)=d
kv1(0)=e
wvl(0)=f
xv1(0)=g
rv1(0)=RR

h1v11(0)=0.0d0
kv11(0)=0.0d0
wv11(0)=0.0d0
xv11(0)=0.0d0

M2=mv(ns2-1)
p2=pv(ns2-1)
rho2=rhov(ns2-1)
pl=pvl(ns2-1)
ni2=ni(ns2-1)
nil2=nil(ns2-1)
nill2=nill(ns2-1)
1bi=1b(ns2-1)
1bl1=1bl(ns2-1)

cons (0)=mv(ns2-1) !MR
cons (1)=pv(ns2-1) !pR
cons(2)=ni(ns2-1) !niR
cons (3)=1b(ns2-1) !1bR
cons(4)=RR !'RR

M2n=mv (ns2-2)
p2n=pv(ns2-2)
rho2n=rhov(ns2-2)
pln=pvl(ns2-2)
ni2n=ni(ns2-2)
nil2n=nil(ns2-2)
nill2n=nill(ns2-2)
1lbin=1b(ns2-2)
1bl1in=1bl(ns2-2)

j=ns
do i=1, j
gq=q-1

call rk4sys_pi(nl,hl,x,r,nn,ni2,nil2,nill2,1b1,1bl1,M2,p2,rho2,pl,ni2n,nil2n,nill2n,1lbin,1blin,M2n,p2n,rho2n,pln,ome

M2=mv (q)
p2=pv(q)
rho2=rhov(q)
pl=pvl(q)
ni2=ni(q)
nil2=nil(q)
nill2=nill(q)
1b1=1b(q)
1bl1=1b1(q)
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M2n=mv (q-1)
p2n=pv(q-1)
rho2n=rhov(q-1)
pln=pvl(q-1)
ni2n=ni(q-1)
nil2n=nil(q-1)
nill2n=nill(qg-1)
1bin=1b(g-1)
1bl1in=1b1(q-1)

r=RR-i*hh

hiv1(i)=x(0)
kvl(i)=x(1)
wvl(i)=x(2)
xv1(i)=x(3)

rvi(i)=r

h1v11(i)=Y1(0)
kv11(i)=Y1(1)
wvl1l(i)=Y1(2)
xv11(i)=Y1(3)

mF1(0)=hiv1(i)

mF1(1)=kv1(i)

mF1(2)=wv1(i)

mF1(3)=xv1(i)
end do

print* ,

print*, ""
print*, ""

print*, "Ultimo r (Superficie Metade):" , r
print*, ""
printx*, ""

print* ,

do i=0, j
write(20,fmt=’(5(£20.14,1x))’) hivi(i), kvi(i), wvi(i), xvi(i), rvi(i)
write(23,fmt=’(5(£20.14,1x))’) hivil(i), kv1l(i), wvil(i), xv1l(i), rvi(i)
end do

! Lago 2 (obter Y2)

d=0.0d0

e=1.0d0

£=0.0d0

g=0.0d0

x=(/d, e, £, g/)
hi=-hh

r=RR
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q=ns2-1

hiv2(0)=d
kv2(0)=e
wv2(0)=f
xv2(0)=g
rv2(0)=RR

h1v21(0)=0.0d0
kv21(0)=0.0d0
wv21(0)=0.0d0
xv21(0)=0.0d0

M2=mv (ns2-1)
p2=pv(ns2-1)
rho2=rhov(ns2-1)
pl=pvl(ns2-1)
ni2=ni(ns2-1)
nil2=nil(ns2-1)
nill2=nill(ns2-1)
1b1=1b(ns2-1)
1bl1=1bl(ns2-1)

M2n=mv (ns2-2)
p2n=pv(ns2-2)
rho2n=rhov(ns2-2)
pln=pvl(ns2-2)
ni2n=ni(ns2-2)
nil2n=nil(ns2-2)
nill2n=nill(ns2-2)
1lbin=1b(ns2-2)
1b1l1n=1bl (ns2-2)

j=ns
do i=1, j
q=q-1

call rk4sys_pi(nl,hl,x,r,nn,ni2,nil2,nill2,1b1,1b11,M2,p2,rho2,pl,ni2n,nil2n,nill2n,1lbin,1blin,M2n,p2n,rho2n,pln,ome

M2=mv(q)
p2=pv(q)
rho2=rhov(q)
pl=pvl(q)
ni2=ni(q)
nil2=nil(q)
nill2=nill(q)
1b1=1b(q)
1bl1=1bl(q)

M2n=mv (q-1)
p2n=pv(q-1)
rho2n=rhov(g-1)
pln=pvl(qg-1)
ni2n=ni(q-1)

82



nil2n=nil(q-1)
nill2n=nill(q-1)
1bin=1b(q-1)
1bl1in=1bl(g-1)

r=RR-i*hh

h1v2(i)=x(0)
kv2(i)=x(1)
wv2(i)=x(2)
xv2(1)=x(3)

rv2(i)=r

h1v21(i)=Y1(0)
kv21(i)=Y1(1)
wv21(i)=Y1(2)
xv21(i)=Y1(3)

mF2(0)=h1v2(i)
mF2(1)=kv2(i)
mF2(2)=wv2(i)
mF2(3)=xv2(i)

end do

do i=0, j
write(21,fmt=’(5(£20.14,1x))’) hiv2(i), kv2(i), wv2(i), xv2(i), rv2(i)
write(24,fmt=’(5(£20.14,1x))’) hiv21(i), kv21(i), wv2l(i), xv21(i), rv2(i)
end do

! Lago 3 (obter Y3)

d=0.0d0

e=0.0d0

£=1.040

g=0.0d0

x = (/d, e, £, g/)
hi=-hh

r=RR

q=ns2-1

h1v3(0)=d
kv3(0)=e
wv3(0)=f
xv3(0)=g
rv3(0)=RR

h1v31(0)=0.0d0
kv31(0)=0.0d0
wv31(0)=0.0d0
xv31(0)=0.0d0

M2=mv(ns2-1)

p2=pv(ns2-1)
rho2=rhov(ns2-1)
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pl=pvl(ns2-1)
ni2=ni(ns2-1)
nil2=nil(ns2-1)
nill2=nill(ns2-1)
1b1=1b(ns2-1)
1bl1=1bl(ns2-1)

M2n=mv (ns2-2)
p2n=pv(ns2-2)
rho2n=rhov(ns2-2)
pln=pvl(ns2-2)
ni2n=ni(ns2-2)
nil2n=nil(ns2-2)
nill2n=nill(ns2-2)
1lbin=1b(ns2-2)
1bl1in=1bl(ns2-2)

j=ns
do i=1, j
q=q-1

call rké4sys_pi(nil,hl,x,r,nn,ni2,nil2,nill2,1b1,1bl1,M2,p2,rho2,pl,ni2n,nil2n,nill2n,1lbin,1blin,M2n,p2n,rho2n,pln,ome

M2=mv(q)
p2=pv(q)
rho2=rhov(q)
pl=pvl(q)
ni2=ni(q)
nil2=nil(q)
nill2=nill(q)
1b1=1b(q)
1bl1=1bl(q)

M2n=mv (q-1)
p2n=pv(q-1)
rho2n=rhov(g-1)
pln=pvl(qg-1)
ni2n=ni(q-1)
nil2n=nil(q-1)
nill2n=nill(qg-1)
1bin=1b(q-1)
1bl1n=1b1(q-1)

r=RR-i*hh

h1v3(i)=x(0)
kv3(i)=x(1)
wv3(i)=x(2)
xv3(i)=x(3)

rv3(i)=r
h1v31(i)=Y1(0)

kv31(i)=Y1(1)
wv31l(i)=Y1(2)
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xv31(1)=Y1(3)

mF3(0)=h1v3(i)

mF3(1)=kv3(i)

mF3(2)=wv3(i)

mF3(3)=xv3(i)
end do

do i=0, j
write(22,fmt=’(5(£20.14,1x))’) hiv3(i), kv3(i), wv3(i), xv3(i), rv3(i)
write(25,fmt="(5(£20.14,1x))’) hiv31l(i), kv31l(i), wv3l(i), xv31l(i), rv3(i)

end do

close(20)
close(21)
close(22)
close(23)
close(24)
close(25)

end subroutine s_m_rot

Rotina rk4sys_p1

subroutine rk4sys_pl(n,h,x,r,nn,ni2,nil,nill,1b1,1b11,M2,p2,rho2,pl,ni2n,nil2n,nill2n,1lbin,1lblin,M2n,p2n,rho2n,pln,or
implicit none
integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)
real(kind= dp) :: x(0:n), Y1(0:n)
real(kind= dp), allocatable :: y(:), £(:,:)
integer :: i, n
real(kind= dp) :: 1, h, r, nn, ni2, nil, nill, 1bi, 1bll, M2, p2, rho2, pl, omega
real(kind=dp) :: ni2n, nil2n, nill2n, lbin, 1blin, M2n, p2n, rho2n, pln
real(kind=dp) :: ni2x, nilx, nillx, lbix, 1blix, M2x, p2x, rho2x, plx

allocate (y(0:n), £(0:n,4))
call xpsys_pl(n,x,f(0,1),r,nn,ni2,nil,nill,1b1,1b11,M2,p2,rho2,pl,omega,l)

do i =0,n
y(i) = x(i) + 0.5%hxf(i,1)
enddo
ni2x = 0.5%(ni2+ni2n)
nilx = 0.5%(nil+nil2n)
nillx = 0.5%(nill+nill2n)
1bilx = 0.5%(1bil+1lbin)
1blix = 0.5%(1bl1l + 1blin)
M2x = 0.5%(M2 + M2n)
0.5%(p2 + p2n)
rho2x = 0.5*(rho2 + rho2n)
plx = 0.5%(pl + pln)
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call xpsys_pl(n,y,£(0,2),r+0.5%h,nn,ni2x,nilx,nillx,1blx,1bl1x,M2x,p2x,rho2x,plx,omega,l)

do i=0,n
y(i) = x(i) + 0.5%h*f(i,2)
enddo

call xpsys_pl(n,y,£(0,3),r+0.5%h,nn,ni2x,nilx,nillx,1lblx,1bl1x,M2x,p2x,rho2x,plx,omega,l)

do i =0,n
y(i) = x(1) + h*£(i,3)
enddo
call xpsys_pl(n,y,f(0,4),r+h,nn,ni2n,nil2n,nill2n,1lbin,1blin,M2n,p2n,rho2n,pln,omega,l)

do i =0,n
x(1) x(i) + (W/6.0)* (£(i,1) + 2.0%(f(i,2) + £(i,3)) + £(i,4))
enddo

Y1(0)= £(0,1)
Y1(1)= £(1,1)
Y1(2)= £(2,1)
Y1(3)= £(3,1)

end subroutine rké4sys_pil

Rotina xpsys_p1

subroutine xpsys_pl(n,x,f,r,nn,ni,nil,nill,lamb,lambl,M,p,rho,pl,omega,l)

implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

integer :: n

real(kind= dp), dimemnsion (0:n) :: x, f

real(kind= dp) :: fO, f1, f2, £3, f4, f5, f6, f7, £8, f9, f10, f11, f12, f13, fi14, r
real(kind= dp) :: fi15, f16, f£17, f18, f19, £20, f21, £22, £23, f24, £25, £26
real(kind= dp) :: 1, p, M, rho, ni, nil, nill, lamb, lambl, pl, omega, nn, V, HO, pi

pi= 4.0*atan(1.0)

x(0)=H1, x(1)=K, x(2)=W, x(3)=X,

! nn= indice adiabatico

p_linha= dp/dr=pl

ni_linha= d(ni)/dr=nil

lambda_linha= d(lambda)/dr=lambda_linhal
ni_2linhas= d(ni_linha)/dr=nill

£0= 0.5%1%(1+1.0)

fi1= 1.0/r

£2= exp(lamb)

£3= -f1%(1+1.0+2.0*xM*x£2+f1+4.Oxpi* (r**2)*£2% (p-rho))
f4= 3.0*M+0.5%(1+2.0)*(1-1.0) *r+4.0*pix (r**3)*p
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£5= 8.0*pi* (r**3)*(exp(-0.5*ni))

£6= fOx (M+4.0*pi* (r**3)*p)-(omega**2)* (r**3)* (exp(-lamb-ni))
£7= (M+4.0%pix (r**3)*p)*(3.0%M-r+4.0*pi* (r**3)*p)

£8= 0.5%(1+2.0)*(1-1.0) *r-(omega**2) * (r**3)* (exp(-ni) ) -f1*f2*£f7
HO= (£f5*x(3)-f6*x(0)+f8*x(1))/f4

£9= (omega**2)*(rho+p)* (exp(-0.5*ni))

£10= f1*pl*(exp(0.5*(ni-lamb)))

f11= 0.5*(rho+p)*(exp(0.5%ni))

V= (x(3)+£10*x(2)-f11*H0) /£9

£12= fO*f1

£13= (1+1.0)*f1-0.5%nil

f14= 8.0%pi*(rho+p)*exp(0.5*1lamb)*f1

f14= 8.0%pi*(rho+p)*exp(0.5*1lamb)*f1

£15= (1+1.0)*f1

£16= r*(exp(0.5%lamb))

£17= ((an/(1.0+nn))*(exp(-0.5%ni)))/p

£18= 2.0%f0/ (r**2)

£19= (rho+p)*(exp(0.5%ni))

£20= 0.5%(£1-0.5*nil)

£21= 0.5*%(r*(omega**2)* (exp(-ni))+£f0*£f1)

£22= 0.5%(1.5%nil-f1)

£23= £f0*nil/ (r**2)

£24= 4.0*pi*(rho+p)* (exp(0.5%1lamb))+(omega**2)*exp(0.5+xlamb-ni)
£25= 0.5*exp(-0.5*1lamb)*(-2.0*f1*nil-0.5%lambl*nil+nill)

£26= £24-f25

! £(0)=>H1, £(1)=>K, £(2)=>W, £(3)=>X

£(0) = £3*x(0)+f1*f2x (HO+x(1)-16.0*pi* (rho+p)*V)
f(1) = f1*HO+f12*x(0)-f13*x(1)-f14*x(2)

£(2) = -f15*x(2)+f16*(£17*x(3)-f18*V+0.5xH0+x (1))

£(3) = -1*f1*x(3)+£19% (£20%HO+£21%x (0)+£22%x (1) -£23*V-f1*x£26%x(2))

end subroutine xpsys_pl
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ANEXO D- CALCULO DAS PERTURBACOES DO CENTRO ATE £

Rotina ¢c_m_rot

subroutine c_m_rot(nn,K,rhob,1,hlv4,kv4,wv4,xv4,h1v5,kv5,wv5,xv5,hh,rmin,mF4,mF5,omega,ns,ns2,mv,pv,ni,1b)

implicit none

integer, parameter :: nl = 3, n3=2
integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)
integer :: i, j, ns, ns2

real(kind= dp) :: 1, d, e, f, g, rhob, r, hh, pi, K, nn, omega, H6, K6, W6, X6, H7, K7, W7, X7
real(kind= dp) :: ni2, nil2, nill2, 1bl, 1bli, M2, p2, rho2, pl

real(kind= dp) :: ni2n, nil2n, nill2n, lbin, 1blin, M2n, p2n, rho2n, pln
real(kind= dp) :: H1l, K1, Wl, X1

real(kind= dp) :: hiv4(0:ns), kv4(0:ns), wv4(0O:ns), xv4(0:ns), rv4(0:ns)
real(kind= dp) :: hi1v5(0:ns), kv5(0:ns), wv5(0:ns), xv5(0:ns), rv5(0:ns),X5(0:n3)
real(kind= dp) :: pv(0:ns2), mv(0:ns2), rhov(0:ns2), 1b(0:ns2), 1bl(0:ns2)
real(kind= dp) :: ni(0:ns2), nil(0:ns2), nill(0:ns2), pvl(0:ns2)

real (kind= dp) :: H14(0:n3),K4(0:n3),W4(0:n3),X4(0:n3) ,H15(0:n3),K5(0:n3) ,W5(0:n3)
real(kind= dp) :: x(0:n1), Y1(0:n1), mF4(0:n1), mF5(0:n1)

real(kind= dp) :: h1v41(0:ns), kv41l(0:ns), wv41l(0O:ns), xv41(0:ns), rv4l(0:ns)
real(kind= dp) :: hi1v51(0:ns), kv51(0:ns), wv51(0:ns), xv51(0:ns), rv51(0:ns)

real(kind= dp) :: rmin

pi=4.0%atan(1.0)

call P_C(nn,K,rhob,1,hh,omega,mv,pv,rhov,pvl,ni,nil,nill,1b,1bl,H14,K4,W4,X4,H15,K5,W5,X5,n3,ns2,rmin)
open(10,file="TestY4t9.dat")
open(11,file="TestY5t9.dat")
open(12,file="TestY41t9.dat")
open(13,file="TestY51t9.dat")

! Lago 1 (obter Y4)
RN RN RN R RN R RN R RN R RN R RN R RN R RN RN R RN RN RN R RN RN RN NN E NN R R RN RN N RN RN RN RN RN RRERRNERRERNEER

do i=0, n3-1

r=rmin+ixhh
hiv4(i)=H14(i)
kv4(1)=K4 (i)
wvd (i)=W4 (i)
xv4(1)=X4(1)
rva(i)=r
h1v41(i)=0.0
kv41(i)=0.0
wv41(i)=0.0
xv41(i)=0.0

end do
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n "

print *, "r = ", r, i

d=H14 (n3-1)
e=K4(n3-1)
£=W4(n3-1)
g=X4(n3-1)

x = (/d, e, £, g/)
M2=mv(n3-1)
p2=pv(n3-1)
rho2=rhov(n3-1)
pl=pvl(n3-1)
ni2=ni(n3-1)
nil2=nil(n3-1)
nill2=nill(n3-1)
1b1=1b(n3-1)
1bl1=1bl(n3-1)

M2n=mv (n3)
p2n=pv(n3)
rho2n=rhov(n3)
pln=pvl(n3)
ni2n=ni(n3)
nil2n=nil(n3)
nill2n=nill(n3)
1bin=1b(n3)
1bl1in=1bl(n3)

j=ns-1

do i=n3, j

call rké4sys_pi(nl,hh,x,r,nn,ni2,nil2,nill2,1b1,1bl1,M2,p2,rho2,pl,ni2n,nil2n,nill2n,1bin,1blin,M2n,p2n,

rho2n,pln,omega,l,Yl)
M2=mv (i)
p2=pv (i)
rho2=rhov (i)
pl=pvl(i)
ni2=ni(i)
nil2=nil(i)
nill2=nill(i)
1b1=1b(i)
1bl1=1bl (i)

M2n=mv (i+1)
p2n=pv(i+1)
rho2n=rhov(i+1)
pln=pvl(i+1)
ni2n=ni(i+1)
nil2n=nil(i+1)
nill2n=nill(i+1)
1bin=1b(i+1)
1bl1in=1b1(i+1)
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r=rmin+i*hh

h1v4(i)=x(0)
kv4 (i)=x(1)
wvd (i)=x(2)
xv4(i)=x(3)
rv4(i)=r
h1v41(i)=Y1(0)
kv41(i)=Y1(1)
wv4l (i)=Y1(2)
xv41(1)=Y1(3)

mF4(0)=h1v4 (i)
mF4(1)=kv4 (i)
mF4(2)=wv4 (i)
mF4(3)=xv4 (i)

end do

print*, ""
print*, ""
print*, ""
print*, "Ultimo r (Centro Metade):" , r
print*, ""
print*, ""

print* ,

do i=0, j
write(10,fmt=’(5(£15.10,1x))’) hiv4d(i), kv4(i), wvd(i), xv4(i), rva(i)
write(12,fmt=’(5(£15.10,1x))’) hiv4l(i), kv4l(i), wv4l(i), xv4l(i), rv4(i)

end do

! Lago 2 (obter Y5)
RN ER R RN RN R R R RN R RN RN R RN R RN R RN RN R RN RN E R R R RN RN RN RN E NN R RN NN N RN RN R RN RN ERRERRNERRERNERR

do i=0, n3-1
r=rmin+ixhh
h1v5(i)=H15(i)
kv5(1)=K5(i)
wv5(1)=W5(i)
xv5(1)=X5(i)

rv5(i)=r
h1v51(i)=0.0
kv51(i)=0.0
wv51(i)=0.0
xv51(i)=0.0
end do
d=H15(n3-1)
e=K5(n3-1)
£=W5(n3-1)
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g=X5(n3-1)

x = (/d, e, £, g/)
M2=mv (n3-1)
p2=pv(n3-1)
rho2=rhov(n3-1)
pl=pvl(n3-1)
ni2=ni(n3-1)
nil2=nil(n3-1)
nill2=nill(n3-1)
1b1=1b(n3-1)
1b11=1bl(n3-1)

M2n=mv (n3)
p2n=pv(n3)
rho2n=rhov(n3)
pln=pvl(n3)
ni2n=ni(n3)
nil2n=nil(n3)
nill2n=nill(n3)
1b1in=1b(n3)
1b11n=1b1(n3)

j=ns-1

do i=n3, j

call rk4sys_pi(nl,hh,x,r,nn,ni2,nil2,nill2,1b1,1b11,M2,p2,rho2,pl,ni2n,nil2n,nill2n,1bin,1blin,M2n,p2n,

rho2n,pln,omega,l,Yl)
M2=mv (i)
p2=pv (i)
rho2=rhov (i)
pl=pvl(i)
ni2=ni(i)
nil2=nil(i)
nill2=nill(i)
1b1=1b(i)
1b11=1b1(i)

M2n=mv (i+1)
p2n=pv(i+1)
rho2n=rhov(i+1)
pln=pvl(i+1)
ni2n=ni(i+1)
nil2n=nil(i+1)
nill2n=nill(i+1)
1bin=1b(i+1)
1blin=1bl(i+1)

r=rmin+i*hh

h1v5(i)=x(0)
kvb (i)=x(1)
wvb (1)=x(2)
xv5(1)=x(3)

rv5(i)=r
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h1v51(i)=Y1(0)
kvb51(i)=Y1(1)
wvb1(1i)=Y1(2)
xv51(1)=Y1(3)

mF5(0)=h1v5(i)
mF5 (1) =kv5(i)
mF5(2)=wv5(1i)
mF5(3)=xv5(1)

end do

do i=0, j
write(11,fmt=’(5(£f15.10,1x))’) hiv5(i), kv5(i), wv5(i), xv5(i), rv5(i)
write(13,fmt=’(5(£f15.10,1x))’) hi1v51(i), kv51l(i), wvbl(i), xv51(i), rv5(i)

end do

close(10)
close(11)
close(12)
close(13)

end subroutine c_m_rot

Rotina P_C

subroutine P_C(an,K,rhob0,1,hh,omega,mv,pv,rhov,pvl,ni,nil,nill,1b,1bl,H11,K1,W1,X1,H12,K2,W2,X2,ns,ns2,rmin)
implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

integer :: i, j, ns, ns2

real(kind= dp) :: 1, rhobO, r, hh, pi, K, nn, omega, pO, p2, p4, ni0, ni2, ni4, rho2, rhoO
real(kind= dp) :: H11(0:ns), K1(0:ns), W1(0:ns), X1(O:ns)

real(kind= dp) :: H12(0:ns), K2(0:ns), W2(0:ns), X2(0:ns)

real(kind= dp), dimension (4,4) :: mH

real(kind= dp) :: pv(0:ns2), mv(0:ns2), rhov(0:ns2), 1b(0:ns2), 1bl(0:ns2)

real(kind= dp) :: ni(0:ns2), nil(0:ns2), nill(0:ns2), pv1l(0:ns2)

real(kind= dp) :: H10111, KO1l1, WOlli, X01ll1, H101, KO1, W01, XO1

real(kind= dp) :: H10112, K011l2, W0ll2, X011l2, H102, K02, W02, X02

real(kind= dp) :: rmin

pi=4.0dO*atan(1.0d0)

call tov_rot_z3(nn,K,rhob0,hh,p0,p2,p4,ni0,ni2,ni4,rho2,mv,pv,rhov,pvl,ni,nil,nill,1b,1bl,ns2,ns,rmin)
rhoO=rhobO+nn*p0

call matriz(mH,nn,p0,p2,p4,ni0,ni2,ni4,rho0,rho2,omega,l1)
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! Lago 1

W01=1.0d0

KO1=rho0+p0

X01=(rhoO+p0) *exp (0.5d0*ni0) * (((4.0d0*pi/3.0d0) * (rho0+3.0d0*p0) -omega**2xexp(-ni0) /1) *W01+0.5d0*K01)
H101=(2.0d0*1%K01+16.0d0*pi* (rho0+p0)*W01) /(1% (1+1.0d0))

H10111=mH(1,1)*H101+mH(1,2)*K01+mH(1,3)*WO1+mH(1,4)*X01
K0111=mH(2,1) *H101+mH(2,2)*K01+mH (2, 3) *WO1+mH(2,4) *X01
W0111=mH(3,1) *H101+mH(3,2)*K01+mH (3, 3) *WO1+mH (3,4) *X01
X0111=mH(4,1)*H101+mH(4,2)*KO1+mH (4, 3) *WO1+mH (4,4) *X01

! print*, "H=", H101l1,"K=", KO011l1,"W=", WOlll,"X=", X01l1l1

! H4=H10111

! K4=K0111

! W4=W011l1

! X4=X0111

j=ns-1

r=0.0d0

do i=0, j
H11(i)=H101
K1(i)=K01
W1(i)=Wo1
X1(i)=X01

end do

! Lago 2

W02=1.0d0

K02=-rho0-p0
X02=(rhoO+p0) *exp (0.5d0*ni0) * (((4.0d0*pi/3.0d0) * (rho0+3.0d0*p0) -omega**2xexp (-ni0) /1) *W02+0.5d0*K02)
H102=(2.0d0*1*K02+16.0d0*pi* (rho0+p0)*W02) / (1*(1+1.0d0))

H10112=mH (1, 1) *H102+mH (1 ,2) *K02+mH (1 , 3) *W02+mH (1 ,4) *X02
K0112=mH (2, 1) *H102+mH (2, 2) *K02+mH (2, 3) *W02+mH (2, 4) *X02
WO112=mH (3, 1) *H102+mH (3, 2) *K02+mH (3, 3) *W02+mH (3, 4) *X02
X0112=mH(4, 1) *H102+mH (4, 2) *K02+mH (4, 3) *WO2+mH (4 ,,4) *X02

! H5=H10112
! K5=K0112
! W5=W0112
! X5=X0112

j=ns-1

r=0.0d0

do i=0, j
H12(i)=H102
K2(i)=K02
W2(1i)=W02
X2(i)=X02
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end do

end subroutine P_C

Rotina matriz

subroutine matriz(mH,nn,p0,p2,p4,ni0,ni2,ni4,rho0,rho2,omega,l)
implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

real(kind= dp), dimension (4,4) :: mG, mF, mH, mJ

real(kind= dp) :: 1, pO, p2, p4, niO, ni2, ni4, rhoO, rho2, omega, pi
real(kind= dp) :: gh, gk, gkl, qwl, gx, gx1, 90, ql, g2, g3, g4, nn

integer :: i, j

open(24,file="Inversa.dat")
open(25,file="Produto.dat")
open(26,file="mF.dat")
open(27,file="mJ.dat")

pi=4.0*atan(1.0)

print *, omega

mF(1,1)=0.0

mF(2,1)=-0.25%1%(1+1.0)

mF(3,1)=0.5%(1+3.0)

mF (4,1)=-0.125%1%(1+1.0) * (pO+rho0) *exp (0.5*ni0)

mF (1,2)=-0.25% (p0O+rho0)

mF(2,2)=0.5%(1+2.0)

mF(3,2)=-1.0

mF (4,2)=0.0

mF (1,3)=0.5% (p2+(pO+rho0) *omega**2* (1+3.0) *exp(-ni0) / (1*(1+1.0)))
mF (2,3)=4.0%pi* (pO+rho0)

mF (3,3)=-8.0*pi* (p0+rho0)*(1+3.0)/(1*(1+1.0))

mF (4,3)=-(p0+rho0) *exp (0.5*ni0)* (0.25%(1+2.0) *ni2-2.0*pi* (rho0+p0)
-0.5*omega**2xexp (-ni0))

mF (1,4)=0.5%exp(-0.5%ni0)

mF(2,4)=0.0

mF(3,4)=0.0

mF (4,4)=0.5%(1+2.0)

gh=-4.0%((2.0/3.0) *pi*1*(1+1.0)*(rho0+3.0%p0) -omega**2*exp(-ni0))/((1+2.0)*(1-1.0))
qk=-4.0%((8.0%pi/3.0)*rhoO+omega**2*exp(-ni0))/((1+2.0)*(1-1.0))
qk1=3.0/(1*(1+1.0))

qw1=8.0*pi*rho0/(3.0%1)

qx=(32.0%pi*exp(-0.5%ni0))/((1+2.0)*(1-1.0))
qx1=(2.0%exp(-0.5%ni0) )/ (1*(1+1.0)*pO*(1.0+1.0/nn))

q0=0.25%* (rho0+p0)

q1=0.5*%omega**2* (pO+rho0) *exp (-ni0)

q2=-8.0%pi* (rho0+p0)
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q3=0.25% (rho0+p0) *exp (0.5*ni0)
q4=-0.25%(rho0+p0) *exp (0.5*ni0) *1* (1+1.0)*ni2

mJ(1,1)=q0*gh

mJ(2,1)=0.5%qh

mJ(3,1)=4.0%pi*x((1/3)*(2*1+3.0)*rho0-p0)+0.5*gh

mJ(4,1)=93*qh+0.5% (rho0+p0) *exp (-0.5%ni0) *omega**2

mJ(1,2)=0.25*(p2+rho2) +q0*gk+ql*qkl

mJ(2,2)=(4.0%pi/3.0)*(rho0+3.0%p0)+0.5*gk

mJ(3,2)=q2*gk1+0.5%qk

mJ (4,2)=q3*qk+q4*qk1+0.5% (rho0+p0) *exp (-0.5%ni0) *omega**2

mJ(1,3)=qi*qul-(p4-(4.0%pi/3.0)*rho0*p2+(0.5/1)* (rho2+p2-(rho0+p0)*ni2) *exp (-ni0) *omega**2)

mJ(2,3)=-4.0*pi*(rho2+p2+(8.0%pi/3.0)*rho0* (rho0+p0))

mJ(3,3)=(8.0%pi/1)*(rho2+p2)+q2*qul

mJ(4,3)=q4*qwi+(rho0+p0) *exp(0.5*ni0)* (0.5%(1+1.0)*nid-2.0*pix* (rho2+p2)-(16.0*pi**2/3.0)*rho0* (rhoO+p0)+ &
& 0.5%(ni4-(4.0%pi/3.0)*rho0*ni2)+0.5*omega**2*exp (-ni0)* (ni2-(8.0%pi/3.0)*rho0))

mJ(1,4)=0.25%ni2*exp(-0.5%ni0)+q0*qx+ql*qx1l

mJ(2,4)=0.5%qx

mJ(3,4)=q2%qx1+0.5%qgx

mJ(4,4)=0.5%(rho2+p2+0.5*% (rho0+p0) *ni2) *1/ (rho0+p0)

call inversa(mJ,mG)

do i=1, 4
write(24,*) mG(i,1),mG(i,2),mG(i,3),mG(i,4)
write(26,*) mF(i,1),mF(i,2),mF(i,3),mF(i,4)
write(27,*) mJ(i,1),mJ(i,2),mJ(i,3),mJ(i,4)

end do

do i=1, 4
do j=1, 4
mH(i,j)=mG(i,1)*mJ(1,3)+mG(i,2)*mJ(2,j)+mG(i,3)*mI(3,j)+mG(i,4)*mI(4,])
end do
end do

do i=1, 4
write(25,*) mH(i,1),mH(i,2),mH(i,3),mH(i,4)

end do

end subroutine matriz

Rotina inversa

subroutine inversa(mF,mG)

implicit none

SELECTED_REAL_KIND(15,300)
real(kind= dp), dimension (4,4) :: mG, mF
real(kind= dp) :: detF, detF1, detF2, detF3, detF4

integer, parameter :: dp
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real(kind= dp) :: cl1, cl12, c13, cl14, c21, c22, c23, c24, c31, c32, c33, c34, c4l, c42, c43, c44

detF1=mF(2,2)*(mF(3,3)*mF(4,4)-mF(3,4)*mF(4,3))-mF(2,3)*(mF(3,2)*mF (4,4)-mF(3,4)*mF(4,2))+ &
mF (2,4) * (mF (3,2)*mF (4,3) -mF (3, 3) *mF (4,2))

detF2=mF(2,1) * (mF (3,3) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4,3) )-mF (2,3) * (mF (3,1) *mF (4,4)-mF (3,4) *mF (4,1) )+ &
mF (2,4)*(mF(3,1) *mF (4,3) -mF (3, 3) *mF (4,1))

detF3=mF (2, 1) *(mF (3,2) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4,2) ) -mF (2, 2) * (mF (3, 1) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4, 1))+ &
mF (2,4)*(mF (3,1) *mF (4,2) -mF (3,2) *mF (4,1))

detF4=mF (2,1)*(mF (3, 2) *mF (4,3) -mF (3, 3) *mF (4,2) ) -mF (2, 2) * (mF (3, 1) *mF (4,3) -mF (3, 3) *mF (4,1) )+ &
mF (2,3)*(mF (3,1) *mF (4,2) -mF (3,2) *mF (4,1))

detF=mF(1,1)*detF1-mF(1,2)*detF2+mF (1,3)*detF3-mF (1,4)*detF4
print *, "det F =", detF

c11=mF(2,2)*(mF(3,3)*mF(4,4)-mF(3,4)*mF(4,3))-mF(2,3)*(mF (3,2)*mF (4,4)-mF (3,4)*mF (4,2) )+ &
mF (2,4) * (mF (3,2)*mF (4,3) -mF (3, 3) *mF (4,2))

c12=-mF(2,1)*(mF (3,3) *mF (4,4)-mF (3,4) *mF (4,3) ) +mF (2,3) *(mF (3,1) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4,1))- &
mF (2,4) *(mF (3,1) *mF (4,3) -mF (3,3) *mF (4,1))

c13=mF (2,1) *(mF (3, 2) *mF (4, 4) -mF (3,4) *mF (4,2) ) -mF (2,2) * (mF (3, 1) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4,1) )+ &
mF (2,4)*(mF (3,1) *mF (4,2) -mF (3,2) *mF (4,1))

c14=-mF(2,1) *(mF (3,2) *mF (4, 3) -mF (3, 3) *mF (4,2) ) +mF (2, 2) * (mF (3, 1) *mF (4, 3) -mF (3,3) *mF (4,1) ) - &
mF (2,3)*(mF (3,1) *mF (4,2) -mF (3,2) *mF (4,1))

c21=-mF(1,2)*(mF(3,3)*mF (4,4)-mF (3,4)*mF (4,3) )+mF (1,3) *(mF (3,2) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4,2))- &
mF (1,4)*(mF (3,2)*mF (4,3)-mF(3,3)*mF (4,2))

c22=mF(1,1)*(mF(3,3)*mF(4,4)-mF(3,4)*mF(4,3))-mF(1,3)*(mF(3,1)*mF(4,4)-mF(3,4)*mF(4,1))+ &
mF (1,4)*(mF(3,1) *mF (4,3)-mF (3,3)*mF (4,1))

c23=-mF (1,1) *(mF (3,2) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4,2) ) +mF (1,2) * (mF (3, 1) *mF (4,4) -mF (3,4) *mF (4,1))- &
mF (1,4)*(mF (3,1)*mF (4,2)-mF(3,2) *mF (4,1))

c24=mF (1,1)*(mF(3,2)*mF (4,3)-mF(3,3)*mF (4,2))-mF(1,2)*(mF (3,1)*mF (4,3)-mF (3,3)*mF (4,1) )+ &
mF (1,3)*(mF(3,1)*mF(4,2)-mF(3,2)*mF (4,1))

c31=mF (1,2)*(mF (2, 3) *mF (4,4) -mF (2,4) *mF (4, 3) ) -mF (1,3) * (mF (2, 2) *mF (4,4) -mF (2,4) *mF (4,2) )+ &
mF (1,4)*(mF(2,2)*mF (4,3) -mF(2,3) *mF (4,2))

€32=-mF (1, 1) *(mF (2, 3) *mF (4,4) -mF (2,4) *mF (4,3) ) +mF (1,3) * (mF (2, 1) *mF (4,4) -mF (2,4) *mF (4,1))- &
mF (1,4)* (mF(2,1) *mF (4,3) -mF(2,3) *mF (4,1))

c33=mF (1,1)*(mF(2,2)*mF(4,4)-mF(2,4)*mF(4,2))-mF(1,2)*(mF(2,1)*mF (4,4)-mF(2,4)*mF(4,1))+ &
mF (1,4)*(mF(2,1)*mF (4,2)-mF(2,2)*mF (4,1))

c34=-mF (1,1)*(mF (2,2)*mF (4,3)-mF(2,3)*mF (4,2) )+mF (1,2) *(mF (2,1) *mF (4,3)-mF (2,3)*mF (4,1))- &
mF (1,3)*(mF (2,1)*mF (4,2)-mF(2,2) *mF (4,1))
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c41=-mF(1,2)*(mF(2,3)*mF (3,4)-mF(2,4)*mF (3,3) ) +mF (1,3)*(mF (2,2) *mF (3,4) -mF (2,4)*mF (3,2))- &
& mF(1,4)*(mF(2,2)*mF(3,3)-mF(2,3)*mF(3,2))

c42=mF (1,1)*(mF(2,3)*mF(3,4)-mF(2,4)*mF(3,3))-mF(1,3)*(mF(2,1)*mF (3,4)-mF(2,4)*mF(3,1))+ &
& mF(1,4)*(mF(2,1)*mF(3,3)-mF(2,3)*mF(3,1))

c43=-mF (1,1)*(mF (2,2) *mF (3,4) -mF (2,4) *mF (3,2) ) +mF (1,2) * (mF (2, 1) *mF (3,4) -mF (2,4) *mF (3,1) ) - &
& mF(1,4)*(mF(2,1)*mF(3,2)-mF(2,2)*mF(3,1))

c44=nF (1,1)*(mF(2,2)*mF (3,3)-mF (2,3) *mF (3,2) ) -mF (1,2) *(mF (2, 1) *mF (3,3) -mF (2,3) *mF (3,1) )+ &
& mF(1,3)*(mF(2,1)*mF(3,2)-mF(2,2)*mF(3,1))

mG(1,1)=cl1/detF
mG(1,2)=c21/detF
mG(1,3)=c31/detF
mG(1,4)=c41/detF
mG(2,1)=c12/detF
mG(2,2)=c22/detF
mG(2,3)=c32/detF
mG(2,4)=c42/detF
mG(3,1)=c13/detF
mG(3,2)=c23/detF
mG(3,3)=c33/detF
mG(3,4)=c43/detF
mG(4,1)=cl14/detF
mG(4,2)=c24/detF
mG(4,3)=c34/detF
mG(4,4)=c44/detF

end subroutine inversa
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ANEXO E - PERTURBACOES EM TODO INTERIOR ESTELAR

Rotina constantes_rot

subroutine constantes_rot(nn,K,1l,rhob,RR,MR,omega,HOR,KR,H1R,niR,K1R,H11R,nilR,nsteps,nsteps2)
implicit none

integer, parameter :: nl=3

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

integer :: i, j, q, nsteps, nsteps2

real(kind= dp), dimension (4,4) :: mG, mF

real(kind= dp) :: 1, rhob, r, hh, pi, K, nn, al, a2, a3, a4, rmin

real(kind= dp) :: hilvi(O:nsteps),kvi(0:nsteps),wvi(0:nsteps),xvi(0:nsteps)

real(kind= dp) :: h1v2(0:nsteps),kv2(0:nsteps),wv2(0:nsteps) ,xv2(0:nsteps)

real(kind= dp) :: h1v3(0:nsteps),kv3(0:nsteps),wv3(0:nsteps) ,xv3(0:nsteps)

real(kind= dp) :: hiv4(O:nsteps),kv4(0:nsteps),wv4(0:nsteps),xv4(0:nsteps)

real(kind= dp) :: hiv5(0O:nsteps),kv5(0:nsteps),wv5(0:nsteps),xv5(0:nsteps)

real(kind= dp) :: hilv(O:nsteps2),kv(0:nsteps2),wv(0:nsteps2),xv(0:nsteps2), rv(0:nsteps2),hOv(0:nsteps2)
real(kind= dp) :: mv(O:nsteps2),pv(0:nsteps2),niv(0:nsteps2),1lbv(0:nsteps2)

real(kind= dp) :: m, p, ni, 1b

real(kind= dp) :: KR,H1R,XR,omega,HOR,f4,f5,f6,f7,f8

real(kind= dp) :: MR,pR,niR,1bR,RR,K1R,H11R,nilR,cons(0:4)

real(kind= dp) :: mF1(0:n1),mF2(0:n1),mF3(0:n1),mF4(0:n1),mF5(0:n1)
open(28,file="TestY_t1l.dat")

pi=4.0d0*atan(1.0d0)

call s_m_rot(nn,K,rhob,1,hivl,kvl,wvl,xvl,hiv2,kv2,wv2,xv2,h1v3,kv3,wv3,xv3,mF1,mF2,mF3, cons,omega,nsteps,nsteps2)
call c_m_rot(nn,K,rhob,1,h1v4,kv4,wv4,xv4,hi1v5,kvb,wvh,xv5,hh,rmin,mF4,mF5, omega,nsteps,nsteps2,mv,pv,niv,1lbv)

mF(1,1)=mF1(0)
mF(2,1)=mF1(1)
mF(3,1)=mF1(2)
mF (4,1)=mF1(3)
mF (1,2)=mF2(0)
mF(2,2)=mF2(1)
mF (3,2)=mF2(2)
mF (4,2)=mF2(3)
mF (1,3)=mF3(0)
mF (2,3)=mF3(1)
mF (3,3)=mF3(2)
mF (4,3)=mF3(3)
mF (1,4)=-mF4(0)
mF (2,4)=-mF4(1)
mF (3,4)=-mF4(2)
mF (4,4)=-mF4(3)

call inversa(mF,mG)
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al=mG(1,1)*mF5(0)+mG(1,2)*mF5(1)+mG(1,3)*mF5(2)+mG(1,4)*mF5(3)
a2=mG(2,1) *mF5(0)+mG (2, 2) *mF5 (1) +mG (2, 3) *mF5(2) +mG (2,4) *mF5(3)
a3=mG(3,1) *mF5(0) +mG (3, 2) *mF5 (1) +mG (3, 3) *mF5 (2) +mG (3,4) *mF5(3)
a4=mG(4,1) *mF5(0) +mG (4, 2) *mF5 (1) +mG (4, 3) *mF5 (2) +mG (4 ,4) *mF5(3)

print*, "al=", al, "a2=", a2, "a3=", a3, "a4=", ad
j=nsteps-1
do i=0, j

hiv(i)=a4*hiv4(i)+h1v5(i)
kv (i)=ad*kv4a(i)+kv5(i)
wv (i)=ad*wvd (i) +wv5(i)

xv (i)=ad*xv4d (i) +xv5(i)

mv (i)

pv(i)

el
]

ni = niv(i)
1bv (i)

rv(i)

[
o
]

R
[

f4= 3.0d0*m+0.5d0*(1+2.0d0)*(1-1.0d0) *r+4.0d0*pi* (r**3)*p
£5= 8.0d0*pi* (RR**3)* (exp(-0.5d0*ni))
£6= 0.5d0*1*(1+1.0d0) * (m+4.0d0*pi* (r**3)*p) - (omega**2) * (r**3) * (exp(-1b-ni))
£7= (m+4.0d0*pi* (r**3)*p)*(3.0d0*m-r+4.0d0*pi* (r**3)*p)
£8= 0.5d0*(1+2.0d0)* (1-1.0d0) *r- (omega**2) * (r**3) * (exp(-ni))-exp(1lb) *£7/r
hOv(i)=(£5*xv(i)-f6*h1v(i)+£8xkv(i))/f4

end do

q=nsteps+1

do i=nsteps, nsteps2-1
q=q-1
hiv(i)=al*hlvi(q)+a2*hilv2(q)+a3*hiv3(q)
kv (i)=alxkv1l(q)+a2xkv2(q)+a3*kv3(q)
wv (i)=al*wvl(q)+a2*wv2(q)+a3*wv3(q)
xv(i)=al*xvl(q)+a2*xv2(q)+a3*xv3(q)

HiR=h1v (i)
KR=kv (i)

XR=xv (i)

m = mv(i)

p = pv(i)

ni = niv(i)
1b 1lbv(i)

r = rv(i)

f4= 3.0d0*m+0.5d0*(1+2.0d0) *(1-1.0d0) *r+4.0d0*pi* (r**3) *p

£5= 8.0d0*pi* (RR**3)* (exp(-0.5d0*ni))

£6= 0.5d0*1*(1+1.0d0)*(m+4.0d0*pi* (r**3)*p)- (omega**2)* (r**3)* (exp(-1b-ni))
£7= (m+4.0d0*pi* (r**3)*p)*(3.0d0*m-r+4.0d0*pi* (r**3)*p)

£8= 0.5d0*(1+2.0d0)*(1-1.0d0) *r- (omega**2) * (r**3) * (exp(-ni))-exp(1lb) *£7/r
hOv (i)=(£5xXR-f6*H1R+f8*KR) /f4
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end do

MR=cons (0)
pR=cons (1)
niR=cons(2)
1bR=cons(3)
RR=cons (4)

f4= 3.0d0*MR+0.5d0* (1+2.0d0) * (1-1.0d0) *RR+4.0d0*pi* (RR**3) *pR

£5= 8.0d0*pi* (RR**3)* (exp(-0.5d0*niR))

£6= 0.5d0*1%(1+1.0d0)* (MR+4.0d0*pi* (RR**3)*pR) - (omega**2) * (RR**3) * (exp (-1bR-niR))
£7= (MR+4.0d0*pi* (RR**3)*pR) * (3.0d0*MR-RR+4.0d0*pi* (RR**3) *pR)

£8= 0.5d0*(1+2.0d0)*(1-1.0d0) *RR- (omega**2) * (RR**3) * (exp (-niR) ) -exp (1bR) *£7/RR
HOR=(£5*XR-£6+H1R+£8*KR) /4

do i=0, nsteps2-1

rv(i)=rmin+i*hh

write(28,fmt=’(6(£f20.14,1x))’) hiv(i), kv(i), wv(i), xv(i), rv(i), hOov(di)
end do

close(28)

end subroutine constantes_rot
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ANEXO F - CALCULO DA FREQUENCIA DO MODO F

Rotina Zerilli4

program Zerilli4

implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300), max_it = 20
real(kind= dp) :: 1, nn, K, rhob, pi, omega, omegal, omegaB, omegaC
real(kind= dp) :: fHz, Ts, omegaAl, omegaBl, omegaCl, test_omega
complex(kind= dp) :: gamaA, betaA, gamaB, betaB, gamaC, betaC, delta
complex(kind= dp) :: gamal, gama2, gama3, omega_up, omega_dw, omega_raiz
complex(kind= dp) :: omega_old

integer :: i

real (kind= dp), dimension (3,3) :: mG, mH

open(51,file="Teste_omega_raiz.dat")
open(52,file="Teste_gama.dat")
open(53,file="Teste_gamal23.dat")
open(54,file="Teste_omegaABC.dat")

nn= 1.0

1=2.0

K=100
rhob=1.28e-3

pi= 4.0*atan(1.0)

call tov_rot_z(an,K,rhob,1,omega)

! Definig&o dos Omegas

omegaA=1.0*omega

omegaB=0.9*omegaA

omegaC=1.1*omegal

! Calculo de gamaA, gamaB, gamaC

call zerilli2_rot(nn,K,rhob,1l,omegal,gamal,betad)
call zerilli2_rot(nn,K,rhob,1l,omegaB,gamaB,betaB)
call zerilli2_rot(nn,K,rhob,1,omegaC,gamaC,betaC)
! Inverte a matriz

mG(1,1)= 1.0

mG(1,2)= omegalA

mG(1,3)= omegaA**2

mG(2,1)= 1.0
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mG(2,2)= omegaB
mG(2,3)= omegaB**2

mG(3,1)= 1.0

mG(3,2)= omegaC

mG(3,3)= omegaC**2

call inversa3x3(mG,mH)

! Calculo de gamal, gama2 e gama3

gamal = mH(1,1)*gamaA + mH(1,2)*gamaB + mH(1,3)*gamaC

mH(2,1)*gamaA + mH(2,2)*gamaB + mH(2,3)*gamaC
mH(3,1)*gamaA + mH(3,2)*gamaB + mH(3,3)*gamaC

gama2

gama3
! Primeiro calculo de omega_raiz
delta=gama2**2-4.0*gama3*gamal

omega_up = (-gama2+sqrt(delta))/(2.0*gama3)
omega_dw = (-gama2-sqrt(delta))/(2.0*gama3)

! Escolhe a raiz

if (aimag(omega_up)*aimag(omega_dw) .gt.0.0)then
if (abs(aimag(omega_up)) .gt.abs(aimag(omega_dw)))then
omega_raiz = omega_dw
elseif (abs(aimag(omega_up)).lt.abs(aimag(omega_dw)))then
omega_raiz = omega_up
endif
elseif (aimag(omega_up)*aimag(omega_dw) .1t.0.0)then
if (aimag(omega_up) .gt.0.0)then
omega_raiz = omega_up
elseif (aimag(omega_up) .1t.0.0)then
omega_raiz = omega_dw
endif

endif
write(51,’(6(£15.10,1x))’)real(omega_raiz), aimag(omega_raiz), real(omega_up), aimag(omega_up),
real (omega_dw), aimag(omega_dw)
do i=1,max_it

! Selegdo dos omegas

omegall=abs (real (omega_raiz)-omegal)

omegaBl=abs (real (omega_raiz)-omegaB)

omegaCl=abs(real (omega_raiz)-omegaC)

if (omegaAl<omegaB1l.and.omegaAl<omegaCl) then

if (omegaBl<omegaCl) then

omegaC = real (omega_raiz)

else
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omegaB = omegaC

gamaB = gamaC

omegaC = real (omega_raiz)
endif
else if (omegaBl<omegaAl.and.omegaBl<omegaCl) then
if (omegaAl<omegaCl) then
omegaC = real(omega_raiz)
else
omegaA = omegaC

gamaA = gamaC

omegaC = real(omega_raiz)

end if
else if (omegaCl<omegaAl.and.omegaCl<omegaBl) then

if (omegaAl<omegaB1) then

omegaB = omegaC

gamaB = gamaC

omegaC = real(omega_raiz)
else

omegaA = omegaB

gamaA = gamaB

omegaB = omegaC

gamaB = gamaC

omegaC = real(omega_raiz)
end if

end if

write(54,’(3(£15.10,1x))’)omegal, omegaB, omegaC
! Recalcula gamaC

call zerilli2_rot(mn,K,rhob,1l,omegaC,gamaC,betaC)
write(52,’ (56(£15.10,1x))’)real(gamaC) ,aimag(gamaC) ,real (betaC) ,aimag(betaC) ,omegaC
! Inverte a Matriz

mG(1,1)= 1.0

mG(1,2)= omegal

mG(1,3)= omegalA**2

mG(2,1)= 1.0

mG(2,2)= omegaB

mG(2,3)= omegaB**2

mG(3,1)= 1.0

mG(3,2)= omegaC

mG(3,3)= omegaC**2

call inversa3x3(mG,mH)

! Calculo de gamal, gama2 e gama3

gamal = mH(1,1)*gamaA + mH(1,2)*gamaB + mH(1,3)*gamaC

mH(2,1)*gamaA + mH(2,2)*gamaB + mH(2,3)*gamaC

gama?2
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gama3 = mH(3,1)*gamaA + mH(3,2)*gamaB + mH(3,3)*gamaC

write(53,’ (6(£15.6,1x))’)real(gamal) ,aimag(gamal) ,real (gama2) ,aimag(gama2) ,real (gama3) ,aimag(gama3)
! Calculo de omega_raiz

delta=gama2+**2-4.0*gama3*gamal

omega_up = (-gama2+sqrt(delta))/(2.0*gama3)
omega_dw = (-gama2-sqrt(delta))/(2.0*gama3)

omega_old = omega_raiz
! Escolhe a nova raiz

if (aimag(omega_up) *aimag(omega_dw) .gt.0.0)then
if (abs(aimag(omega_up)) .gt.abs (aimag(omega_dw)))then
omega_raiz = omega_dw
elseif (abs(aimag(omega_up)) .lt.abs(aimag(omega_dw)))then
omega_raiz = omega_up
endif
elseif (aimag(omega_up)*aimag(omega_dw) .1t.0.0)then
if (aimag(omega_up) .gt.0.0)then
omega_raiz = omega_up
elseif (aimag(omega_up) .1t.0.0)then
omega_raiz = omega_dw
endif

endif
! Teste de omega
test_omega = abs(omega_old-omega_raiz)/abs(omega_old+omega_raiz)

write(51,’(7(£15.10,1x))’)real (omega_raiz) ,aimag(omega_raiz) ,real(omega_up) ,aimag(omega_up) ,real (omega_dw),

aimag(omega_dw) ,test_omega

if (test_omega.lt.1.0e-8) then
goto 50

end if
enddo
50 continue
call zerilli2_rot(nn,K,rhob,l,real(omega_raiz) ,gamaC,betaC)

fHz = 32.3105*real (omega_raiz)

Ts = 1/(32310.5*aimag(omega_raiz))
print*, ""

printx, ""

printx, ""

print*, "f(kHz)=" , fHz

print* , "
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printx, "T(s)=" , Ts

print* s nn
close(51)
close(52)
close(53)
close(54)

end program Zerilli4

Rotina zerilli2_rot

subroutine zerilli2_rot(an,K,rhob,1l,omega,gama,beta,ns,ns2)
implicit none
integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

real(kind= dp) :: 1, nR, nn, K, rhob, MR, omega, rmax, rtmax, Zmax, Zlmax
real(kind= dp) :: Z_real_out, Zl_real_out, Z_comp_out, Zl_comp_out
real(kind= dp) :: Z_real_in, Zl_real_in, Z_comp_in, Zl_comp_in

real(kind= dp) :: zl1, z2, 23, z4, pi, drdrt, r, rt

integer :: i, j, ns, ns2

complex(kind= dp) :: Z_out, Zl_out, Z_in, Zl_in, gama, beta, detE, ii, alfal, alfa2,Z_out2, Zl_out2, Z_in2, Zl_in2
complex(kind= dp), dimension (2,2) :: mE, mF

open(32,file="Zerilli2.dat")

pi= 4.0d0*atan(1.0d0)

call zerilli_rot(an,K,rhob,1,MR,omega,rmax,rtmax,Zmax,Zlmax,ns,ns2)
r=rmax

rt=rtmax

nR=0.5d0*(1-1.0d0)*(1+2.0d0)
drdrt=1.0d0 - 2.0d0*MR/r

ii = cmplx(0.0d0,1.0d0)

alfal = -ii*(nR + 1.0d0)/omega
alfa2 = -(nR*(nR+1.0d0)-1.5d0*ii*MR*omega*(1.0d0+2.0d0/nR))/(2.0d0*omega**2)

Z_out2 = exp(-ii*omega*rt)*(1.0d0 + alfal/r + alfa2/r*x2)
Z1_out2 = -iixomega*Z_out2 &

& - exp(-iixomega*rt)*(alfal/r**2 + 2.0xalfa2/r**3)*drdrt
Z_in2 = conjg(Z_out2)

Z1_in2 = conjg(Zl_out2)

! Inicio do calculo de beta e gama

mE(1,1)=Z_out2
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mE(2,1)=Z1_out2
mE(1,2)=Z_in2
mE(2,2)=Z1_in2

write(32,’(8(£12.9,1x)) ’)real (mE(1,1)) ,aimag(mE(1,1)) ,real(mE(2,1)),aimag(mE(2,1)) ,real (mE(1,2)),
aimag(mE(1,2)) ,real (mE(2,2)) ,aimag(mE(2,2))

detE= mE(1,1)*mE(2,2)-mE(1,2)*mE(2,1)
write(32,°(2(£12.9,1x))’)real(detE), aimag(detE)
mF (1,1)=mE(2,2)/detE

mF(1,2)=-mE(1,2)/detE

mF(2,1)=-mE(2,1)/detE

mF(2,2)=mE(1,1)/detE

write(32,’ (8(£12.8,1x)) ’)real (mF(1,1)) ,aimag(mF(1,1)),real (mF(2,1)),aimag(mF(2,1)),real (mF(1,2)),
aimag(mF(1,2)),real (mF(2,2)) ,aimag(mF(2,2))

! Calculo de beta e gama

write(32,’(2(£12.9,1x))’)Zmax, Zlmax

beta = mF(1,1)*Zmax + mF(1,2)*Zlmax
gama = mF(2,1)*Zmax + mF(2,2)*Zlmax

print*, ""
print*, ""
print*, ""
print*, "beta=" , beta
printx*, ""
print*, "gama=" , gama

print*, ""

write(32,’(4(£12.9,1x))’)real (gama) ,aimag(gama) ,real (beta) ,aimag(beta)
close(32)

end subroutine zerilli2_rot

Rotina zerilli_rot

subroutine zerilli_rot(nn,K,rhob,1,MR,omega,rmaxl,rtmaxl,Zmax,Zlmax,ns,ns2)

implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

real (kind= dp) :: aR, bR, HOR, KR, gR, hR, kRp, ZRt, ZRtl, r, rt, nR, pi, v2m, v3m, rm, rtm, v5, v6,
Zrtt, Zrttl, H1R, niR, K1R, H11R, nilR

real(kind= dp) :: MR, RR, omega, detA, detC, rmin, rmax, rtmin, rtmax, vi, v2, v3, v4

real(kind= dp) :: 1, nn, K, rhob, x1, x2, xacc, h, Zmax, Zlmax, rmaxl, rtmaxl
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integer :: i, ns, ns2

integer, parameter :: nl=1

real(kind= dp), dimension (2,2) :: mA, mB, mC, mD, mC_inv, mE

real(kind= dp) :: x(0:nl)

real(kind= dp) :: Ztv(0:ns), Ztvl(0:ns), Vtv(0O:ns), rtv(0O:ns), rv(0:ns), Z11(0:ns), HOv(O:ns), Kv(O:ns)
real(kind= dp), external :: rtsafe

open(31,file="Zerilli_v1.dat")
open(32,file="HO_K.dat")

pi= 4.0d0*atan(1.0d0)
call constantes_rot(nn,K,1,rhob,RR,MR,omega,HOR,KR,H1R,niR,K1R,H11R,nilR,ns,ns2)

nR=0.5d0*(1-1.0d0) *(1+2.040)

aR=- (nR*RR+3.0d0*MR) / (omega**2*RR**2- (nR+1.0d0) *MR/RR)

bR=(nR*RR* (RR-2.0d0*MR) ~omega**2*RR**4+MR* (RR-3.0d0*MR) ) / ((RR-2.0d0*MR) *
(omega**2*RR**2- (nR+1.0d0) *MR/RR) )

gR=(nR* (nR+1.0d0) *RR**2+3.0d0*nR*MR*RR+6 . 0d0*MR**2) / ( (nR*RR+3.0d0*MR) *RR**2)

hR=(-nR*RR**2+3.0d0*nR*MR*RR+3.0d0*MR**2) / ((RR-2.0d0*MR) * (nR*RR+3.0d0*MR) )

kRp=-RR**2/ (RR-2.0d0*MR)

rt=RR+2.0d0*MR*1og(RR/ (2.0d0*MR)-1.0d0)

mA(1,1)=gR
mA(2,1)=hR
mA(1,2)=1.0d0
mA(2,2)=kRp

! Inicio do calculo da inversa
detA= mA(1,1)*mA(2,2)-mA(1,2)*mA(2,1)
mB(1,1)=mA(2,2)/detA
mB(1,2)=-mA(1,2)/detA
mB(2,1)=-mA(2,1)/detA
mB(2,2)=mA(1,1)/detA

! Fim do calculo da inversa

mC(1,1)=0.0d0
mC(2,1)=aR
mC(1,2)=1.0d0
mC(2,2)=bR

! Produto das Matrizes

mD(1,1)=mB(1,1)*mC(1,1)+mB(1,2)*mC(2,1)
mD(2,1)=mB(2,1)*mC(1,1)+mB(2,2)+*mC(2,1)
mD(1,2)=mB(1,1)*mC(1,2)+mB(1,2)+*mC(2,2)
mD(2,2)=mB(2,1)*mC(1,2)+mB(2,2)+*mC(2,2)

! Calculo das condigoes iniciais para resolver a equagdo de Zerilli

ZRt=mD(1,1) *HOR+mD (1,2) *KR
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ZRt1=mD(2,1)*HOR+mD(2,2) *KR

! Intervalo de integracao para a eq. de Zerilli

rmin=RR

rmax=25.0d0/omega

rtmin=rmin+2.0d0*MR*log(rmin/(2.0d0*MR)-1.0d0)
rtmax=rmax+2.0d0*MR*1log(rmax/(2.0d0*MR)-1.0d0)

h=(rtmax-rtmin) /ns

print* s nn
print* , nn
printx*, ""
print*, "h=" , h
print*, ""

print*, "ZRt=" , ZRt
print* s nn
print*, "ZRtl=" , ZRtl

print* , "
Zrtt = RR**(1+2.0d0)* (KR - exp(niR)*H1R)/(nR*RR+3.0d0*MR)
Zrttl = (1+2.0d0)*RR**(1+1.0d0)*(KR- exp(niR)*H1R)/(nR*RR+3.0d0*MR) &

& - RR**(1+2.0d0)*nR*(KR- exp(niR)*H1R)/(nR*RR+3.0d0*MR)**2 &
& + RR**(1+2.0d0)*(K1R - exp(niR)*H11lR - nilR*exp(niR)*H1R)/(nR*RR+3.0d0*MR)

print*, "ZRtt=" , ZRtt
print*, ""

print*, "ZRttl=" , ZRttl
printx*, ""

! Condigoes Iniciais do RK

x(0)=ZRt
x(1)=ZRt1l

! Componentes zero dos vetores

Ztv(0)=ZRt

Ztv1(0)=ZRtl

rv(0)=rmin

rtv(0)=rtmin

v1=2.0d0*nR**2* (nR+1.0d0) *RR**3+6 . 0d0*nR**2*MR*RR**2+18 . 0d0O*nR*MR**2*RR+18 . 0d0*MR**3
Vtv(0)=v1*(1.0d0-2.0d0*MR/RR) / (RR**3* (nR*RR+3.0d0*MR) **2)

v4=Vtv(0)-omegax**2

Z11(0) = (v4-omega**2)*ZRt

! Valores necessarios para o calculo de r, através de r*, utilizados em rtsafe

xacc=1.0d4-9

x1=rmin-xacc
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x2=rmax+xacc
do i=1, ns
! Calculo de V em rt+h

rt=rtmin+ixh

r=rtsafe(x1,x2,xacc,rt,MR)

v2=2.0d0*nR**2* (nR+1.0d0) *r**3+6.0d0*nR**2*xMR*r**2+18 . 0d0*nR*MR**2*r+18.0d0*MR**3
v3=v2*(1.0d0-2.0d0*MR/r) / (r**3* (nR*r+3.0d0*MR) **2)
Vtv(i)=v3

v6=v3-omega**2
! Calculo de V em rt+0.5%h

rtm=rtmin+i*h-0.5d0*h

rm=rtsafe(x1,x2,xacc,rtm,MR)

v2m=2.0d0*nR**2* (nR+1.0d0) *rm**3+6 . 0d0*nR**2*MR*rm**2+18 . 0d0*nR*MR**2*rm+18 . 0dO*MR**3
v3m=v2*(1.0d0-2.0d0*MR/rm) / (rm**3* (nR*rm+3.0d0*MR) **2)

v5=v3m-omegax**2
call rk4sys_fora(nil,h,x,rt,v4,v5,v6)

Ztv (1)=x(0)
Ztvl(i)=x(1)
rv(i)=r
rtv(i)=rt

Z11(i) = v6x*x(1)

v4=v6

Zmax=x(0)
Zlmax=x(1)
rmaxl=r

rtmaxl=rt
end do

do i=0, ns
write(31,fmt=’(6(£f15.10,1x))’) Ztv(i), Ztvl(i), Vtv(i), rv(i), rtv(i), Z11(i)
end do

! Check HO and K!

do i=0, ns

r = rv(i)
nR=0.5d0*(1-1.0d0) *(1+2.0d0)
aR=-(nR*r+3.0d0*MR) / (omega**2*r**2-(nR+1.0d0) *MR/r)
bR=(nR*r* (r-2.0d0*MR) ~omega**2*r**4+MR* (r-3.0d0*MR) ) / ((r-2.0d0*MR) *

(omega**2xr**2-(nR+1.0d0) *MR/r))
gR=(nR* (nR+1.0d0) *r**2+3.0d0*nR*MR*r+6 . 0d0*MR**2) / ((nR*r+3.0d0*MR) *r**2)
hR=(-nR*r**2+3.0d0*nR*MR*r+3.0d0*MR**2) / ((r-2.0d0*MR) * (nR*r+3.0d0*MR) )
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kRp=-r**2/(r-2.0d0*MR)

mC(1,1)=0.0d0
nC(2,1)=aR
mC(1,2)=1.0d0
mC(2,2)=bR

detC = mC(1,1)*mC(2,2)-mC(1,2)*mC(2,1)

mC_inv(1,1)=mC(2,2)/detC
mC_inv(1,2)=-mC(1,2)/detC
mC_inv(2,1)=-mC(2,1)/detC
mC_inv(2,2)=mC(1,1)/detC

mA(1,1)=gR
mA(2,1)=hR
mA(1,2)=1.040
mA(2,2)=kRp

mE(1,1)=mC_inv(1,1)*mA(1,1)+mC_inv(1,2)*mA(2,1)
mE(2,1)=mC_inv(2,1)*mA(1,1)+mC_inv(2,2)*mA(2,1)
mE(1,2)=mC_inv(1,1)*mA(1,2)+mC_inv(1,2)*mA(2,2)
mE(2,2)=mC_inv(2,1)*mA(1,2)+mC_inv(2,2)*mA(2,2)

HOv(i)=mE(1,1)*Ztv(i)+mE(1,2)*Ztv1(i)
Kv(i) =mE(2,1)*Ztv(i)+mE(2,2)*Ztv1(i)

write(32,fmt=’(3(£15.10,1x))’) rv(i), HOv(i), Kv(i)
end do

close(31)
close(32)

end subroutine zerilli_rot

Rotina rk4sys_fora

subroutine rk4sys_fora(n,h,x,rt,v4,v5,v6)
implicit none
integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)

real(kind= dp) :: x(0:n)
real(kind= dp), allocatable :: y(:), f£(:,:)
integer :: i, n

real(kind= dp) :: h,rt,v4,v5,v6
allocate (y(0:n), £(0:n,4))

call xpsys_fora(n,x,f(0,1),rt,v4)
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do i =0,n
y(i) = x(i) + 0.5d0xh*f(i,1)
enddo
call xpsys_fora(n,y,f(0,2),rt+0.5d0*h,v5)

do i =0,n
y(i) = x(i) + 0.5d0*h*f(i,2)
enddo
call xpsys_fora(n,y,f(0,3),rt+0.5d0*h,v5)

do i =0,n
y(i) = x(i) + h*£(i,3)
enddo
call xpsys_fora(n,y,f(0,4),rt+h,v6)

do i =0,n
x(1) x(i) + (b/6.0d0)* (£(i,1) + 2.0d0*(f(i,2) + £(i,3)) + £(i,4))
enddo

end subroutine rké4sys_fora

Rotina xpsys_=fora

subroutine xpsys_fora(n,x,f,rt,v4)

implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)
real (kind= dp), dimension (O:n) :: x, f

real(kind= dp) :: rt, v4

integer :: n

! x(0)=21, x(1)=Z

£(0)
£(1)

x(1)
vax*x(0)

end subroutine xpsys_fora

Rotina rtsafe

FUNCTION rtsafe(x1,x2,xacc,rt,MR)
IMPLICIT NONE
integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)
REAL(dp), INTENT(IN) :: x1,x2,xacc,rt,MR
REAL(dp) :: rtsafe
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INTEGER, PARAMETER :: MAXIT=1000
INTEGER :: j

REAL(dp) :: df,dx,dxold,f,fh,fl,temp,xh,xl
call funcd(x1l,rt,MR,fl,df)

call funcd(x2,rt,MR,fh,df)

if ((f1 > 0.0 .and. fh > 0.0) .or. &
(f1 < 0.0 .and. fh < 0.0)) &
print*,’root must be bracketed in rtsafe’
if (f1 == 0.0) then

rtsafe=x1

RETURN

else if (fh == 0.0) then

rtsafe=x2

RETURN

else if (f1 < 0.0) then

x1=x1

xh=x2

else

xh=x1

x1=x2

end if

rtsafe=0.5_dp*(x1+x2)
dxold=abs(x2-x1)

dx=dxold

call funcd(rtsafe,rt,MR,f,df)

do j=1,MAXIT

if (((rtsafe-xh)*df-f)*((rtsafe-x1l)*df-f) > 0.0 .or.
abs(2.0_dp*f) > abs(dxold*df) ) then
dxold=dx

dx=0.5_dp* (xh-x1)

rtsafe=xl+dx

if (x1 == rtsafe) RETURN

else

dxold=dx

dx=f/df

temp=rtsafe

rtsafe=rtsafe-dx

if (temp == rtsafe) RETURN

end if

if (abs(dx) < xacc) RETURN

call funcd(rtsafe,rt,MR,f,df)

if (f < 0.0) then

xl=rtsafe

else

xh=rtsafe

end if

end do

print*,’rtsafe: exceeded maximum iterations’

END FUNCTION rtsafe
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Rotina funcd

SUBROUTINE funcd(x,rt,MR,fval,fderiv)
IMPLICIT NONE
integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)
REAL(dp), INTENT(IN) :: x, rt, MR
REAL(dp), INTENT(OUT) :: fval,fderiv

fval=x+2.0%MR*log(x/(2.0%MR)-1.0)-rt
fderiv=1.0+2.0*MR/ (x-2.0%MR)

END SUBROUTINE funcd

Rotina inversa3x3

subroutine inversa3x3(mG,mH)

implicit none

integer, parameter :: dp= SELECTED_REAL_KIND(15,300)
real(kind= dp), dimension (3,3) :: mG, mH, mI
real(kind= dp) :: detG, omegaA, omegaB, omegaC

integer 1i,j
open(70,file="Teste_matriz_inversa.dat")
omegal = mG(1,2)

omegaB = mG(2,2)
omegaC = mG(3,2)

detG = omegaA*omegaB* (omegaB-omegal) + omegaB*omegaC* (omegaC-omegaB) + omegaCxomegaA*(omegaA - omegaC)

mH(1,1) = (mG(2,2)*mG(3,3)-mG(2,3)*mG(3,2))/detG
mH(1,2) =-(mG(1,2)*mG(3,3)-mG(1,3)*mG(3,2))/detG
mH(1,3) = (mG(1,2)*mG(2,3)-mG(2,2)*mG(1,3))/detG

mH(2,1) =-(mG(2,1)*mG(3,3)-mG(2,3)*mG(3,1))/detG
mH(2,2) = (mG(1,1)*mG(3,3)-mG(1,3)*mG(3,1))/detG
mH(2,3) =-(mG(1,1)*mG(2,3)-mG(1,3)*mG(2,1))/detG

mH(3,1) = (mG(2,1)*mG(3,2)-mG(2,2)*mG(3,1))/detG
mH(3,2) =-(mG(1,1)*mG(3,2)-mG(1,2)*mG(3,1))/detG

mH(3,3) = (mG(1,1)*mG(2,2)-mG(1,2)*mG(2,1))/detG

! Teste da inversa

do i=1,3
do j=1,3
mI(i,j) = mG(i,1)*mH(1,j) + mG(i,2)*mH(2,j) + mG(i,3)*mH(3,j)
write(70,*)"mI(",i,",",j,") = ",mI(i,j)
enddo
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enddo
close(70)

end subroutine inversa3x3
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