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“Nao se pode esperar resultados diferentes fazendo as coisas da
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RESUMO

Neste trabalho é feita uma andlise critica do modelo cosmoldgico criado pelo Dr.
Moshe Carmeli no final da década de 90. Essa andlise consiste em uma revisao
tedrica do que até hoje foi apresentado para o modelo e da aplicacao de testes
observacionais e cosmologicos no mesmo. Nossa analise mostra que embora a teoria
de Carmeli passe por testes cldssicos (avango do periélio dos planetas, deflexao da luz
na presenga de um campo gravitacional) e também por testes cosmoldgicos a baixos
redshifts (z < 1) como supernovas la e oscilagoes actisticas de barions (BAO), ela
apresenta um pior ajuste aos dados cosmoldgicos do que o modelo ACDM. Contudo,
a cosmologia derivada da teoria de Carmeli apresenta o ponto positivo de fornecer um
parametro de densidade para a matéria compativel com o parametro de densidade
da matéria barionica vinculado pela nucleossintese primordial. Isto é, em escalas
cosmoldgicas (z < 1) ndo existe necessidade de forgarmos a existéncia de matéria e
energia escuras. Também apresentamos um modelo cosmolégico derivado da teoria
de Kaluza-Klein, identificando a forma funcional do parametro associado com a 5*
dimensao de forma a produzir uma solucao que mimetiza os efeitos da constante
cosmoldgica no ambito da Relatividade Geral.
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CARMELI’'S COSMOLOGICAL MODEL REVISED - SOME
THEORETICAL AND OBSERVATIONAL CONSEQUENCES

ABSTRACT

In this work it is done a critical analysis of the cosmological model created by Dr.
Moshe Carmeli in the late 90’s. This analysis consists in a theoretical review of what
have been presented for the model so far and of the application of observational and
cosmological tests on it. Our analysis shows that although Carmeli’s theory passes
through classical tests (advanced of the perihelion of planets, bending of light on
the presence of a gravitational field) and also through cosmological tests at low
redshifts (z < 1) like supernovae la and baryon acoustic oscillations (BAO), it
presents a worse cosmological data fit then ACDM model. However, the cosmology
derived from Carmeli’s theory presents the positive side of providing a matter
density parameter consistent with barionic matter density parameter inferred from
primordial nucleosynthesis. That is, on cosmological scales (z < 1) there is no need
to force the existence of both dark matter and dark energy. We also present a
cosmological model derived from Kaluza-Klein theory, identifying the functional
form of the parameter associated to the fifth dimension in such a way that it
produces a solution that mimetize the effects of the cosmological constant in the
scope of General Relativity.
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1 INTRODUCAO

Quando Einstein obteve sua solucao cosmoldgica derivada a partir das equagoes
de campo da Relatividade Geral (RG), ele verificou que a solugdo nao permitia
a existéncia de um universo estacionario. Para contornar esse problema, Einstein
introduziu em suas equagoes uma constante (constante cosmoldgica, A) que permitia

uma solucao cosmolégica estacionaria para descrever o universo.

De fato, na época em que Einstein obteve sua solugao cosmoldgica, ainda nao
existiam dados observacionais que mostrassem um universo em expansao. Essas
observagoes, baseadas em medidas do redshift das linhas espectrais de objetos

distantes, somente foram obtidas por Edwin Hubble em 1929.

Diante dessas observacoes que mostravam um universo em expansao, Einstein chegou
a comentar que a introducao da constante cosmologica nas equacoes de campo da

RG tinha sido o maior erro de sua vida.

Desde entao, inimeros modelos cosmoldgicos baseados na RG foram criados com a

finalidade de descrever o universo - sua origem, estrutura e evolucao.

O modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) é o mais bem aceito

devido a sua simplicidade e concordancia com os dados observacionais.

Contudo, quando comparamos os dados observacionais com a RG, somos forcados
a admitir a existéncia de dois componentes exoticos: matéria escura, responsavel
por 22% da dinamica do universo e energia escura, responsavel por 73% de sua
dinamica (WEILAND, 2010). Assim, apenas 5% do conteudo matéria-energia do
universo é formado por matéria conhecida para nés, a matéria barionica, de forma
que tudo o que conhecemos no universo nao passa de aproximadamente 5% de sua

composicao, sendo o restante desconhecido para noés.

Esses resultados podem ser interpretados como uma falha ou limitacao da RG em
escalas cosmoldgicas, de forma que uma modificacao da lei de gravitacao nessas
escalas talvez possa absorver de forma natural essas duas componentes - matéria
e energia escuras. De fato, uma série de modelos alternativos ou modificados da
RG, surgem como alternativas para se explicar os resultados discutiveis acima

apresentados.



Esse trabalho de mestrado pretende atacar a questao das componentes escuras do

universo sob esse prisma: modificagoes da RG.

Comecamos com uma descricao das equacoes de campo da RG e do modelo
cosmoldgico de FRW delas derivado, assim como do setor escuro do universo (matéria
e energia escura), apresentada no Capitulo 2. Fazemos uma revisao critica do modelo
cosmolégico de Carmeli, proposto no final da década de 90 do século passado. O
modelo consiste basicamente do tratamento do universo como uma brana 5D, em
que a quinta dimensao esta associada a velocidade de expansao do universo. Ou seja,
Carmeli d4 a velocidade de expansao do universo, a mesma importancia (ou peso) das
outras quatro dimensoes espaco-temporais. Numa série de trabalhos desde o final dos
anos 90 (entre eles (CARMELI, 2001a)), Carmeli mostra que a cosmologia derivada
desse modelo 5D pode reproduzir os principais observaveis cosmoldgicos sem a
necessidade de matéria e energia escuras. Por outro lado, Hartnett e colaboradores
fizeram extensoes do trabalho de Carmeli (HARTNETT, 2005; HARTNETT; OLIVEIRA,
2007) mostrando uma série de outras caracteristicas nao exploradas nos trabalhos
pioneiros (incluindo um primeiro estudo sobre a propagagao de ondas gravitacionais
nessa teoria). Essa revisdo é apresentada nos Capitulos 3 e 4. Além de testes
observacionais classicos (Capitulo 5), também aplicamos testes cosmolégicos, como
Supernovas la (SNIa) para um conjunto de 557 supernovas da amostra Union 2
(2010) e levamos em conta as oscilagoes acusticas de barions (BAO). Argumentamos
sobre alguns pontos fracos que emergem da teoria, quando essa é estudada a
altos redshifts (Capitulos 6 e 7). Por fim, apresentamos no Capitulo 8 um estudo
preliminar do modelo gravitacional de Kaluza-Klein, assim como as conclusoes
retiradas desse estudo. No Capitulo 9 descrevemos as perspectivas futuras deste
trabalho.



2 RELATIVIDADE GERAL, MATERIA ESCURA E ENERGIA
ESCURA

A cosmologia estuda o universo como um todo, o que implica em estudar a sua
origem, estrutura e evolucao. De forma geral, esse estudo é feito tendo como base

duas hipoteses: o principio cosmolégico e o postulado de Weyl.

O principio cosmoldgico estabelece que o universo em grandes escalas (maiores que
100 Mpc) é homogéneo e isotrépico. Ja o postulado de Weyl introduz a ideia de um
fluido que permeia o espaco, na qual as galaxias se movimentam como “particulas
fundamentais”. Matematicamente, o postulado de Weyl diz que as linhas de mundo
desse fluido formam uma congruéncia de geodésicas no espaco-tempo, divergindo de
um ponto no passado ou convergindo para um ponto no futuro. Como consequeéncia,
a matéria em qualquer ponto do espaco-tempo possui uma tunica velocidade e o
fluido pode ser tratado como um fluido perfeito (D'INVERNO, 1992).

Toda a dinamica do universo pode ser caracterizada a partir dos dois ingredientes
acima - o principio cosmolégico (que conduz a métrica de Friedmann-Robertson-
Walker) e o postulado de Weyl (que implica que o contetido material do universo
seja um fluido perfeito) - somados a um terceiro ingrediente que relaciona a geometria

a matéria e dita a dinamica do universo, a teoria da Relatividade Geral.

2.1 As Equacoes de campo da Relatividade Geral e a Cosmologia de
Friedmann-Robertson-Walker

As equagoes que relacionam a distribuicdo de matéria-energia do universo com a
geometria do espago-tempo induzida por essa distribuicao sao as equacoes de campo

de Einstein:

G = 8nGT,

nz

(2.1)

em que o tensor de Einstein G, descreve a geometria do espago-tempo e o tensor
energia-momentum 7, os campos de matéria-energia, e tomamos ¢ = 1. No caso

de um fluido perfeito, temos:

TMV - (P + p)“/ﬂ‘u — PYuv, (22)



sendo p e p, respectivamente, a densidade de energia e a pressao do fluido, e
u, = dx,/dr a quadri-velocidade do fluido, onde 7 é o tempo préprio. Como
as particulas do fluido seguem geodésicas ortogonais as hipersuperficies espaciais

t = constante, temos u* = (1,0,0,0).

Usando a ja conhecida métrica de Friedmann-Robertson-Walker (ainda tomando
c=1):

dr?

Tz (6 + sen®0de?) | (2.3)

ds* = dt* — a(t)? {

em (2.1), obtemos duas equagoes independentes, que sao:

. 2
a k 81
a r_ o 2.4
(&) +5=55 (2.4
(]
i a\? k
2— 4+ (—) + == —38nGp, (2.5)
a a a

em que k é a curvatura da se¢ao espacial e o ponto denota derivadas com relacao ao
tempo. A equagao (2.4) é conhecida como equagao de Friedmann. Veja que devido a
homogeneidade e isotropia assumidas para o universo, tanto p quanto p dependem

apenas do tempo.

Subtraindo (2.4) de (2.5) é possivel eliminar a curvatura e obter a equagao para a

aceleracao do universo na forma:

a ArG
PR (p+ 3p). (2.6)

Uma vez que o tensor de Einstein deve satisfazer as identidades de Bianchi (V,G* =

0), segue de (2.1) que V, 7" =0, o que nos conduz a equacao da continuidade:

/')+3§(p+p) =0. (2.7)



A especificagado completa de um modelo cosmolégico derivado da RG ¢é feita a
partir da equacao de estado do fluido, que permite relacionar p e p. Tomando

p = p(p) = wp, obtemos:

0= po (%)3 exp {—3 /0 wgf/)da'] . (2.8)

No caso w = constante, temos:

CL0>3(1+W) (
. 2.9)

P = Po <—
a
Na cosmologia derivada da RG, podemos destacar trés cendrios, que sao os da

matéria relativistica, matéria nao-relativistica e do vacuo quantico, abaixo descritos:

a) matéria relativistica (w = 1/3), que implica em p, o< a™*;

b) matéria nao-relativistica (w = 0), que implica em p,, o< a™?;

c) vacuo quantico (w = —1), que implica em py = ppo = constante. Observe
que para o vacuo quantico 7, = pag,., de forma que seu efeito nas equagoes de
campo de Einstein é o mesmo causado pela adicao de uma constante cosmolégica

nessas equacoes.

Em razao do universo conter diferentes constituintes, o tensor energia-momentum
do fluido que o permeia é a soma desses constituintes. Assim, as Equagoes (2.4) e

(2.6) sao reescritas como:

SN 2 N
a k 8¢
=1
€
a 4nG
5 = —T E (pi + 3]?1) (211)

=1



Desde que os componentes do universo estejam desacoplados, seus tensores energia-

momentum conservam-se separadamente, de forma que:

. a

em que p; e p; sao, respectivamente, a densidade e a pressao do i-ésimo componente

do universo.
2.2 Matéria Escura

A matéria escura é uma forma de matéria que nao emite, nao absorve e nao espalha
luz. Em outras palavras, ela nao interage com a forca eletromagnética. A tnica
forca com a qual ela interage é a da gravidade. A maior parte da matéria no
universo é supostamente formada pela matéria escura, assim ela desempenha um

papel importante nos processos de formacao de estruturas do universo.

A primeira indicacdo da possivel existéncia de matéria escura veio do estudo
dindmico de nossa galdxia. O astronomo James Jeans (JEANS, 1922) reanalisou
os movimentos verticais de estrelas proximas ao plano da galaxia, que havia sido
estudado por Jacobus Kapteyn (KAPTEYN, 1922). Ambos calcularam a densidade
de matéria proxima ao Sol e estimaram a densidade devido as estrelas proximas ao
plano galactico. Kapteyn concluiu que a densidade espacial das estrelas conhecidas
era o suficiente para explicar os movimentos verticais, enquanto, em contraste,
Jeans indicou a presenca de duas “estrelas escuras” para cada estrela visivel. Ao
desconhecido componente dessas “estrelas escuras”, Jeans deu o nome de matéria

escura.

A segunda indicacao foi obtida por Fritz Zwicky, em 1933 (ZWICKY, 1933). Em
seu trabalho, ele aplicou o teorema do virial ao aglomerado de Coma, percebendo
que as estrelas e gases visiveis nao teriam massa o suficiente para prover a atragao
gravitacional necesséria para manter o aglomerado unido (ele obteve um valor cerca
de 160 vezes maior que o esperado para a matéria luminosa). Zwicky entao concluiu
que havia muito mais massa no aglomerado do que a que poderia ser atribuida a

matéria conhecida (visivel).

Por volta de quatro décadas depois, na década de 70, através de uma série de estudos
de Vera Rubin et.al sobre curvas de rotagao de galdxias (RUBIN; FORD, 1970),(RUBIN



et al., 1970),(RUBIN; FORD, 1971),(RUBIN et al., 1973)), surge uma nova evidéncia da
existéncia de matéria escura no universo. Em seus estudos sobre o movimento de
rotacao das galaxias, ela descobriu que suas velocidades de rotacao crescem até certo
valor do raio da galdxia e depois permanecem aproximadamente constantes (Figura

2.1).
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Figura 2.1 - Curvas de rotacao de algumas galaxias.
Fonte: Rubin et al. (1982)

Suponhamos que uma estrela de massa m esta em oérbita circular de raio r e com
velocidade orbital v ao redor do centro de uma determinada galdxia. Essa estrela

estard sujeita a uma forca:

F=m— (2.13)

r

que aponta em dire¢ao ao centro da galdxia (forca centripeta). Se igualarmos essa
forca a forga gravitacional exercida sobre a estrela por toda a massa galactica interna

a sua Orbita:



F=aG o (2.14)
temos
v? M(<r)
—=G 2.15
r 2 (2.15)
e assim:
GM(<
p= | EM=) (2.16)
r
Para as regioes onde v é constante (v = cte), temos:
(cte)’r = GM(< 1), (2.17)
que implica em
M(<r)or. (2.18)

Assim, com o aumento do raio, a massa da galaxia deve continuar aumentando,

mesmo depois de atingir o ponto onde nao ha mais matéria visivel e conhecida.

Em termos gerais, podemos classificar a matéria escura como quente ou fria, sendo

que:

e matéria escura quente: consiste de particulas que eram relativisticas no
momento em que desacoplaram dos outros componentes do universo. Se toda a
matéria escura do universo fosse quente (no sentido acima), as primeiras estruturas
a se formar deveriam ser grandes e muito massivas, enquanto que as estruturas
menores seriam formadas por fragmentacao das estruturas maiores (cendrio “top-
down”). O canditato natural para a matéria escura quente é o neutrino com massa
de alguns eVs (CALDWELL; MOHAPATRA, 1993),(KLYPIN et al., 1993),(DODELSON;
WIDROW, 1994).



e matéria escura fria: consiste de particulas que eram nao-relativisticas no
momento em que desacoplaram dos outros componentes do universo. Nesse caso é
possivel formar estruturas pequenas e pouco massivas desde o inicio, possibilitando
um cenario hierdrquico de formagao de estruturas (cendrio “bottom-up”), coerente
com o espectro de flutuagoes primordiais previsto pela teoria. Possiveis candidatos
a matéria escura fria sao as particulas supersimétricas previstas pelas teorias de
grande unificagdo (BERTONE et al., 2005),(SPRINGEL et al., 2008),(HECKMAN; VAFA,
2009).

Espera-se que uma parte da matéria escura seja barionica pela discrepancia entre
o valor €, ~ 0,05 deduzido da nucleossintese do Big Bang e o mesmo parametro
associado as estrelas visiveis, gases e poeira, Q,, o« 0,01 (PERKINS, 2003). Pelo
menos uma parte dessa matéria escura barionica deve ser encontrada na forma dos
chamados MACHOs (Massive Astrophysical Compact Halo Objects) (VENKATESAN
et al., 1999),(PRATT, 1997). Ainda néo se sabe se esses objetos podem compor toda
a matéria escura barionica. De qualquer modo, como ja foi dito, a matéria barionica

faz uma pequena contribuicao para a densidade total do universo.

Em particular, o Grande Colisor de Hadrons (Large Hadron Collider - LHC)
trabalhard com energias da ordem de TeV, podendo comprovar a existéncia de
particulas supersimétricas. Esse experimento, dessa forma, poderda nos dar uma

resposta a essa importante questao: o que é a matéria escura?
2.3 Energia Escura

A energia escura é uma forma de energia que estd distribuida por todo o espaco
e tende a acelerar a expansao do universo. A principal caracteristica da energia
escura € possuir uma pressao negativa, isto é, apresentar uma equacao de estado do
tipo p = —p (vide segao 2.1 desta dissertacao). De acordo com a RG, o efeito de
tal pressao negativa seria semelhante qualitativamente, a uma forca que em larga

escala, age em oposicao a gravidade.

A natureza da energia escura é um dos maiores desafios atuais da fisica e da
cosmologia. Existem hoje muitos modelos fenomenolédgicos diferentes, contudo os
dados observacionais ainda estao longe de selecionar um em detrimento aos demais.
Isso acontece pois a escolha de um modelo de energia escura depende de um bom

conhecimento da variacao temporal da taxa de expansao do universo, o que exige a



observacao de propriedades de objetos a distancias muito grandes.

A sua descoberta em 1998 foi um choque para os astronomos por se tratar de um
conceito contra-intuitivo. A evidéncia observacional veio do estudo das supernovas
tipo Ia (SN Ia) pelos grupos Supernova Cosmology Project (RIESS, 1998) e High
Redshift Supernova Team (PERLMUTTER, 1999). Em seus trabalhos independentes,
os dois grupos acima citados, esperavam que o brilho das supernovas fosse maior
do que seus redshifts indicariam, o que implicaria numa expansao desacelerada. No
entanto, encontraram um brilho mais fraco que o esperado, indicando assim um

universo em expansao acelerada.
Alguns modelos de energia escura sao descritos abaixo.
2.3.1 Constante Cosmoldgica

A explicagdo mais simples para a natureza da energia escura é de que se trata da
energia do vacuo quantico, caso em que seria uma entidade constante no tempo e

descrita matematicamente pela introducao da constante cosmoldgica nas equagoes

de campo da RG.

Como dito anteriormente, a cosmologia nos fornece 24 ~ 0,73 ou py ~ 0, 73p., em
que p. ¢ a densidade critica do universo (p, = 3HZ/87G). Dessa forma, em unidades

fisicas temos ppy ~ 1072%gem =3 ~ 1074"GeV4.

Contudo, se somarmos as energias de ponto zero de todos os modos normais de
algum campo escalar de massa m até um comprimento de onda A, nés obtemos para

a energia do vacuo (tomando i = ¢ = 1) (WEINBERG, 1989):

Mrk2dk 1 A\
{pn) :/ " VEZ +m? ~ (2.19)
0

(2m)3 2 ~ 16m2°

Considerando que a RG ¢é vélida até a escala de Planck, em que A ~ (87G)~/2, o

resultado fica:

{pp) =~ 10" GeV*™. (2.20)
Dessa forma, embora o modelo ACDM obtenha sucesso para explicar as medidas de
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distancia de luminosidade de supernovas la (RIESS, 1998), (PERLMUTTER, 1999),
espectro de raios-X de aglomerados (ALLEN et al., 2004), BAO (EISENSTEIN et al.,
2005),(PERCIVAL, 2010) e dados de idades de galdxias (JIMENEZ et al., 2003), sendo
por isso apelidado de modelo de concordancia césmica, a discrepancia acima entre os
valores para a densidade de energia do vacuo nos leva a considerar outros modelos

de universo.
2.3.2 Modelo ¢CDM (Quintesséncia)

Neste cenario, a atual fase de expansao do universo tem sua origem num
campo escalar ¢ minimamente acoplado, cuja dinamica ¢é determinada por sua
energia potencial. Esses modelos sao denominados ¢CDM e a energia escura que
tem sua origem num campo escalar recebe o nome de quintesséncia (RATRA;
PEEBLES, 1988),(PEEBLES; RATRA, 1988),(WETTERICH, 1988),(CALDWELL et al.,
1998),(ALBRECHT; SKORDIS, 2000),(PADMANABHAN, 2002).

2.3.3 Gas de Chaplygin

Considera a existéncia de uma componente que se comporta inicialmente com pressao
nula e posteriormente com pressao negativa, fazendo o papel tanto de energia escura
quanto de matéria escura, dando origem aos chamados modelos de quartesséncia
(BILIC et al., 2002),(BENTO et al., 2002),(LIMA et al., 2008).

2.3.4 Modelo CCDM

Neste modelo, a matéria escura fria é criada a partir de flutuagoes de origem quantica
do campo gravitacional (STEIGMAN et al., 2009),.

2.3.5 Modelo XCDM

Considera que a energia escura possui uma equagao de estado w = p,/p, negativa,
podendo ser constante (TURNER; WHITE, 1997),(CHIBA et al., 1997),(CHIBA et al.,
1998),(CALDWELL et al., 2003),(LIMA et al., 2003) ou varidvel (LINDER, 2003).

2.3.6 Modelo A(t)CDM

Neste modelo considera-se uma interacao entre a constante cosmologica e a
matéria escura fria, resultando em A varidvel (OZER; TAHA, 1986),(FREESE et al.,
1987),(OVERDUIN; COOPERSTOCK, 1998),(LIMA; TRODDEN, 1996).
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2.3.7 Modelos Inomogéneos

Esses cendrios preservam a isotropia do universo mas quebram a sua homogeneidade,
levando a métricas distintas da de FRW (equacgao 2.3) (CéLéRIER, 2007),(ISHAK et
al., 2008).

2.3.8 Modelos de Brana

Esses modelos consideram que o universo possui uma dimensao espacial a mais, que
¢ percebida apenas pelos gravitons, provocando uma diluigao da gravitagdo (DVALI;
GABADADZE, 2001).

2.3.9 Modelos f(R)

Neste caso, a lagrangeana da gravitacao é uma funcao genérica do escalar
de Ricci (KERNER, 1982),(VOLLICK, 2003),(VOLLICK, 2004),(ALLEMANDI et al.,
2004),(ALLEMANDI et al., 2005).

2.3.10 Modelos Cinematicos

Procuram determinar os parametros cinematicos do universo, como constante de
Hubble, parametro de desaceleragao, jerk; de forma independente de modelos
(CUNHA, 2009).
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3 A COSMOLOGIA DE CARMELI

Em uma série de trabalhos (CARMELI, 1995),(CARMELI, 1996),(CARMELI,
1997),(CARMELI, 2000),(CARMELI, 2001a),(CARMELI, 2001b),(CARMELIL, 2002),
Moshe Carmeli apresenta as bases do seu modelo cosmoldgico, que considera
a velocidade de expansao do universo como um parametro que, no contexto
cosmoldgico, deve também ter carater dimensional, dando origem ao espago-tempo-

velocidade.

Nos seus primeiros modelos, Carmeli considera um universo 4D, trocando a varidvel
tempo pela velocidade de expansao do universo. Posteriormente, trata o elemento
de linha de sua teoria como 5D, reintroduzindo o tempo no elemento de linha e
mantendo a velocidade. O presente capitulo pretende fazer uma revisao dos modelos

cosmologicos 4D e 5D de Carmeli.
3.1 O Modelo Cosmolégico de Carmeli em 4D
3.1.1 Relatividade Especial Cosmolégica

Antes de ter criado o modelo cosmoldgico 5-D, Carmeli elaborou uma extensao
dos principios da RG para escalas cosmoldgicas, que tem como ponto de partida
a expansao do universo ao invés da propagagao da luz, como na RG. Como
consequencia, as coordenadas a serem usadas sao distancia e velocidade, formando

o espago-velocidade, e nao o tradicional espago-tempo.

A métrica espaco-velocidade em coordenadas de Minkowski é dada por:

ds* = T2 dv® — (d2® + dy® + dz?), (3.1)

sendo 7 o tempo de Hubble (inverso da constante de Hubble), uma constante de
valor 12,16 x 10? anos!. Seu papel nessa teoria é o mesmo da velocidade da luz ¢ na
Relatividade Especial e o papel da velocidade v nao é de ser a derivada temporal da

distancia, ela obedece a lei de Hubble, dada por v = Hyr.

'Embora a idade do universo inferida pela analise conjunta WM AP + BAO + Hy (JAROSIK,
2010) seja 13,7540, 11 x 10° anos, nés preferimos manter nesse capitulo o valor usado por Carmeli,
j& que aqui fazemos apenas uma revisao do seu modelo. As contribuicées originais do nosso trabalho
(andlise critica desse modelo) serdo dadas nos proximos capitulos.
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Baseado no elemento de linha (3.1), Carmeli desenvolveu a relatividade especial
cosmoldgica (REC) (CARMELI, 2002). Nessa teoria, as velocidades de recessao das
galédxias e as distancias entre elas num universo em expansao sao unidas em uma
variedade quadridimensional pseudo-Euclidiana. A lei de Hubble é assumida e é
escrita em uma forma invariante que permite a derivagao de uma transformacao
quadridimensional que ¢é similar a transformacao de Lorentz, onde o parametro dessa

nova transformacao serd a razao entre o tempo césmico t e 7.

Dessa forma, as transformagoes abaixo, entre as quatro variaveis z, y, ze ve z’, ¥,
z” e v’, relacionam quantidades fisicas em diferentes tempos cdésmicos no limite de

gravitagao fraca ou nula, e sao dadas por:

tx
Gl
v = th , (3.2)
==
—t
o= 1;2 , (3.3)
==
Y=y (3.4)
(§
2=z (3.5)

As equagoes (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) sao as transformagdes cosmoldgicas do “tipo-
Lorentz” e como podemos ver, sao muito similares as ja conhecidas transformacgoes

de Lorentz:
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Y — C; , (3.6)

-2

—t

o = "”—1;2 (3.7)

-2
y =y (3.8)

(§]

Z =z (3.9)

Na REC, o tempo césmico relativo faz o papel da velocidade relativa na teoria da
relatividade especial de Einstein. As transformacoes (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) deixam
invariante o tempo de Hubble 7, assim como as transformagoes de Lorentz deixam

invariante a velocidade da luz c.
3.1.2 Relatividade Geral Cosmolégica

Antes de descrevermos os principios que foram tomados para a elaboracao da
Relatividade Geral Cosmolégica (RGC), assim como tratarmos de analisé-la

quantitativamente, vejamos algumas propriedades da teoria:

e descreve a gravitacao como um espago-velocidade quadridimensional;
e assume a lei de Hubble como lei fundamental,

e estende a lei de Hubble, para que essa incorpore a gravitagao;

e trata de “fatias” do universo onde o tempo é constante.

Os fundamentos de uma teoria de gravitacao sao baseados no principio da
equivaléncia e no principio da covariancia (EINSTEIN, 1955). Esses dois principios
nos levam imediatamente a percepcao de que a gravitacao deve ser descrita por um
espago-tempo quadridimensional (nessa teoria, espago-velocidade) e que as equagoes

de campo e as equagoes de movimento devem ser escritas na forma covariante. Esses
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principios também foram adotados na elaboracao da RGC.

Fazendo com que g,,, seja a métrica da variedade quadridimensional e que o elemento
de linha seja dado por ds* = g,,dztdz”, o que diferencia a RGC da RG é que no
nosso caso, para a coordenada x° temos Tv, (coordenada tipo-velocidade) ao invés de
2% = ct (coordenada tipo-tempo), como na RG. As outras coordenadas x%, i = 1,2, 3,
sao do tipo espaco, como na RG. Essa escolha de coordenadas leva diretamente a
expansao do universo no espago-velocidade quando tomamos ds = 0 (como veremos

a seguir).

As equacgoes de campo da RGC, como no caso da RG, relacionam geometria a fisica.
A geometria é descrita pela combinacao do tensor de Ricci e do escalar de Ricci,
enquanto a fisica é expressa pelo tensor energia-momentum, que nessa teoria tem
um significado fisico diferente do apresentado na teoria de Einstein. A constante de

acoplamento, que relaciona geometria a fisica, também é diferente.

As equagoes de campo, assim como na RG, sao:

1
G =R, — EgWR = kT,,, (3.10)

em que k = 87G/c*1? (enquanto que na RG era dado por 87G/c?), com G sendo a

constante gravitacional.

O tensor energia-momentum 7}, ¢ construido como na RG, mas com a velocidade
da luz sendo substituida pelo tempo de Hubble. Na RG, se p é a densidade média
de massa do universo, entao ¢ assumido que 7, = pu,u,, onde u, é a quadri-
velocidade e toma-se Tpg = pc?, assim, quando 7}, = 0, temos as equagoes de campo
para o vacuo. Ja na cosmologia de Carmeli, no entanto, nao consideramos que haja
uma situacao onde p possa ser zero porque o universo esta preenchido com matéria
em todos os pontos, portanto mesmo que haja regioes com densidade muito baixa,
essa densidade ainda sera diferente de zero. Para termos zero do lado direito da
equacao de campo, tomamos Ty nao igual a p, mas igual a perr = p — pc, onde pesy
representa a densidade efetiva e p. é a densidade de massa critica, uma constante de
valor 3/87G72, cujo valor numérico é ~ 107%g/cm? (alguns &dtomos de hidrogénio

por metro ctbico). Assim, temos:
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Ty = Pefrtbplly (3.11)

para o tensor energia-momentum, em que u* = u, = v’ = u, = (1,0,0,0).

No espago-velocidade quadridimensional, o elemento de linha com simetria esférica

¢ dado por:

ds® = T2dv? — e*dr? — R*(d6? + sen®0d¢?), (3.12)

em que ¢ e R sao fungoes de v e r apenas. A métrica acima mostra que a area da
esfera de r = constante é dada por 4mR? e que R deve satisfazer R’ = OR/0r > 0.
Na RG, quando assumimos ds = 0, obtemos a equacao de propagacao dos fétons. E
interessante verificar que tipo de informacao essa hipdtese nos traz no contexto da
RGC. Assim, tomando ds = 0 e assumindo que o universo se expanda de maneira

esfericamente simétrica (df = d¢ = 0), reescrevemos (3.12) como:

2dv? — efdr? = 0, (3.13)
d
d—z = re /2, (3.14)

A equagao diferencial (3.14) representa um universo em expansao acelerada. Note
que para isso, nao foi necessario a introducao da constante cosmoldgica nas equagoes
de campo, apenas assumimos que a geometria do universo deve ser tratada como

um espago-velocidade ao invés de um espago-tempo.

Para termos uma plena noc¢ao do comportamento de dr/dv, devemos encontrar a
funcao & = £(v,r). Para isso, resolvemos as equagdes de campo dadas por (3.10).

Multiplicando (3.10) pela forma contravariante da métrica g"”, temos:

1
g#VRp,V - §QWQWR - ]CQWTW, (315)

em que
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J"R,, = R, (3.16)

9" G = 4 (3.17)
e

g"T, =T. (3.18)
Assim, temos:

R=—FKT. (3.19)

Substituindo a equagao (3.19) em (3.10), temos:

1
Ry + 59T = KT, (3.20)

e finalmente podemos reescrever nossa equagao de campo como:

1
R, =k (TW — §gWT> ) (3.21)

em que o tensor energia-momentum para um fluido perfeito T,

w, por andlise

dimensional?, deve ser escrito como:

T = (7-2peff + TZC_Qp)uMu,, - TQC_ngW, (3.22)

e de (3.12):

20 tensor de Einstein G, continua tendo a mesma unidade, mas como vimos, a constante de
acomplamento k assume um novo valor, agora de unidade e¢m/gs?, logo, a unidade de T, deve ser
gs?/em?
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G = (1, —€*, —R?* — R?sen’0). (3.23)

Assim, temos para os componentes do tensor energia-momentum diferentes de zero,

0 que segue:

Too = T2pes s (3.24)
Ty, = 72 ?pef, (3.25)
Ty = T2 *pR? (3.26)
e
Ty = T2 *pR?sen’®0. (3.27)

Escrevemos o trago 7' do tensor energia-momentum (usando a equagao (3.18)) como:

T = 7pess — 37°¢ ?p. (3.28)

Ja os componentes do tensor de Ricci diferentes de zero sao:

1. 2. 1,
Roo = —55 - }—%R - 15 ; (3.29)
1 . 2.
Ry = =R€— =R 3.30
01 R f R ) ( )
Ry = ¢t 15+ 15’2 + lRé + l(5’1%’ —2R") (3.31)
H 2° " 4 R R ’ '
.1 .. ) 1
Roy = RR + 5RRg +R*—et <RR” — §RR’£’ + R’2> +1, (3.32)

19



Ry3 = Roysen?d. (3.33)

Com as equagOes (3.24)—(3.32) (a equagdo (3.33) ndo contribui com novas

informagoes), podemos a partir de (3.21) escrever os componentes das equagoes

de campo:
1. 2. 1. 1 _
— 5t g R €= kT gy +3¢7p), (334)
1 .. 2.
¢ 1. 1'2 L. 1 1 ! 7 1 2 ¢ -2
e ( J6+ & + RBRE) + (€ —2R") = Sk e (pess — ¢77p) (3.36)
e

R 1 1
RR+ §RR§—|—R2 —e¢ (RR” — §RR'5/ + R’Z) +1= §kT2R2(peff —c7?p), (3.37)

que podemos reescrever como:

e 4. 1. B
— €= 2l = S8 = kr(pugy +3¢7p), (3.38)
2R — R¢ =0, (3.39)
.. 1 ) 2 .. —¢ 2 " 4 " 9 _92
E+ 58+ plE+e™ | RE = R ) =kt (pegy —7p) (3.40)

/ 2
lR/€/_2(£) _ER//

_ 2 2
R R R - kT (pEff c p)

(3.41)

L\ 2
2 . R 1.. 2
= 21 = — = -
RR—!— (R) +RR£+R2+6
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Com certa manipulacdo algébrica nas equagoes (3.38)—(3.41), chegamos ao seguinte

conjunto de equacoes independentes:

eS(rRR + R? +1) — R? = —kr’c 2 R?p, (3.42)

QR —Ré=0

1

SN\ 2
1 .. R
675 + ER& —+ <E> —+ ﬁ = l{?TQ)Oeff- (343)

]‘ !~/ R/ 2 2 /!
ﬁRf—<ﬁ) - gl

Uma solucdo da equagao (3.39) que satisfaca a condi¢ao R’ > 0 pode ser dada por:

R/?
é p—
e 5 () (3.44)
pois disso, temos:
R/2
=In|——— .
=i |7 (349)
. 2R

em que f(r) é uma funcao arbitraria da coordenada r e satisfaz a condic¢ao f(r)+1 >
0, pois a exponencial ¢ naturalmente deve ser maior que zero. Substituindo (3.44)

em (3.42), chegamos a:

2RR + R* — f(r) = —kc 272 R?p. (3.47)

Substituindo (3.44) em (3.43), temos:
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L+ f(r)
R/2

lR/é-/ _ <£/>2 _ ER//

-\ 2
1.. (R 1 )
R R R + }—zR§ + <—> + — =k7 Peff- (348)

Com isso, derivamos £ com relagao a r, encontrando:

_ 2R// f/(r)

’ - 3.49
¢ R 1+ f(r) (349)
que substituido em (3.48) e com um pouco de &lgebra, resulta em:
1 S 1/ L. 2 2
SRR — J()) + 2[R = £()] = krpy. (350)

A solucao mais simples das equagoes (3.47) e (3.50) que ainda satisfaca a condigao
R >0¢

R=r. (3.51)

Substituindo (3.51) em (3.47) e (3.50), temos:

f(r) = ke *7°pr? (3.52)

fi(r)+—== —k7'2,06ff7“, (3.53)

respectivamente. A solugao da equagao (3.53) serd a soma da solugdo da equagao

homogénea

Fir)+ =< =0, (3.54)
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com uma solucao particular. As solucoes sao dadas respectivamente por:

2G
filr) =— 02:1 (3.55)
e
k 2 2
fa(r) = T PefsT (3.56)

A solugao fi(r) é irrelevante no nosso problema pois vai a zero para grandes valores

de r, assim, tomamos f2(r) como solucao geral:

k k k
fr) = fa(r) = —gTQPeffT2 = —572@ — pe)r? = —gszC (ﬁ — 1> r%. (3.57)
Substituindo os valores de k e p., chegamos a:
1-Q,,
flr) = WTZ, (3.58)
em que £, = p/pe.
Assim, reescrevemos (3.52) como:
1—Qn, 1-Q, _
p=— "= g o = 3,46 107°(1 = Q)9 ems? (3.59)
e a equagao (3.44) como:
1-Qn
e t=14+f(r)=1+ 2, (3.60)

c272

Podemos finalmente substituir esse resultado na equacao de expansao do universo
(3.14), obtendo:
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d 1-Q
U YA % (3.61)

dv A2
3.2 O Modelo Cosmolégico de Carmeli em 5D
Se adicionarmos o tempo ao elemento de linha (3.1), teremos:
ds® = dt* — (da* + dy® + dz*) + T2 dv?, (3.62)

(por conveniéncia, deixamos a velocidade agora como sendo o quinto termo do

elemento de linha) tendo assim uma variedade de cinco dimensodes (trés espaciais,

N

uma temporal e uma de velocidade) que formam o espago-tempo-velocidade. A

velocidade constante, a equagao (3.62) nos leva ao elemento de linha de Minkowski:

ds* = Adt* — (do* + dy* + d2?), (3.63)

a tempo constante, ao elemento de linha (3.1):

ds* = m2dv® — (d2® + dy® + dz?) (3.64)

e em um ponto fixo do espago (dz = dy = dz = 0), nos d4 um novo elemento de

linha bidimensional:

ds® = T2dv® + Adt*. (3.65)

No caso 5D, trabalhamos com uma métrica dada por:
+ 0
0 0
I = 0 0 -1 0 0 ; (3.66)
0 0
0 +
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(onde ¢ e T sado tomados como 1) que podemos encarar como um anélogo a métrica

de Minkowski no caso 5D:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Guw =10 ~1 0|, (3.67)
0 0 -1 0
0 0 0 1

com pequenas perturbagdes (s e ) nas dimensdes nao espaciais.

Para tratar da expansao do universo no modelo 5D, escrevemos o elemento de linha

da métrica (3.66) como:

ds® = (1 +¢)dt* — dr* + (1 + ¢)dv?, (3.68)

onde dr? = (dz')? + (dz?)* + (dz?)?. Na equagao acima, dt (o intervalo de tempo das
observagoes) é muito pequeno se comparado com dr (o deslocamento das galdxias na
expansao do universo), assim podemos tomar dt = 0. Como vimos na se¢ao anterior,
quando queremos tratar da expansao do universo nessa teoria, tomamos ds = 0,

assim temos:

0= —dr’+ (1+ p)dv*, (3.69)
dr\?
— ] =1 3.70

dr
— =4/1 3.71
= Vite (3.71)

como equagao para a expansao do universo.

Mais uma vez, para compreendermos o comportamento de dr/dv, devemos trabalhar
com as equagoes de campo da determinada métrica (agora, com o intuito de

encontrar o valor da funcao ¢).
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Multiplicando a equagao de campo (3.10) por g7, podemos reescrevé-la como:

v 1 v v
Ry, — S0/R = KT}, (3.72)

Vamos tomar o componente (00) dessa equagao. O componente (00) do tensor de

Ricci e o escalar de Ricci (para a métrica (3.66)) sdo dados respectivamente por:

1
Ry = §(V2§ — G414 — P,00) (3.73)

R = V2§ + VQQO — G444 — P 00- (374)

Assim, o componente (00) da equacao (3.72) fica (usando o fato de que de (3.11)

retiramos T¢) = pes tomando 7 = 1):

1 1
§(V2§ — G4 — P00) — 558(V2§ + V2S0 — a1 — P00) = 871G (p — pe), (3.75)

que quando dividimos por p. e substituimos o valor da constante, nos leva a:

8rG (G
T(V% —G44 — 90,00) - T(VZS“ + VZ(P —S44 — 90,00) = 87TG(Qm - 1)7 (3-76)

que com certa algebra, resulta em:

V2o =6(1 - Q). (3.77)
A solugao da equagao acima é:
o = (1= Qn)r* + o, (3.78)
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em que g = —Rg/r e Rg é o raio de Schwarzschild em unidades relativisticas
(Rs =2GM). Assim:

2GM
o= (1—Q,)r* - Cja . (3.79)

Voltando a equagao da expansao do universo (3.71), temos agora:

2GM
dr—\/1+(1—9m)r2— GM (3.80)

dv r

Para grandes valores de r, o terceiro termo do lado direito da equacao pode ser

ignorado. Assim:

% = /14 (1 —Q)r2. (3.81)

Inserindo as constantes ¢ e 7 que tomamos como 1 em (3.66), chegamos a:

r2, (3.82)

como equagao para a expansao do universo (resultado idéntico ao da equagao (3.61)).
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4 ALGUMAS CONSEQUENCIAS DO MODELO COSMOLOGICO DE
CARMELI

Neste capitulo descreveremos algumas consequéncias que derivam do modelo
cosmolégico de Carmeli. Em particular, obteremos a expressao da lei de Hubble
valida quando z — 0. Em seguida apresentaremos as solucoes cosmolégicas para
0 universo em expansao. Veremos também que a cosmologia de Carmeli permite
que €, = €, em escalas cosmolégicas . Dessa forma, nessas escalas nao existe,
em principio, necessidade de supormos a existéncia de matéria escura no universo.
O capitulo termina comparando as equagoes de campo da RG com as equacoes de
campo de Carmeli. Dessa comparacao, ¢ possivel obter A ~ 1073*s72, que é o valor

atualmente inferido via RG para a constante cosmolégica.
4.1 Equacao da expansao do Universo como extensao da Lei de Hubble

O segundo termo dentro da raiz quadrada na equacao (3.83) representa o desvio da
lei de Hubble padrao, devido a gravidade (como foi dito no inicio da segao 3.1.2, o
modelo cosmologico de Carmeli estende a lei de Hubble, para que essa incorpore a

gravitacao). Sem esse termo, temos:

dr

— = 4.1

=T (
r=r71v+b, (4.2)

em que b é uma constante de integragao. Tomando b = 0 (situagdo em que para

r=0,v=0), temos:

r=To, (4.3)

v = H()T‘, (44)

que ¢ a lei de Hubble padrao.

1Carmeli usualmente define escalas cosmolégicas em seus trabalhos como o universo até z ~ 1,2

29



4.2 Solugoes da equagao de expansao do Universo

A integragao da equagao (3.83) é feita através das seguintes substituigoes:

seny = g,Qm > 1, (4.5)
cT
em que
C=vVQn—1 (4.6)
e
senhy = ﬂ,Qm <1, (4.7)
cT
em que
n=+1—Q,. (4.8)

Analisemos primeiramente o caso 2, > 1. Derivando a equacao (4.5), temos:

cosxdy = £dr, (4.9)
cT
dr = %cosxdx. (4.10)

Substituindo dr na equacdo (3.83) e escrevendo (1 — Q,,) como —(€2,, — 1), por

conveniencia, temos:
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?COSX% =74/1— W’ (411)
gcosxj—x =+/1— sen?x, (4.12)
v
dx = £dv. (4.13)
c

Integrando a equacgao acima, chegamos a:

X = %v +d, (4.14)

sendo d uma constante de integracao. Da equagao (4.5), em y = 0, temos r = 0 e

consequentemente v = 0, entao d = 0. E assim:

X = %v. (4.15)

Substituindo o resultado em (4.5), chegamos a:

r=—sen-—, (4.16)

que descreve uma expansao desacelerada.

Analogamente, para 2, < 1, tem-se:

dr = zcoshxalx, (4.17)
n
d
C—Tcoshxd—x = T7+/1+ senh?y, (4.18)
n v
dx = ﬂdv, (4.19)
c

que resulta em:
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r= C—Tsenhﬂ, (4.20)
n c

que descreve uma expansao acelerada.
Para Q,, = 1 (como ja foi mostrado), temos:

d*r

— =0 4.21
cuja solucao ¢ a lei de Hubble padrao:

r=TU, (4.22)

que descreve uma expansao constante.

Para descobrirmos qual dos trés casos é o apropriado no presente, expandimos as

equagoes (4.16) e (4.20) em séries de Taylor. Sabemos que:

- (_1)” 2n+1
(§]
senhx = i L (4.24)
B — (2n+1)! ’ '

ambas equacoes validas para todo valor de x. Tomando os dois primeiros termos

dessa expansao para (4.16), temos:

. %T (%’ _ %%) , (4.25)
=TV (1 - %) . (4.26)
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Repetindo o processo para (4.20), chegamos a:

6¢2

2,,2
r:m(1+””). (4.27)

Usando as equagoes (4.6) e (4.8), as equagoes acima sao reduzidas a:

r=Tu [1 +(1— Qm)g—;} . (4.28)

Isolando Hy na equagao acima (lembrando que v/r = Hy), temos:

2

Hozhll—(l—Qm)v } (4.29)

6c2

sendo h = 1/7. Usando a rela¢ao z ~ v/c, obtemos:

Ho=h {1 —(1- Qm)zﬂ . (4.30)

Como vemos, h esta fortemente relacionado com o sinal do fator (1—€2,,). Se medidas
de h indicarem que ele cresce com z, entdo o sinal de (1 — €2,,) é positivo, assim
2, < 1. Se no entanto h decrescer com o aumento de z , entao o sinal de (1 —€,,) é
negativo, isto é, €2,, > 1. A possibilidade de h nao depender de z indica que €2,, = 1.
Resultados experimentais indicam que quanto menor o redshift, menor sera o valor
de h. Assim, o unico caso que se torna possivel nos dias de hoje é €, < 1, que

representa um universo em expansao acelerada.
4.3 Inexisténcia de Matéria Escura em escalas cosmoloégicas

No que diz respeito ao tratamento da matéria escura por essa teoria, voltemos a
equagao (4.20), substituindo nela o valor de 1 e o valor relativistico de v/¢, dado

por:
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O que obtemos como resultado é:

1 21
senh %\/ 1-— Qm
r=cT Zl 2 . (4.32)

Com o aumento do redshift, o volume varia com (1 + 2)73, dessa forma, podemos

reescrever a equacao acima como:

r=cr . (4.33)

Se nessa equagao usarmos €2, >~ 2, ~ 0,03 (supondo que toda a matéria do universo
seja baridnica), obtemos para 0 < z < 1,2, resultados praticamente idénticos aos da
equagao (4.32) com €, = 0,245 (supondo que a matéria do universo seja composta
por matéria barionica e matéria escura), como mostra a figura abaixo. Assim, nao é

necessaria a suposicao da existéncia de matéria escura em escalas cosmoldgicas.

0.6 -

I L L I
0.5 1 1.5 2

Figura 4.1 - Distancia versus redshift. A curva em linha pontilhada representa a equacao
(4.32) com £, = 0,245 e a curva em linha preenchida, a equacao (4.33)
tomando 2, = 0,03.
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4.4 Valor da Constante Cosmoldgica (A) a partir do Modelo de Carmeli

Dessa teoria, podemos retirar o valor de lambda (A), a constante cosmoldgica das
equagoes de Einstein. As equacoes de campo de Einstein com o termo cosmolégico

Sao:

1
R, — §gm,R + Agu = KT,,. (4.34)

No final da década de 90, os grupos Supernovae Cosmology Project e High-Z
Supernova Team concluiram, a partir de trabalhos independentes, que o universo
atualmente sofre um processo de expansao acelerada. Os valores que ambos grupos
obtiveram para o parametro de densidade da constante cosmoldgica (responsavel
pela aceleragao da expansao) Q5 correspondem a um valor pequeno, mas diferente

de zero para a constante cosmolodgica:

A~10m 2 ~ 10752 (4.35)

Reescrevendo a equagao de campo na forma em que ela é apresentada em (3.73), o

componente zero-zero fica:

1
Rg - 5(58R = kpeff = k(p - pc)7 (436>

com p. = 3/k7? em unidades relativisticas.

Comparando a equagao (4.36) com o componente zero-zero da equagado (4.34),

obtemos:

3

Para encontrarmos o valor numérico de 7, usamos a relagao dada pela equagao (4.30),

onde tomamos €2, = 0,245 e z = 1, obtendo:

Hy = 0.874h. (4.38)
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Tomando Hy = 72kms ' Mpc™?, temos h = 82,380kms ' Mpc=t e como h = 771,

T = 12,16 x 10%anos. (4.39)

Voltando & equagao (4.37), temos:

A =2,036 x 107572, (4.40)

que esta de acordo com o respectivo valor encontrado pelos grupos acima citados.
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5 APLICACAO DE ALGUNS TESTES OBSERVACIONAIS
CLASSICOS

Uma teoria de gravitacao, como a RG, ou como a apresentada nessa dissertagao,
esta sujeita a aplicacao de testes observacionais que podem classificd-la ou nao como
uma teoria bem sucedida na descricao dos fenomenos gravitacionais do universo. E
importante destacar que esses testes se enquadram no regime de campo fraco. Testes

envolvendo gravitacao no regime de campo forte nao serao escopo desse trabalho.

Abaixo, descrevemos a aplicacao de alguns desses testes na RG, e analogamente no

modelo cosmolégico de Carmeli.
5.1 Avanco do periélio dos planetas

Vamos assumir que um corpo massivo produza um campo gravitacional
esfericamente simétrico. Nesse caso, a solugao apropriada na RG é a de

Schwarzschild. Assim, nosso elemento de linha sera:

-1
ds® = (1 - 2_m> dt* — <1 - 2_m) dr? — r*(d6* + sen®0dp?). (5.1)

T r

A lagrangeana é dada por:

2K = g ata”. (5.2)
Assim,
2m\ 2m\ " -2 22 2,202
2K=|1——|t"—(1——) 7 —r°0°—rsen“f¢p° = 1. (5.3)

Nosso proximo passo é desenvolver as equacoes de Euler-Lagrange:

d (0K oK
is (a_) o = (54)

Para p = 0, temos:
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Assim,

Para p = 2:

Assim,

Para p = 3:

2 (5.5)

oK _ (1 _ 2—m) i (5.6)

IR

%_[0( = —r2senfosfd? (5.8)
aa_fg ) (5.9)
©(120) — rsenfeost (5.10)
%_g _ 0 (5.11)

%_g = —r2sen0¢. (5.12)
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Que resulta em:

%(r%en@éﬁ) =0. (5.13)

Para p =1, a equacao de Euler-Lagrange resultante é a seguinte:

d 2m\ * 2 . om\ 2 2 . -
a [2 (1 _ _m) f] _ (1 N _m) tu(l _ _m) (1 + _m) #2120+ 2rsen0d? = 0,
ds r r r r

(5.14)

que nao acrescenta nenhuma informacao relevante para o andamento do calculo

proposto nessa secao.

Integrando a equagao (5.7), temos:

(1 — 2—m) t=1, (5.15)

onde [ é uma constante de integracao. Elevando a equagao acima ao quadrado, temos:

2m\* .,
1——) =1, (5.16)

r

e assim, podemos reescrever o primeiro termo da lagrangeana como:

(1 — 27’”) = (1 — 27m>1 2. (5.17)

Agora, considerando o movimento no plano equatorial (0 = 7/2), temos:

0= (5.18)
senfl =1 (5.19)

39



cosf = 0.

E consequentemente, de (5.13), temos:

e assim:

¢ = q,

sendo ¢ uma constante de integracao.

Assim, a lagrangeana torna-se:

onde u = u(¢),

temos:

L_dr _d
"Ta T

E reescrevemos (5.23) como:

1

u

):

Ldudp  1du

wdpdt | w2del”
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du

= —qd—¢_

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)



12 %2 9 242 9 1
- (-B)E-(-T) 5 (5.26)
q q r q r /4

du\? om\ 1 2 om\ 1
() ()= ()% 27

Diferenciando a equacao acima com relagao a ¢ e lembrando da mudanca de variaveis
(5.24), obtemos:

d*u m )
W‘l—u:q—z—l—Bmu , (5.28)

que é a versao relativistica da equagao de Binet (equagao diferencial orbital
de uma particula num campo gravitacional), diferindo do resultado newtoniano

pela presenca do tltimo termo. Podemos resolver essa equacao pelo método da

perturbacao, introduzindo o parametro:

e="—, (5.29)

que em unidades nao-relativisticas, é adimensional. Assim, reescrevemos (5.28) como:

2,2
W tu= " e (ﬂ) , (5.30)
q m

Wy m

onde passamos a denotar a derivada com relagao a ¢ por

Assumimos que essa equacao tenha uma solucao da forma:
U = Ug + U + 0(52). (531)

Substituindo a solugao em (5.30), obtemos:

2,2
up + ug — % +¢ (u’l’ +up — %) +0(e?) = 0. (5.32)
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Igualando os coeficientes de diferentes poténcias de € a zero, a solugao para a equagao

de ordem zero sera:

m

5 (1 + ecosd), (5.33)

Ug =

<

sendo e a excentricidade da érbita. Substituindo uy na equagao de primeira ordem,

chegamos a:

m
a2

(1+ ecosg)?, (5.34)

"
u; +up =

=

que utilizando algumas identidades trigonométricas, podemos reescrever como:

,, m 1, me 1 me?
=—=|1+= 2—- ————052¢. 5.35
wy + Uy q2( +2€>+ q2003¢—|—2q2 c0s2¢p (5.35)

Se tentarmos uma solugao particular da forma:

u; = C + Cypsend + C3cos20, (5.36)

temos

uy = 2Cyc08¢ — Cypsend — 4C3c0524. (5.37)

Substituindo (5.36) e (5.37) em (5.35), chegamos a:

1 1
2C5cosp—Copsend—4C5c052¢0+C1+Crpsenp+Cscos2¢ = @2 (1 + 562 + 2ecos¢p + 5626082¢) .
q
(5.38)

De onde tiramos:
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1
Cr = % (1 + 58) : (5.39)
Cy = % (5.40)
e
1 me?
Assim, a solugao (5.31) é reescrita como:
m of1 1
u~uy+e— | 1+epsend +e 5~ 60082¢ : (5.42)
q

O termo de corre¢cao mais importante para uy ¢ o que envolve epseng, porque fica
maior a cada revolucao do planeta. Se ignorarmos os outros termos e substituirmos

o valor encontrado para ug (equagao (5.33)), temos:

U~ ZL—Q[l + e(cosp + epsend)]. (5.43)
Sabemos que
cospcosep + sengpsened ~ cos[p(1 — €)], (5.44)

que para pequenos valores de ¢ (e¢ << 1), fica:

cosp + epseng = cos[p(1 — €)]. (5.45)

Assim,

U~ q—n;{l + ecos|[p(1 — €)]}. (5.46)
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O periodo da orbita do planeta pode ser dado por:

onde, em unidades nao-relativisticas:
m? GM\*
5_3(:2—2_3(—) :
q cq

pois m = GM/c?. Pela terceira lei de Kepler,

T° = —é?;[as,

onde a é o semi-eixo maior da érbita. Assim:

2
_47T 3

GM—F&

e consequentemente

3 A12a3 2.
T?%cq

Sabemos que

L
q=—
m

onde L é o momento angular do planeta. A area da orbita é dada por:

LT
A =" =gab=rma’V1 — e

- 2m

Assim:
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(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)



= 5.54
q T ) ( )
que substituido em (5.51), nos dé:
12m2a?

==\ 5.55
cT aTR(l— ) (5.55)

Assim, a precessao do periélio dos planetas é dada por:

241302

e~y ———— 5.56
e A2T?(1 — e?) (5:56)

Agora, faremos o mesmo calculo para o modelo cosmolégico de Carmeli. O elemento

de linha referente em 5-D sera:

2 om\
ds? — <1 _ _m) dt? — (1 — —m) dr? — r2(d6? + sen20d¢?) + dv?.  (5.57)

A lagrangeana do sistema sera:

2K = (1 - r-) i (1 - E)_l 72— 120 — r2sen®0d? — 0% = 1, (5.58)

r T

onde 7, é o raio de Schwarzschild em unidades em que ¢ = G = 1. As equacoes de

Euler-Lagrange serao:
d Ts\
— (1= _S> t} =0 5.59
ds [( ( )
para p = 0,

di(r29) — r2senfcosfp = 0 (5.60)
s
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para g = 2,

%(7’236712995) =0 (5.61)

para =3 e

b =0 (5.62)

para = 4 (mais uma vez, o termo para 1 = 1 ndo contribui com nenhum informagao

relevante). A integracao da equagao (5.59) nos dé:

T .
1— —S> =1, 5.63
(-3 (5.63)
novamente. Assim, podemos reescrever a lagrangeana como:
Ts -1 T's -1 ]
2 (1 - —) - (1 - —) P22 - 2t = 1, (5.64)

T T

Usando (5.62), reescrevemos a equacao acima como:

2 (1 - E)l - (1 - %) TR g2gr o (5.65)

Subsituindo r,, temos:

2 s\ 7! Ts\ 72 2o
z(1-—> —(1——) =gt =1, (5.66)
r r

que é exatamente a mesma lagrangeana do caso 4-D (equacdo (5.23)). Assim, a
insercao da quinta dimensao no elemento de linha nao acarreta nenhuma mudanca
na lagrangeana do sistema, consequentemente o célculo do avango do periélio é o

mesmo do caso 4-D, tendo como resultado a equagao (5.56) novamente.
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5.2 Deflexao da luz em um campo gravitacional

Agora vamos considerar a trajetéria de um raio de luz em um campo gravitacional
esfericamente simétrico. O cédlculo sera essencialmente o mesmo da tltima secao, no
entanto, como um raio de luz viaja numa geodésica nula, o lado direito da equagao

(5.3) serd zero. Assim, a lagrangeana sera:

2 . om\ ! . .
2K — (1 - —m) 2 (1 - —m) P2 — 2% — 125en20¢% = 0, (5.67)

-1 -1
12 (1 - 2—m) — (1 — Q—m) i —r2? = 0. (5.68)

Seguindo o mesmo procedimento da secao anterior, chegamos a:

du\? 12
<ﬁ) tu?= 7 2mu. (5.69)

Derivando a equagao acima com relacao a ¢, chegamos a:

d2
deZ +u = 3mud. (5.70)

Para o caso especial em que m = 0, temos como solugao:

Uy = %sen(qﬁ — ), (5.71)

sendo D a distancia de maior aproximagcao a origem (Figura 5.1).

A equagao que descreve um raio de luz no espago tempo de Schwarzschild (5.70)
pode ser vista como uma perturbagao do caso em que a solucao é (5.71). Assim,

procuramos uma solucao da forma:
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Figura 5.1 - Movimento em linha reta de um raio de luz na RG.
Fonte: d’Inverno (1992)

u = up + 3mu;. (5.72)

E conveniente tomarmos ¢y = 0 em ug, tendo assim:

1
u= Esengb + 3mu;. (5.73)
Substituindo em (5.70), temos:
2
sen
Ulll +u; = D (b, (574)

cuja solucao é:

(Cycosd + cos’p + 1)

= 5.75
onde Cy é uma constante arbitraria de integracao. Assim:
SN0 | M (Cucosd + cos’p + 1) (5.76)
u = — (Cycosp + cos : .
D " p2t

Como m/D é pequeno, essa equacao claramente representa uma perturbagdo no
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movimento em linha reta.

Estamos interessados em determinar o angulo de deflexao § para um raio de luz na
presenca de uma fonte esfericamente simétrica, como o Sol. Consideramos que o raio
de luz vem de uma distancia muito grande (r — 00), temos que o lado direito da
equacao (5.76) deve ser zero. Vamos pegar os valores de ¢ para os quais r — 00,
ou seja, os angulos das assintotas, como sendo —e; e 7 + &5, respectivamente, como

mostrado na figura abaixo.

Assintotas

Posicdo Eaen / -
aparente == iy o AT

da T / \ e S

estrela Rt S Direcéio

0 aparente do raio
de luz

Figura 5.2 - Deflecgdo da luz em um campo gravitacional.
Fonte: d’Inverno (1992)

Substituindo os valores de ¢ na equagao (5.76), considerando €1 << 1l e e << 1 e

utilizando as relagoes trigonométricas:

sen(by + 63) = senbicosby + costy senby (5.77)
e
cos(bh + ) = cosBicosly — senbsenbs, (5.78)
temos:
m &1
=5(2+C) == =0 (5.79)
e
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m 9

Somando as duas equagoes acima, temos:

AM
g1+ & = 0= ?, (581)
que em unidades nao-relativisticas, se torna:
4Gm
0= ) 5.82
2D (5:82)

Como na secao anterior, a inser¢ao da quinta dimensao nao altera a lagrangeana do
sistema, de forma que o resultado obtido para o modelo de Carmeli sera o mesmo

da equagao (5.82).
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6 APLICACAO DE TESTES COSMOLOGICOS

Neste capitulo, apresentamos os resultados da anélise estatistica envolvendo os dados
observacionais das curvas de luz das SNla a alto redshift, utilizando a amostra Union
2 (AMANULLAH, 2010), e BAO. Veremos que quando comparado ao modelo ACDM,
o modelo cosmoldgico de Carmeli nao é favorecido pela analise x2. Contudo, o valor
inferido pela nossa analise para o parametro de densidade da matéria mostra que o
modelo cosmolégico de Carmeli estd em acordo com a quantidade total de béarions

inferida via nucleossintese primordial.
6.1 Descricao dos Testes Cosmoldgicos
6.1.1 Supernovas tipo lIa

No aspecto observacional, as SN Ia sao definidas como aquelas que nao apresentam
linhas de hidrogénio em seu espectro, mas que possuem uma acentuada linha de
absorcao de silicio. Acredita-se que uma supernova la seja originada em um sistema
binério de estrelas em que uma ana branca absorve massa da companheira. Quando a
massa da and branca aproxima-se do chamado limite de Chandrasekhar (~ 1,4M),
uma explosao termonuclear tem inicio. Observagoes de supernovas la em redshifts
z < 1 provém evidéncias de que a expansao do universo atualmente aparenta ser
acelerada, comportamento atribuido a energia escura. O fato de todas as progenitoras
das SN Ta possuirem massas muito semelhantes faz com que esses objetos sejam velas
padronizaveis. Técnicas empiricas que relacionam a forma das curvas de luz das SN
Ia com o pico de seu brilho intrinseco permitem reduzir a dispersao no pico para
0,1 — 0,15 magnitudes. Isso implica numa precisao na determinacao de distancias
de 5 a 7%. Assim, a técnica envolvendo SN Ia se torna excelente para estudarmos a
histéria da evolucao cosmica e deve ser parte integrante de qualquer estratégia que

objetive investigar a energia escura.

Para determinar a luminosidade de uma SNIa é suficiente observar uma explosao em
uma galdxia em que a distancia seja conhecida. O sistema usado pelos astronomos
para expressar luminosidades e fluxos é o sistema de magnitudes. O sistema de
magnitudes tem suas origens na Grécia antiga, sua base tendo sido definida por
Hiparcos. Atualmente, a magnitude bolométrica aparente de uma fonte de luz é

definida em termos do fluxo bolométrico da fonte via:
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m = —2, 5log (fi) , (6.1)

em que f, = 2,53 x 1078Wm~2 é o fluxo de referéncia. A escolha do fluxo de
referéncia se da devido ao fato de que as estrelas que sao visiveis a olho ni possuem

magnitudes aparentes entre 0 e 6.

Por outro lado, a magnitude bolométrica absoluta de uma fonte luminosa ¢ definida
como a magnitude aparente que a fonte de luz devera possuir se estiver a distancia

de 10pc do observador.

Assim, uma fonte com luminosidade L possuird magnitude bolométrica absoluta

dada por:

L
= —2,5log (L—> , (6.2)

em que L, = 78 7L, é a luminosidade de um objeto que produz um fluxo

fr=2,53 x 107 8Wm~2 quando visto a d;, = 10pc do observador.

Como a distancia de luminosidade de um objeto é definida como:

m, (6.3)

a relacao entre magnitude aparente de um objeto e sua magnitude absoluta é dada

por:

d
w=m — M = blog (1]\4ch> + 25, (6.4)

em que p ¢ denominado médulo de distancia.
6.1.2 BAO

No plasma relativistico do universo primordial, prétons e elétrons estao acoplados

a fétons energéticos pelo espalhamento Thomson. Flutuagoes na densidade dos
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barions, nessa época, eram capazes de se propagar a velocidades comparaveis as
dos fétons (isto é, c; ~ ¢/v/3). A densidade do plasma é uniforme, exceto pelas
perturbacoes cosmolégicas primordiais. Apds cerca de 10° anos, o universo esfria o
suficiente para os protons capturarem os elétrons, formando atomos de hidrogénio
neutro. Isso desacopla os fétons dos barions, fazendo com que a energia térmica da
matéria baridnica se torne muito menor que sua energia de repouso, assim os barions
tornam-se altamente nao-relativisticos e a sua velocidade do som torna-se nula. Apds
o desacoplamento, uma correlagdo com tamanho caracteristico rs(rs ~ 100Mpc)

permanece impressa na distribui¢ao dos barions (EISENSTEIN et al., 2007).

As flutuagoes na densidade de béarions sao as sementes de galdxias e aglomerados de
galdxias (isto é, das estruturas em grande escala do universo). A funcao de correlagao
de galaxias observada na época atual contém uma escala co-movel preferida da ordem
de r,. Quando aplicamos uma transformada de Fourier na funcao de correlacao
surgem ondulagoes no espectro de poténcia das flutuacoes da densidade barionica.

Por essa razao, a correlacao é conhecida como oscilagoes actuisticas de barions.

A correlagao de um levantamento de galaxias é dada por:

)= (L), (6.5)

em que s é a distancia absoluta de separacao, p é a densidade de matéria homogénea,
0p é a flutuagao na densidade de matéria e a média é feita sobre todos os pontos do

céu tais que |z] — 73| # 0.

A figura (6.1) mostra a fungdo de correlagdo para 46.748 galdxias observadas
pelo Sloan Digital Sky Survey (SDSS). Como levantamentos de galdxias sao
tridimensionais, as correlagoes podem ser vistas tanto na direcao radial 7 (linha
de visada) quanto na diregao perpendicular a linha de visada r, . Essas dire¢oes sao

afetadas pela expansao do universo da seguinte forma:

ri(z) = ﬁAz (6.6)
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Figura 6.1 - Funcao correlagao da amostra LRG do SDSS
Fonte: Eisenstein (2005)

r1(z) =da(z)A0. (6.7)

As correlagbes tridimensionais impoem vinculos sobre a combinacao dessas

quantidades:

Dv=:<£%>2T:-£éiif(@. (6.8)

Desse modo, [D,(2)]"? pode ser usado para impor restricdes aos parametros
cosmolégicos. Em  particular, Eisenstein et al (2005) obtiveram o valor
[D,(0,35)]/3 = 1370 £ 64Mpc. Uma versio adimensional é dada por

A = Di/S(ZBAo)

HovQ  V/QuH {1 /@w m}”3 (69)
0 7 .

2BAO H(zpao)Y? | zBao H(z)

em que zgao = 0,35. O parametro A tem o valor observado A = 0,469 + 0,017.
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6.1.3 Shift Parameter

A radiac¢@o césmica de fundo em microondas (RCFM) foi descoberta em 1965 por
Arno Penzias e Robert Wilson dos laboratérios Bell (Estados Unidos da América)
utilizando uma antena em microondas. Eles encontraram um fundo de radiagao
em microondas isotrépico, que mais recentemente, segundo medidas realizadas pelo
satélite COBE, revelou-se ajustar muito bem a um espectro de corpo negro de
temperatura Ty = 2,725 £ 0,001 K.

Num modelo de Big-Bang, a RCFM surge naturalmente sendo o universo muito
quente e muito denso em seu inicio. Nessas altas temperaturas, a matéria barionica
do universo estava completamente ionizada e os elétrons livres tornaram o universo
opaco. Se um objeto é opaco, entao os prétons, néutrons, elétrons e fotons nele
contidos interagem frequentemente e atingem o equilibrio térmico. Quando um
sistema estd em equilibrio térmico, a densidade de fétons no sistema como uma
funcao da energia desses fétons depende apenas da temperatura, o que caracteriza
uma radiagao provinda de um corpo negro. Dessa forma, o universo primordial estava
preenchido de fotons, chocando-se constantemente com elétrons, com um espectro
tipico de corpo negro. No entanto, conforme o universo expande, se esfria, até atingir
uma temperatura para a qual ions e elétrons conseguem se combinar para formar
atomos néutros. Quando o universo nao contém mais um numero significante de

elétrons livres, os fétons passam a viajar livremente pelo universo.

Se nés denotarmos a temperatura da RCFM num determinado ponto do céu por

T(0, ), entdo as suas flutuagoes de temperatura nesse ponto do céu sdo dadas por:

ST, T(0,6)— (T)
- (0,9) T (6.10)

em que
(T) = ﬁ / T(0, 6)sen0dfdg — 2, 725K (6.11)

¢ a média da temperatura sobre todas as direcoes. Mapas do céu obtidos pelo COBE

fornecem uma flutuacao de temperatura média quadratica de:
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<<%T)2>1/2 =1,1x10"°. (6.12)

Como 0T'/T é definido sobre a superficie de uma esfera (a esfera celeste), é 1til

expandi-la em harmonicos esféricos. Assim:

%T(e,d)) = i i i Yim (0, ). (6.13)

=0 m=—1

A propriedade estatistica mais importante de 67/T é a fungao correlagao, definida

por:

6T, 6T 1 —
CO)={ —=(n)— (7 = — 21+ 1)C;Py(cosh 6.14
O=(FOTE)  =gdernane. 6
em que n.n’ indica direcoes separadas por um angulo # no céu, P, representa os
polinomios de Legendre e C; os momentos de multipélo, que representam medidas
das flutuagbes de temperatura em escalas angulares 6§ ~ 180°/l. Os momentos de
maior interesse sao os com [ > 2!, uma vez que revelam o tamanho das flutuacoes

de temperatura na superficie de tultimo espalhamento.

As flutuacoes de densidade da RCFM sao mais convenientemente representadas

através da funcao Ay, definida como:

I(1 4 1)C|{T)?
Ap = M (6.15)
27
A figura abaixo mostra as flutuacoes de temperatura Ar como funcao de [. Veja que

A possui um pico em [ ~ 200, o que corresponde a uma escala angular de ~ 1°.

Entre os observaveis que podem ser definidas a partir dos dados da RCFM, um dos
mais importantes é o parametro R (BOND et al., 1997), definido como a razao entre

a posicao do primeiro pico no espectro de perturbagoes da temperatura da RCFM

10 termo de monopdlo [ = 0 se cancela se a temperatura média foi definida corretamente. O
termo de dipdlo, [ = 1, é resultado do desvio Doppler devido ao nosso movimento através da RCFM
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Figura 6.2 - Espectro de poténcias da temperatura da RCFM a partir dos dados do
WMAP?T.
Fonte: Larson (2010)

no modelo que se deseja caracterizar [, e um modelo de referéncia [,.. Isto é,

lm Qm Zdec HO
=922 — /| senh Q d 1
R L \ qgsen (\/ k/o ) Z), (6.16)

em que zge. =~ 1100.

A equacao acima pode ser obtida usando o fato de que a escala angular [4 e a posicao

do primeiro pico I,,, estao relacionadas por (HU et al., 2001):

0,1
Pv(zdeC) 7
la=1,]|1-0,268 ——— , 6.17
4 [ (07 Spm(zdec)) ] ( )

em que [, estd relacionada com a distancia diametro angular da tltima superficie

de espalhamento da(zyec), por:
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7TdA (Zdec)

[y = ———=. 6.18
A rs(zdec ( )
Na equacao anterior
1 * Cy(2)
s ec) — d 6.19
(e = 1o — / o (6.19)

que representa a distancia do horizonte sonoro na superficie de ultimo espalhamento.

Assim,

!
R=olm _orsda

= 6.20
l, rs dy ( )

Na equacao (6.19), Cs(z) é a velocidade do som no fluido féton-barion. Considerando

o modelo padrao de matéria escura fria e fazendo {4, = 0, é possivel obter:

Is Zdec dZ
da(Zgee) = —— — 6.21
A(zaec) 1+ 200) Jo  H(2) (6:21)

em que 1 (2gee) = CsHy (14 2gee) ™% € d'y(Zgee) = 2¢Hy (1 + 2gee) ™.
Para um modelo arbitrario, temos:

s(Zdec) = CSHO’lQ,}lm(l + Zgee) "2, Assim, é possivel obter:

Zdec HO
— /., dz, 22
i [t (6:22)

em que R é usualmente chamado de shift parameter. Os dados mais recentes da
RCFM fixam R = 1,725 + 0,018.

6.2 Anadlise Estatistica

Através dos testes cosmoldgicos ja citados, procura-se ajustar os parametros livres de
um determinado modelo as observagoes. Normalmente, um procedimento de ajuste

deve fornecer: (a) os parametros; (b) estimativas dos erros nesses parametros; (c)
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uma medida estatistica que quantifique a qualidade do ajuste.

O método estatistico que utilizaremos neste trabalho é o ajuste y2. Suponha que
estamos ajustanto N pontos de dados (x;,y;),7 = 1,...N a um modelo que possui M
parametros ajustdveis a;, 7 = 1,...M. O modelo prevé uma relagao funcional entre

as variaveis independentes e dependentes, da forma:

y(x) = y(x; a1, ... Anr), (6.23)

em que a dependéncia nos parametros é indicada no lado direito da igualdade. O
problema de encontrar o conjunto de parametros a; que melhor ajuste o modelo y(z)

ao conjunto de dados x;,y; leva aos estimadores de méxima verossimilhanca.

Considere que cada dado y; possui um erro de medida que é independentemente
aleatério e distribuido normalmente (isto é, segue uma distribuigdo gaussiana)
em torno do modelo real y(x) e que cada ponto possui um desvio padrao ;. A

probabilidade do conjunto de dados é o produto das probabilidades de cada ponto:

1 [y —y(z:)\’
Poc I, {exp [—— (—yl y(xl)>
2 g;

em que Ay indica uma pequena variacao em torno dos valores possiveis e continuos

Ay} ) (6.24)

y;. Maximizar a fungao acima é equivalente a maximizar seu logaritmo ou de forma

equivalente, seu logaritmo negativo, que é:

202
i1 i

[i\f: M] — NlogAy. (6.25)

Como N e Ay sao constantes, minimizar essa equacao é equivalente a minimizar a

funcao:

2

5o b wlsian o)l (6.26)

X2
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Observe que x? = —2In(A, L), em que A é uma constante e L ¢ a verossimilhanga,
dada por (6.24). Dessa forma, basta minimizar a quantidade em (6.26) para encontrar
os melhores ajustes dos parametros (PRESS et al., 1992),(GREGORY, 2005),(VERDE,
2010).

Para estimar os erros dos parametros do modelo ajustado, uma boa aproximacao faz
uso dos niveis de confianga que correspondem a uma probabilidade de os parametros
estarem dentro da regiao delimitada pelo nivel. Por exemplo, para um grau de
liberdade, o nivel de confianca 1o indica que existe 68, 3% de probabilidade do valor

correto de um dado parametro estar entre x — o e x + o (PRESS et al., 1992).
6.2.1 Analise Estatistica utilizando SN Ia

No caso de usarmos as SNla para testar o modelo de Carmeli, a equacao (6.1) é

reescrita como:

obs

X2 g E (—7, 02 ¢ ) 5 (627)
=1 t

em que gt = u(z, Q) é o médulo de distancia predito pela teoria para uma
supernova no redshift z;, p* é o médulo de distancia inferido dos dados (ug®® =

1(z;)) e as incertezas associadas com os dados sao o; = 0;(2;).

Para escrevermos o moédulo de distancia no modelo de Carmeli, primeiramente
precisamos conhecer o comportamento da fungao distancia de luminosidade. Essa é
dada por (HARTNETT; OLIVEIRA, 2007):

DL:m1+@(1—f)m, (6.28)

T2

em que ¢ é o tempo césmico em termos do redshift, dado por (CARMELI et al., 2005):

2H; "

b= T ag o (6.29)

Escrevemos o modulo de distancia em termos da distancia de luminosidade como:
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=25+ 5logDy + 0.1, (6.30)

em que o fator 0.1 foi introduzido pois com ele reproduzimos no intervalo z = 0—0.8
aproximadamente os mesmos valores para r calculados por Hartnett (HARTNETT,

2007), utilizando um método “bootstrap .
6.2.2 Anadlise Estatistica utilizando BAO

Podemos obter um vinculo mais restrito aos parametros usando uma segunda

minimizagao, através das Oscilagoes Acusticas de Barions (BAO).

Sabemos que na época anterior a recombinacao, os fétons, elétrons e prétons
interagiram fortemente comportando-se como se fossem um tnico fluido barion-
foton. Esse fluido, sob a influéncia gravitacional da matéria escura tendia a
se aglomerar, mas a pressao exercida pelos fotons se opunha a esse colapso
gravitacional, fazendo com que o fluido se expandisse novamente. Esse processo
ciclico (compressao e expansao) produziu no espectro angular de temperatura da
RCFM o que é conhecido com o nome de picos acusticos. Esse fenomeno aparece
também no espectro de poténcia da matéria e leva o nome de oscilagoes actusticas

de barions.

Em um estudo feito com uma amostra de espectros de galdxias do SDSS (EISENSTEIN
et al., 2007), foram observadas oscilagoes actsticas em z ~ 0.35. Define-se entao um

parametro:

0.35 7.1 2/3
Apao = /O E(0,35)71/3 [0,35/0 E(ZZJ , (6.31)

em que F(z) = H(z)/Hy. Da amostra do SDSS vem que Agao = 0.469 + 0.017.

Dessa forma, pode-se calcular x? usando o observavel Apso da equacao (6.3), de

forma que:

2

10,469 — Apao(Qmo)|
0.017

XZBAO(Qm,O) = (6-32)
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6.2.3 Resultados

O que obtivemos, entao, como resultado da andlise estatistica das 557 supernovas
Ia (AMANULLAH, 2010) segundo o modelo de Carmeli e quando levamos em conta

também as oscilacoes actsticas de barions, segue na tabela abaixo:

Tabela 6.1 - Resultados da aplicacao dos testes cosmolégicos acima descritos, segundo o
modelo cosmolégico de Carmeli

Dados Xonin Q,
SNTa 575,14 0,04170050
BAO 1,06 x 1075 0,065%0010

SNIa+BAO 575,94 0,064 005

Com o intuito de comparacao, fizemos a aplicacao dos mesmos testes segundo a RG.

O resultado obtido segue na tabela abaixo:

Tabela 6.2 - Resultados da aplicacao dos testes cosmolégicos acima descritos, segundo a
RG

Dados X72nm O,
SNIa 542,70 0,2727000
BAO 4,09 x 1077 0,273%0 00,

SNIa+BAO 542,70  0,2737000

Como o x2,, do modelo cosmolégico de Carmeli é maior do que o da RG, em
principio, os dados observacionais SNIa, BAO e SNIa+BAO favorecem a RG em
relacao a Carmeli. Contudo, é importante destacar que para o modelo de Carmeli,
o valor inferido para €2, (que nesse modelo é igual a €, j& que Carmeli tenta fazer
uma descrigao do universo sem matéria escura) esta dentro do nivel de confianca de
1o, compativel com a estimativa de €2, >~ 0,044 4+ 0, 004, inferido via nucleossintese
primordial (FUKUGITA; PEEBLES, 2004). J& para a RG, vemos que hé a necessidade
de se admitir a existéncia de um componente exético que compoe a maior parte da

matéria no universo.
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6.2.4 O Insucesso na Analise Estatistica utilizando Shift Parameter

Podemos ainda acrescentar na analise conjunta, outros ingredientes como o shift-

parameter, para obter vinculos ainda mais restritos.

O shift parameter (descrito na se¢ao 6.1.3) trata de épocas remotas do universo.
Dessa forma, é necessério retirar do modelo de Carmeli o valor de parametros como

.., para altos redshifts.

Embora tenhamos tentado encontrar uma equacao que descrevesse o parametro de
densidade da matéria para altos redshifts de diferentes maneiras, nao obtivemos
sucesso, impossibilitando assim, a aplicacao do teste shift parameter. Esse insucesso

¢ melhor discutido no préximo capitulo.
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7 ALGUNS PONTOS NEGATIVOS DO MODELO COSMOLOGICO
DE CARMELI

Neste capitulo, nds discutimos alguns pontos negativos que foram encontrados
durante a revisao do modelo de Carmeli. Nao consideramos que esses pontos excluam
esse interessante modelo cosmoldgico, contudo, eles deverao ser revisados com

cuidado no futuro para se buscar solugoes as patologias e inconsisténcias verificadas.
7.1 A inconsisténcia a altos redshifts

Durante o estudo do modelo de Carmeli, tivemos dificuldades para encontrar
equacoes que descrevessem certos parametros a altos redshifts. Quando conseguimos
encontrar esses parametros, seus comportamentos eram inesperados ou até mesmo
nao permitidos fisicamente. Com isso, concluimos que o modelo de Carmeli nao é
valido para altos redshifts (motivo de nao ter sido aplicado o teste cosmoldgico shift
parameter, que fazia parte da ideia inicial do projeto), assim, ele pode ser encarado
como um modelo que trata o universo (com boa aproximagao) na época em que esse

sofre uma expansao acelerada.

Abaixo mostramos alguns desses exemplos que indicam a falha do modelo a altos
redshifts.

7.1.1 O parametro de densidade

E importante salientar que a integragao da equacao (3.83) é feita assumindo-se
um parametro de densidade constante. Dessa forma, ela seria absolutamente valida
apenas num pequeno intervalo de redshift. O que supriria esse problema seria uma
equacao para o parametro de densidade que fosse valida tanto para baixos como
para altos redshifts. Essa equagao seria substituida em (3.83), e desse modo, a sua

integracao seria valida, independentemente do intervalo pelo qual ela fosse feita.

Tentamos de diferentes formas encontrar essa equagao, sem obtermos sucesso fisico.
Hartnett e Oliveira ((HARTNETT; OLIVEIRA, 2007)) encontraram a seguinte equagao

transcendental para a questao acima discutida:
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e}

0= C/ rel (71)

{1 — senh |:(g>rel V1-— Q] /V1— Q}gj

c

em que ) é o parametro de densidade média da matéria, €2,, é o parametro de
v

densidade média da matéria na atual época e <—> ¢ dado pela equacao (4.29).
c/ rel

Além de ser uma equacao transcendental, um outro fato que questiona a validade

de (7.1) é que ela parte da solugdo da equacao da expansao do universo (4.20):

T = —8€en
n Cc

CT h@,

que descreve o universo para €2, < 1, ou seja, apenas para um pequeno intervalo de
redshift.

Vale destacar que os autores utilizaram um método bootstrap para a solugao de
(7.1), que néds infelizmente ndao conseguimos reproduzir. Dessa forma, nossa andlise

estatistica ficou limitada aos testes SNIa e BAO.
7.1.2 O parametro de Hubble

O caminho tomado para se obter a equacgao (4.30) encerra prés e contras se
pensarmos numa analise de Hy a altos redshifts. Primeiramente ele parte de uma
reducao das equagoes (4.27) e (4.28), o que é correto, pois as duas equagoes juntas
descrevem todas as épocas do universo, tanto aquela em que €2,, > 1 quanto a em
que €, < 1. J4 a segunda aproximacao é z ~ v/c, que é vélida apenas para baixos
valores de z e consequentemente apenas para a época em que €2, < 1. Dessa forma,
era de se esperar que o resultado obtido para a anélise de €2, (maior, menor ou
igual a um) fosse 2, < 1, j& que uma das aproximacoes utilizadas para se chegar

na equagao (4.30) é vélida apenas para essa época.

Para contornar essa inconsisténcia, utilizamos a equacao (4.31), que da a

aproximacao relativistica de v/c:

<E) _ (1+2)2-1

c (1+2)2+1

Substituindo a equagdao acima em (4.30), nela tomando Q,, = Q,,(1 + 2)* (pelo
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mesmo argumento da segao (4.3), chegamos a:

(1+2)2+1

Hy — h{l o —Qmé1+z)3) {(1+z)2 — 1} } (72)

Podemos checar a validade fisica dessa nova equacao fazendo o plot h x z:

40

Figura 7.1 - Parametro de Hubble (h) versus redshift.

Na figura (7.1), vemos que a curva plotada tem um comportamento razoavel até
z ~ 1,2 (mesmo intervalo de redshift em que se mostra véalida a descrigao de um
universo sem matéria escura, como foi mostrado na segao 4.3), e a partir de entao
h passa a decrescer com o aumento de z, o que é incoerente, uma vez que h oc t71,

sendo ¢ a idade do universo no dado redshift.

Assim, fica indicada mais uma evidéncia da existéncia de falhas no modelo de
Carmeli a altos redshifts. z ~ 1,2 passa a ser um valor ao qual temos que nos
restringir, pois para redshifts mais altos, encontramos diferentes indicios de que o

modelo nao faz uma uma boa descri¢cao cosmoldgica do universo.

E importante salientar que o redshift z ~ 1, 2 revela-se novamente se considerarmos a
equacao (7.1) como correta. A partir dela podemos encontrar o redshift de transigao

da época de expansao desacelerada para a de expansao acelerada, pois isto ocorre
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quando €2 = 1. Assim, fazendo:

i,
lim Q) = . = T (7.3)
o=t {l—senh [(—)rel\/l—ﬂ} /\/I—Q}

C

chegamos a:

=), V- ()= o (74

Fazendo 2, = 0,03 e utilizando da equacao (4.31), chegamos a um redshift de
transicao z; = 1,20339. Desse modo, concluimos que o modelo cosmologico de

Carmeli descreve bem o universo na época em que esse sofre uma expansao acelerada.
7.2 Curvas de rotacao de galaxias

Em (CARMELI 2001b), Carmeli apresenta uma nova equagao para as velocidades de

rotagao das galaxias:

GM\?
vt = (—) +2GMag + alr?, (7.5)

¢ r

em que ap = cr . Vemos que essa nova equacao apresenta termos além do
newtoniano, que em principio poderiam dar conta da discrepancia que ha quando
se compara o resultado obtido via fisica newtoniana com a observagao (discrepancia
que € resolvida assumindo-se a existéncia da matéria escura distribuida num halo ao

redor da galaxia).

Para obter-se a curva de rotacao de uma galaxia, em geral, considera-se que a
gravitagdo newtoniana determina a dinamica, de forma que a massa M pode ser
estimada a partir da velocidade v em galaxias elipticas tanto quanto em espirais. A
massa M contida em r é M(r) = rv?/G com r a distancia projetada e v a velocidade
circular ao redor do centro da galdxia no caso das galaxias espirais, enquanto para

as elipticas, é a velocidade aleatoria.
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Para uma galdxia disco é mais 1til tomar M (r) como a massa dentro dentro de um
cilindro de raio r, enquanto que para uma galdxia esferoidal, M (r) é a massa interna

a uma esfera de raio r.

Para uma particula teste em érbita circular num raio r de uma distribuigao de massa

esfericamente simétrica p(r), a velocidade circular é dada por:

do GM(r) 4nG [7
2 = r— = = = 1\ y'2 /
vi(r) = Td?‘ rF " " /0 p(r)r'=dr’', (7.6)

em que F' é a forca radial por unidade de massa, M(r) é a massa dentro de uma
esfera de raio r e a velocidade de escape é dada por v, = (2|¢(r)))/2 e ¢(r) é o

potencial gravitacional.

Em particular, para um sistema axissimétrico com densidade p(r,z), obtemos a

seguinte equagao de Poisson (TOOMRE, 1970):

5% 1/
@ = 47TGp(T, Z) + ; (ETFT) 5 (77)
com
d¢
F=—% (7.8)

sendo a forga radial.

Préximo de z = 0, o primeiro termo do lado direito da igualdade torna-se muito

maior do que o segundo, de forma que:

82
% = 4nGp(r, z). (7.9)

Dessa forma, a equacao de Poisson para um disco fino pode ser resolvida em dois

passos:

a) Usando a densidade superficial (espessura zero), que permite determinar ¢(r,0);

b) em cada raio r resolve-se a equacdo de Poisson simplificada para a estrutura
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normal do disco.

Aplicando esse procedimento, Freeman (FREEMAN, 1970) mostrou que o potencial

de um disco fino pode ser escrito na forma:

o(r,z) = —21G /000 dkexp(—k|z|)Jo(kr) /000 dr'rv'o(r') Jo(kr'), (7.10)

em que Jp é uma funcao de Bessel.

Escrevendo

S(k) = —2nG /OOO drro(r)Jo(kr), (7.11)

a velocidade circular é dada por

W (r) =1 (%)ZO = —r /0 " kS (k) (kr), (7.12)

em que o(r) é a densidade superficial do disco e

dJ()(J])
dx

— —Ji (). (7.13)

Se adotarmos um perfil exponencial compativel com observagoes para o disco, com

o(r) = opexp(—r/rq), entdo chega-se a seguinte expressao para v(r):

v2(r) = dnGooray*[Lo(y) Ko(y) — I (y) K1 (y)], (7.14)

sendo y = r/2ry, rq4 a escala de comprimento do disco e Iy, Ky, [1eK; as fungoes de

Bessel.

Essa ¢ a expressao newtoniana para uma galaxia tipo-disco que substitui o termo
GM(r)/r em v*(r) = GM(r)/r.

A equacao (7.14) nao dé conta do comportamento plano observado para as curvas
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de rotagao da figura (2.1). Note que a equagao (7.14) faz v(r) decrescer a partir de
um dado r. O comportamento plano das curvas de rotacao é obtido considerando-se
um halo esférico ao redor da galaxia, composto basicamente por matéria escura.
Isso leva ao chamado perfil isotérmico para descrever o halo que matematicamente

¢ representado por:

p(r) = poll + (r/re)| ™, (7.15)

sendo py a densidade central do halo e 7. o raio de seu ntcleo.

A velocidade circular para o halo é obtida via v?, (r) = GM(r)/r, com

M(r) = 47r/ p(r)ridr. (7.16)
0
Isto é:
5 5 Te r
Vhato(T) = 4mGpors |1 — 7arctcm —- (7.17)

Note que nesse modelo de halo, a densidade é constante dentro do nicleo. Para
grandes valores de 7, a densidade cai com r—2. Esse comportamento somado &

velocidade do disco, fornece a curva plana para a velocidade de rotacao das galaxias.
Como a massa da galdxia passa a ser a soma da massa do disco com a do halo (e

massa é proporcional ao quadrado da velocidade circular), entao temos:

2 .2 2
Vtotal = Vdisco + Vhalo- (718)

Nos aplicamos o modelo acima calculando a velocidade circular em Carmeli e para
o modelo newtoniano halo+disco para as galaxias NGC 2403 e NGC 3198. Os
dados observacionais de NGC 2403 foram extraidos de Blais-Ouellette et al (BLAIS-
OUELLETTE et al., 2004). Os parametros observacionais dessa galaxia sao:

a) raio do disco: 2,1 kpc;
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b) 09 = 1,29 x 10~ gem™2 (MIHOS et al., 1997).
Para o halo de matéria escura, usamos:

a) raio do nicleo: 8,8kpc;
b) densidade central: 5,2 x 10~2*gem 3.

T T T T T T T
dados obs. ——+—1 halo ======-=

1000

Carmeli

100 E

V (km/s)

10 ¢ -

r (kpc)

Figura 7.2 - Curvas de rotacao da galaxia NGC 2403

A figura (7.2) mostra o resultado da andlise da curva de rotagao para NGC 2403.
Enquanto o modelo halo+disco se ajusta bem aos dados observacionais, vemos que
Carmeli fornece valores muito superiores para a velocidade de rotacao e que nao
se ajusta bem aos dados observacionais. Dessa forma, a teoria de Carmeli falha
nesse teste observacional. Note também que a velocidade do disco newtoniano atinge
um méaximo, passando a decrescer a medida que r cresce. O decréscimo de v é
compensado pela velocidade circular do halo de matéria escura, que junto com v do

disco, fornece bom ajuste aos dados observacionais.

Fizemos a mesma aplicacao para uma segunda galaxia, NGC 3198. Seus dados
observacionais foram retirados de (BEGEMAN, 1987). Os parametros observacionais
de NGC 3198 sao (ALBADA et al., 1985):

a) raio do disco: 2,68kpc;
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b) o9 = 1,44 x 10~ gem™2.
Para o halo de matéria escura:

a) raio do nicleo: 8,8kpc;
b) densidade central: 3,86 x 10~*gcm 3.

A figura abaixo mostra o resultado obtido para a galaxia em questao e o mesmo

comportamento da figura (7.2) é obtido para a curva do modelo de Carmeli:

T T T : ;
dados obs. —+— halo ---=-e=-- Carmeli
disco total s
1000 ¢ J
’Q\ 100

£
=2
>

10 F |

1 : L 1 1 ! L

0 5 10 15 20 25 30
r(Kpc)

Figura 7.3 - Curvas de rotacao da galaxia NGC 3198
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8 COSMOLOGIA A PARTIR DA TEORIA DE KALUZA-KLEIN

Neste capitulo, nds apresentamos as caracteristicas basicas do modelo de Kaluza-
Klein e derivamos um modelo cosmolégico do tipo toy-model para mostrar que
a partir de um espaco-tempo 5D é possivel mimetizar os efeitos que a constante

cosmoldgica (ou energia escura, num carater mais geral) desempenha na RG.

Decidimos ao final deste trabalho de mestrado, concentrarmo-nos na cosmologia
derivada a partir da teoria de Kaluza-Klein, ja que ela poderd resolver (é o que
esperamos) as inconsisténcias ou patologias do modelo de Carmeli, preservando
talvez o trago mais interessante de seu trabalho - a interpretacao fisica da quinta

dimensao como uma dimensao de velocidade vinculada ao fluxo de Hubble.

Contudo, neste capitulo nds tratamos a quinta dimensao, na cosmologia Kaluza-
Klein, como do tipo-espacgo e apenas mostramos ser possivel mimetizar os efeitos da

energia escura.
8.1 O Modelo Gravitacional de Kaluza-Klein

Criado pelo matematico Theodor Kaluza e primeiramente publicada em 1921, o
modelo de Kaluza-Klein mostra que a RG em cinco dimensoes contém tanto a teoria
gravitacional 4D de Einstein quanto a teoria do eletromagnetismo de Maxwell. Para
isso, no entanto, Kaluza impds uma restrigdo um tanto artificial nas coordenadas (a
chamada condigao cilindrica), que consiste na anula¢ao de todas as derivadas com
respeito a quinta dimensao. A contribui¢do de Oskar Klein em 1926 foi fazer essa
restricao menos artificial, sugerindo uma compactificacao da quinta dimensao. Em
outras palavras, Klein propos que a quarta dimensao espacial é enrolada num circulo
de raio muito pequeno’. A condicao cilindrica de Kaluza apareceria naturalmente
se a quinta coordenada tivesse (1) uma topologia circular, em que campos fisicos
dependeriam dela apenas periodicamente, e pudessem ser expandidos em séries de
Fourier; e (2) uma escala pequena o suficiente, que fizesse com que as energias de
todos os modos de Fourier acima do “ground state” pudessem ser tao altos que se
tornariam nao-observaveis. Assim, a fisica seria efetivamente independente da quinta

dimensao, como desejado.

TH4 um caso especial na teoria de Kaluza-Klein em que a quinta dimensio nao é compatificada
e consequentemente as derivadas com relagdo a mesma, nao vao a zero, sao as chamadas teorias
nao-compatificadas. Além disso, nesse caso, ndo ha necessidade da quinta dimensdo ser do tipo-
espaco.
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Abaixo, descrevemos o mecanismo criado por Kaluza e Klein, para se chegar
na unificacao de eletromagnetismo com gravitacao, a partir de um modelo 5D
(OVERDUIM; WESSON, 1997),(PIERCEY, 2008), mas antes trataremos das equagoes
de Maxwell para o eletromagnetismo para melhor entendermos os resultados iniciais

de Kaluza.

8.1.1 Equacoes de Maxwell na Relatividade Especial e na Relatividade
Geral

As equacoes de Maxwell sao as equacoes fundamentais na eletricidade e no
magnetismo. Radiagao eletromagnética é uma consequéncia dessas equacoes, assim
como a velocidade da luz. As equacoes de Maxwell em sua forma diferencial

tradicional sdo:

V.E = eﬁ (8.1)
V.EB=0 (8.2)
VxE= —% (8.3)

? X § = ,U{)7 + ,U/()GO@ (84)

ot

Os vetores ﬁ e § sao os campos elétrico e magnético, respectivamente, p é a
densidade de carga, 7 ¢ a densidade de corrente , e gy e € sao as constantes

que ditam o valor da velocidade da luz ¢, via:

1

T (8.5)

C =

Vamos reescrever as equacoes de Maxwell numa forma adequada a Relatividade

Especial. Para isso, primeiramente definimos a quadri-corrente:

J = (cp, 7) (8.6)

H&a uma equacao de continuidade dada por:
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9, J" =0, (8.7)

que ¢ interpretada como a conservacao local de carga e implica na equacao de

continuidade do eletromagnetismo:

dp
V?:—E. (8.8)

Agora definiremos o quadri-potencial. A equagao (8.2) indica que § ¢é o rotacional
de um campo vetorial, digamos X, chamado potencial vetor. Definimos o quadri-

potencial como:

A = (@/c, 4). (8.9)

O tensor do campo eletromagnético é definido como:

Fm™ = 0rAY — 9 A™, (8.10)

A quadri-for¢a é dada por (POLLACK; STUMP, 2002):

= qu,F*, (8.11)

em que u, sao os componentes covariantes da quadri-velocidade da carga.

Por fim, definimos o tensor G como:

1
G = §eﬂvaﬁﬁgﬁ, (8.12)

em que €V*? ¢ uma generalizacao do tensor de Levi-Civita de ordem 3.

Em termos desses tensores, as equacoes de Maxwell na Relatividade Especial podem
ser escritas como (POLLACK; STUMP, 2002):
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0, F™ = g J” (8.13)
8,G" = 0. (8.14)

Para o caso da RG, devemos escrever as equagoes de Maxwell numa forma covariante,
mas isso nao é feito apenas substituindo-se as derivadas parciais por derivadas
covariantes, pois isso causaria uma violacao das leis de conservagao. A maneira

correta de se escrever as equagoes de Maxwell na RG é (WALD, 1984):

VHE,, = kJ, (8.15)
v/\F,uu - V,LLF)\V + V., Py, = 07 (816>

em que k é uma constante. Em termos do quadri-potencial, para preservar as leis de

conservagao, introduz-se um termo envolvendo o tensor de Ricci, que nos dé:

VAV, A, — R)Ay = kJ,,. (8.17)

8.1.2 O Mecanismo de Kaluza-Klein

Kaluza demonstrou que a teoria da Relatividade Geral, quando interpretada como
uma teoria 5D no vacuo, contém a RG quadridimensional na presenca de um campo
eletromagnético, juntamente com as leis de Maxwell do eletromagnetismo. Para isso,

Kaluza supos que:

e seu modelo deveria manter a visao de Einstein de que a natureza é puramente
geométrica (WHEELER, 1962);
e a matematica da RG nao ¢ alterada, apenas estendida para cinco dimensoes;

e nao ha dependéncia fisica da quinta dimensao.

De acordo com o segundo pressuposto, a definicao dos simbolos de Christoffel,
tensor de Riemann, tensor de Ricci e tensor de Einstein, além de outras quantidade

fundamentais da RG, nao sao alteradas. Sao apenas extendidas para que os indices
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corram de 0 a 4. O primeiro pressuposto implica que as equacoes de Einstein devem

ser escritas como:

Gap =0, (8.18)

(em que A e B vao de 0 a 4) ou equivalentemente:

Rup =0, (8.19)

pois:

1
GAB = RAB — §gABR’ (8.20)

que multiplicado pelo componente contravariante da métrica, nos da:

R—2R= (8.21)
R=0, (8.22)
e de (8.18), temos:
1
RAB = égABR =0. (823)

Assim, tudo passa a depender das propriedades da métrica 5D.

Considerando uma métrica quadridimensional g,g, Kaluza estende essa métrica para
forcar a quinta dimensao a induzir eletromagnetismo. Para isso, os componentes gq4
da métrica sao conectados com o potencial eletromagnético A, € gas ¢ definido em
termos do campo escalar ¢. A métrica quadridimensional tem assinatura (+ - - -).

A métrica 5D dada por Kaluza é entao:
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o + KPOPAL A KPPA,
gas = | 77 f p KO 0 (8.24)
KO- Ap ¢

em que Kk é uma constante que tomamos como 1, inserida para obter-se a dimensao

correta da métrica (também admitimos que ¢ = 1).

Se entao aplicarmos a condi¢ao cilindrica (que consiste em anular todas as derivadas
com respeito a quinta dimensao), a partir da métrica (8.24) chegamos as seguintes

equacoes de campo em quatro dimensoes:

K0 pu 1
Ga,@ = 9 Ta,@ - g[va(aﬁ(ﬁ) - gaﬁlj(b]? (825>
aoc
V¥F,p = -3 ¢¢Fa5 (8.26)
e
/{32 3
O¢ = f FLFP (8.27)
em que
gaﬁF 6F'Y6
T = + — F1Fp, (8.28)
¢é o tensor energia-momentum eletromagnético e
Fog = 0,Ap — 0A,. (8.29)

Agora, vamos assumir que o campo escalar ¢ seja constante. Vamos também tomar

a constante x sendo tal que

ko = 4V7G. (8.30)
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Com isso, as equagoes (8.25) e (8.26) ficam:

Gop = 871G’ TE (8.31)

VF,s = 0. (8.32)

A equagao (8.31) ¢é a equacao de Einstein e a equagao (8.32) é a equagao (8.15) na

auséncia de corrente. Assim, ambas nos levam a duas conclusoes:

e as equagoes de Maxwell fazem parte das equagoes de Einstein para o vacuo em 5D
(o eletromagnetismo é um produto puramente geométrico);

e as equacoes de Einstein para o vacuo em 5D induzem as equacoes de Einstein com
matéria (radiagao eletromagnética, ao menos) em 4D (matéria no universo observavel

¢ uma consequéncia da geometria num universo 5D).
8.2 Analise da Cosmologia a partir do modelo de Kaluza-Klein

Partindo do caso especifico do modelo Kaluza-Klein em que a quinta dimensao nao
¢ compatificada e logo as derivadas com relagao a sua coordenada nao vao a zero
(que foi brevemente dito na se¢ao 8.1), inserimos um termo de quinta dimensao, de
estrutura o?dl?, num elemento de linha como o de FRW, em que « é um parametro
dependente do tempo, cuja unidade encerra a dimensao correta e dl tem assinatura

tipo-espaco 2. Portanto, o elemento de linha com que vamos trabalhar é:

2

2 2

+ r2d6? + r236n29d¢2) — a(t)?dl?, (8.33)
em que consideramos ¢ = 1 e que o espago-tempo 5D sendo plano (k = 0), além
disso, como usualmente, a(t) representa o fator de escala do universo.

Usando as equacgoes de campo de Einstein da RG, com a métrica de FRW, podemos

obter a seguinte equacao para a densidade do universo, que representa o modelo

2Feita essa andlise, pretendemos tratar a quinta dimensdo como do tipo-velocidade, dando
origem assim ao modelo Carmeli-Kaluza-Klein
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cosmolégico ACDM:

8#Gp@)zz3(%>2——A. (8.34)

Veja que a equagao (8.34) é a usual equacdo de Friedmann com constante

cosmoldgica. Isto é:

H(t)? = (9>2 = %p(t) + é. (8.35)

Seguindo o procedimento de Wesson (WESSON, 1999), queremos obter um anélogo
da equagao (8.34) para o caso 5D (equag@o 8.33), com o intuito de verificar se o
tratamento do universo em 5 dimensoes pode de algum modo mimetizar os efeitos
da constante cosmoldgica das equagoes (8.34) e (8.35). Como no modelo de Kaluza-
Klein o espaco-tempo em 5 dimensoes € vazio, calculamos G 2 = 0, mas para isso,
antes calculamos os simbolos de Christoffel, o tensor de Ricci e o escalar de Ricci
para a métrica (8.33). Os componentes diferentes de zero dos simbolos de Christoffel

Sa0:

a
Lor =T =T = -, (8.36)
Q
Loy =— 8.37
04 Oé’ ( )
% = aa, (8.38)
1
[hy =T = —, (8.39)
I, = ar?a, (8.40)
Iy, = -, (8.41)
3 cost
= 8.42
% senf)’ (842)
Y, = ar’sen®a, (8.43)
I3, = —rsen’d, (8.44)
2, = —senflcosf) (8.45)
(8.46)
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'Y, = ad. (8.47)

O tensor de Ricci tem como componentes diferentes de zero o que segue:

Ry = —32 -2, (8.48)
a o
Riy = ai +2a% + adg, (8.49)
Ry = r2ai + 2r22 + r2aag, (8.50)
Rss = r?sen*0ai + 2a° + aa™ (8.51)
(6]
€
Ru = adi + 330@, (8.52)
que resultam num escalar de Ricci da forma:
i _a a\> ad
R=—6-—2——6 (—) — 6——. (8.53)
a « a a o

Com isso, os componentes do tensor de Einstein diferentes de zero em G 45 = 0 sao:

. 2 ..
G0=3 (9> +322, (8.54)
a a
Gl=2=c=2%¢ <9> 4220y e (8.55)
a a a o (0
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. 2 .
Gi=3 (S) + 32‘ (8.56)

Como foi visto na se¢ao (8.1), a matéria em 4D surge como uma manifestacao
geométrica do espago-tempo vazio em 5D. Assim, as equagoes (8.54)-(8.56) para
o vacuo devem conter informagdes de matéria (como densidade) em seus termos.

Em 4D, vimos que Gy, = kT, que reescrevemos como:

Gy — kT = 0, (8.57)

em que Gy € o tensor de Einstein usual em 4D e Ty, é o também usual tensor
energia-momentum de fluido perfeito em 4D (dado pela equagao (2.2)). Como em

5D, Gap = 0, podemos reescrever (8.57) como:

Gap — Gap = kT, (8.58)

Assim, tudo o que precisamos para encontrar as propriedades da matéria (lembrando
que o componente 00 do tensor energia-momentum, segundo a equacao (2.2), é p) é
do tensor de Einstein em 4D. Em 4D, o elemento de linha (8.33) se torna o elemento
de linha usual de FRW, que resulta nos seguintes componentes para o tensor de

Einstein:

Gy=3 (3)2 (8.59)

. . 2
Gl=G2=G3 = 23 + <9> . (8.60)

a

Aplicando a equagao (8.58) nas equagoes de Einstein em 5D (8.54-8.56) e em 4D
(8.59-8.60), chegamos a:
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$7Gp(t) = —3 (g) (g) |

(8.61)

A pergunta que vem imediatamente é: qual é a forma funcional de a(t), associado

com a dimensdo extra, em (8.61)7 A resposta certamente nao é simples de ser

dada. Contudo, um toy-model pode ser obtido igualando (8.61) com (8.34), o que

significa dizer que «(t) deve mimetizar os efeitos da constante cosmoldgica. Com

esse pensamento, podemos escrever:

Logo, temos:

& a  Aa
a a 3a
que nos leva a
da  da N A gt
a a 3H(t)
Note que
da a 1da
¢ dt - a (a) a dt

Como o redshift se relaciona com o fator de escala do Universo através de

1
a:
142’
temos:
da_ dz
a  1+z

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.65)

(8.66)

(8.67)



Dessa forma,

1 dz dt 1
Hiz) = — ot 8.68
(2) I tzdl  dz (14 2)H(2) (8.68)

Definindo H(z) = HoE(z), onde Hy é o valor atual do parametro de Hubble e E(z) é

a fungao expansao do Universo, nds obtemos substituindo (8.67) e (8.68) em (8.64):

do dz A
- = — dz. .
a 14z 3(1+42)HZE(2)? © (8.69)

A funcao de expansao para um Universo ACDM ¢ dada por:

E(2) = /Qu(1+ 2)3 + Q1 + 2)2 + Qy, (8.70)

em que €2,,, . e Q) sao respectivamente os parametros de densidade da matéria,
curvatura e energia escura (constante cosmoldgica no nosso toy-model), sendo
Q; = pi/pe com p. sendo a densidade critica do Universo (3H3/87G). Com essas

consideragoes, podemos integrar a equacao (8.69) para obter:

In (%) = In(l+2) — /0 i Z;}_I(%E(Z)de, (8.71)

que apresenta a seguinte solucao para €2, = 0.25, 2, = 0 e Q,=0.75:

A T4 4
In (O%) =in(l+2)— 32 [gln(l +2) — §ln(23 +32% 4+ 32 + 1)] . (8.72)

De (8.72) podemos escrever:

A |4 4
0% = (14 2)exp {—S—HOZ {gln(l +2) — §ln(z3 +322 4+ 32+ 1)} } . (8.73)

Dessa forma, nesse toy-model o parametro «, associado com a quinta dimensao, pode
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ser caracterizado pelos valores do parametro de Hubble atual (Hy) e da constante
cosmoldgica. A evolugdo de a com o redshift pode ser determinada entao pela

equacao (8.73).

Veja que para Hy = 70kms ' Mpc™ e A ~ 1073°s72, temos A/3HZ ~ 2/3. Na figura

8.1 pode-se ver a evolucao de ar/ay com o redshift.

I
1000 modelo Kaluza-Klein

100

/0y

10

| | | |
0 200 400 600 800 1000

Z

Figura 8.1 - Evolugao da fungao a/«q, associada com a quinta dimensdo no modelo de
Kaluza-Klein, com o redshift.

Na figura 8.2 apresenta-se a evolucao de &/a do modelo de Kaluza-Klein. A
substituigao desse resultado na equacao (8.61) produz uma evolucao da funcao p(t)

exatamente igual a produzida pelo modelo ACDM.
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Figura 8.2 - Evolucao da fungao &/ap, associada com a quinta dimensao no modelo de
Kaluza-Klein, com o redshift.
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9 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O modelo cosmoloégico de Carmeli tem como principal caracteristica o tratamento
do universo como uma brana 5D, com a quinta dimensao tendo uma interpretacao
fisica plausivel: a velocidade de expansao do universo. Essa é uma vantagem do
modelo de Carmeli quando comparado com os demais modelos de brana 5D (ou

mais dimensoes).

Esse trabalho demonstrou que a fisica desenvolvida para o modelo é, em sua maior
parte, consistente e que a insercao da quinta dimensao tipo-velocidade resolve em
principio a questao da expansao acelerada do universo, além de descartar a existéncia

de matéria escura em escalas cosmolégicas (até z < 1,2).

A aplicacao de testes observacionais no regime de campo fraco, por simples analogia
com a aplicagao na RG, favorece o modelo, pois dela retiramos os mesmos resultados
obtidos com a teoria de Einstein. Ja da aplicacao de testes cosmoldgicos, retiramos
que a atual descricao fisica do modelo a altos redshifts impossibilita a aplicacao do
teste “shift parameter”, assim como a obtencao de certos parametros fisicos nessas
épocas. Para o teste SNIa em conjunto com as oscilagdes acisticas de barions (BAO),
nés verificamos que, embora o modelo tenha apresentado um x?2, maior do que o
obtido para a RG, é possivel obter um valor para o parametro de densidade da
matéria €2, = 0, 064’:8:833, que ¢ compativel com o valor inferido via nucleossintese
primordial. Esse resultado mostra que ao menos nas escalas de distancias definidas
por esses dois testes, nao existe necessidade de postular a existéncia de matéria
escura. O valor retornado para a densidade de matéria é compativel com a matéria

baridnica existente no Universo.

A analise das curvas de rotagao de galdxias a partir do modelo de Carmeli mostra
uma grande discrepancia entre a teoria e os dados observacionais. No entanto, um
trabalho futuro, tomando uma diferente distribuicao de matéria para o disco das

galédxias pode retornar um melhor ajuste.

Com o intento de resolver as inconsisténcias do modelo de Carmeli, ao final
desse trabalho, iniciamos um estudo do modelo gravitacional de Kaluza-Klein.
Primeiramente derivamos dele um modelo cosmolégico do tipo toy-model e
mostramos que o tratamento do universo como um espago-tempo de cinco dimensoes

pode mimetizar os efeitos da energia escura. Uma interpretacao fisica dessa quinta
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dimensao e sua particular forma como tomada neste toy-model sao questoes

importantes que devem ser tratadas na extensao deste trabalho.

Uma vez que obtivermos sucesso na resolucao das inconsisténcias do modelo de
Carmeli, nessa dissertacao apresentadas, concentraremos nossa atencao nos “Fundos
Estocasticos Primordiais de Ondas Gravitacionais”, tendo como base o modelo
de Carmeli com suas alteragoes e também modelos que emergem das teorias
Kaluza-Klein e f(R). Pretendemos caracterizar os espectros de ondas gravitacionais
primordiais via teoria de Carmeli e confronté-los com o analogo obtido via RG e
teorias derivadas do modelo Kaluza-Klein e f(R). Esperamos assim, contribuir para
um melhor entendimento dos processos fisicos ocorridos em épocas primordiais do

Universo.
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