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Resumo

Este documento apresenta uma compilagdo de notas de aula de um curso de Aerodinamica
de Satélites Artificiais ministrado em 1980 pelo professor Nellore Srinivasan Venkataraman.
A estas notas foram adicionados modelos de forcas e torques em satélites derivados de efeitos
ambientais que inicialmente constaram da dissertacdo de mestrado deste autor. Embora o
conteudo ainda ndo possa ser considerado completo, j& que no ambiente espacial podem ser
contabilizadas varias dezenas de efeitos perturbadores na drbita e atitude de satélites, acredita-
se que os principais estejam descritos com pormenores suficientes que permitam ao leitor a
compreensao do fenomeno e sua eventual implementagdo computacional. O documento traz
ainda alguns resultados analiticos da integracdo de forcas e torques aerodindmicos e de
pressao de radiacdo em corpos simples, como placas planas, esferas, cilindros e caixas.
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Satellite Disturbance Models

Abstract

This document presents the lecture notes of Aerodynamics of Artificial Satellites course,
taught in 1980 by Professor Nellore Srinivasan Venkataraman at INPE. At these notes the
author added some models of space environmental perturbations on satellite attitude and orbit,
originally presented in his MSc work, back in 1982. While the content of this document still
can’t be considered exhaustive, since dozens of environmental effects can affect the satellite
orbit and attitude, the main disturbances are described in such a detail to enable the readers to
understand the phenomenon and to implement a computational model. The document also
presents some results from the analytical integration of aerodynamic and solar pressure
radiation forces and torques simple bodies, such as flat plates, spheres, cylinders and boxes.



vi



Sumario

Pig.
1 INTRODUGAOQ ..oueeeerrererrrnnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 1
1.1 Classificacdo das fOrgas € tOTQUES .......eccueerueieiiieriieeiieriie et eiee et eeeeete e e e ereenaeeeeaeens 1
1.2 Transformacodes entre sistemas de coordenadas............ccceoooeeviiieeiiiieeeciiiee e, 9
1.2.1 Propriedades das matrizes de rotagao.........c.eevveeiierieeiiienieeieeee e 10
1.3 Sistemas de coOrdenadas ..........cceeeeuiieeiieiiiie e 11
1.3.1 Sistema geocentrico INETCIAL..........ocuiiiieiiiiriieiieie e 11
1.3.2 Sistema geocentrico Orbital ..........ccccvieeiiiiiiiiieiieceeee e 12
1.3.3 Sistema geomeétrico do SAtELILE .........eevvieiieiiieiieeieeeee e 12
1.3.4 Sistema do elemento de superficie ou sistema descritivo da geometria do
satélite. 13
2  TORQUE DE GRADIENTE DE GRAVIDADE.......ccouiinininneinsamosssisssssssasssasossssns 15
2.1 Estabilizacdo por gradiente de gravidade. ..........cccoeveieviieniiiiiiniiciieieceee e, 18
3  FORCA E TORQUE AERODINAMICO .......uceuercrerercrensesesessesssessessssessessssessesesses 21
3.1 Teoria dos meios continuos e teoria molecular dos gases.........ccoecveevveeiierieeneeenen. 21
3.2 Conceituacao da funcao disStribuiGa0.........ccecuviiiiiiiiiiii i 22
33 Equacdo da funcdo de distribui¢do de Boltzmann..............cccoevvieiieniinciienienienen. 25
34 Funcao de distribui¢do de rapidez e razao de velocidades ..........ccceeeveeeeieernneennnenn. 30
3.5 Transferéncia de quantidade de movimento na coliSA0.........cccecveeeiierireeiienieeneeenen. 33
3.6 A interacdo entre 0 gas € @ SUPETTICIC ...ccuvieriiieriie et 41
3.6.1 RefleXA0 @SPECULAT......c.iiiiiiiieiiecie e 41
3.6.2 RefIeXA0 difUSA...ccuviiieeiieeiie e et 42
3.63 Coeficientes de troca de quantidade de mOVIMENLO ........c.ceeveevieereieeieeniiennnnnn. 43
3.64 Funcgao de distribui¢ao de velocidades das moléculas refletidas...................... 44
3.6.5 Expressdes para a forga aerodindmica atuante num elemento de area............. 47
3.6.6 Coeficiente de arrasto numMa esfera..........ccceevvvvievciieieiiieeeiie e 52
3.6.7 Coeficiente de arrasto num Cilindro...........ccoevieriiiiiiniiiiiieieeeee e 57
3.6.8 Forg¢a aerodinamica em um cilindro............cccceieeiiiiiiiiiiiicceee e 64
3.6.9 For¢a ¢ momento em um cilindro tranSverso ............cceeeeveeeecveeeeveeenreeeeveeeenne 70
3.6.10  Forca aerodinamica em placas planas paralelas ...........ccccceeeveieeeniieecieencneeenne, 71
3.6.11  Forc¢a aerodindmica em paralelepipedos ..........cccceeriieiiieniieriienieeiieie e, 75
4 FORCAS E TORQUES DE PRESSAO DE RADIACAOQO.......ecueuererererererenereneaesenes 77
4.1 Radiagao SOIAr direta .........c.eeeiuiiieciiieciie e e et 77
4.2 FOrga numa ©STera........c.uviiiiiiiee et 85
4.3 Coeficiente de radiagdo de um Cilindro.............cccveeeeiiiieiiiieiiec e 86
4.4  Forca e torque nUM CIlINAIO........ccciiiiiiieiiie e e 89
5  RADIACAO TERRESTRE .....cuuuuiurincnncnsincsssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 99
5.1 Radiagao refletida pela Terra (albedo) .......eevvvieeiiieiiieeeee e 99
5.2 Radiag@o emitida pela Terra........ccceeeiieiiieiiieiieie e 102
BIBLIOGRAFT A .....ccioniiininnnnnnicsnssssisssssssssssssssssssssssssssssassssssssasssssssssssssssssasssasssssssssssssasse 105
APENDICE A ..ocueiueienennenssenssenssesssesssessssssssssssesssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 107
APENDICE Bhu.oceueeeeenseesseesssesssesssssssesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 111

vil



viil



MODELOS DE PERTURBACOES EM SATELITES - Valdemir Carrara

1 INTRODUCAO

1.1 Classificacao das forgas e torques

O movimento dos satélites artificiais no espago ¢ afetado por forgas e torques que estejam
atuando num dado momento. Embora sejam pequenas em modulo, com excecao da forca
gravitacional, a sua acdo continuada afeta significativamente a posi¢do e a orientagdo dos
satélites, modificando, respectivamente, a orbita e a atitude.

O perfeito conhecimento do fendmeno responsavel pelo aparecimento de uma determinada
perturbacgdo ¢ essencial quando se deseja analisar, propagar, gerar ou simular uma orbita ou a
atitude. Outras aplicacdes para a modelagem desses esforcos sdo o projeto de controladores de
atitude e projeto (dimensionamento) de certos componentes do satélite. A precisdo e o
realismo de uma simulagdo sdo fortemente influenciados pelo nivel de detalhamento e de
modelagem das perturbacdes. O conhecimento destes fenomenos ¢ importante em todas as
fases do desenvolvimento de um satélite, desde a concepgdo, analise da missdo, projeto
preliminar, projeto detalhado, langamento e operagdo em Orbita. A selecdo da oOrbita, a
estabilizacdo e controle da atitude, o dimensionamento de sistemas propulsivos e da carga de
combustivel dependem dos efeitos que as perturbagdes causam no satélite. No caso da forca
aerodindmica, pode-se citar ainda mais uma aplicagdo, que ¢ o estudo da alta atmosfera.
Todos os modelos atuais da atmosfera utilizaram, na determina¢ao de seus parametros, dados
obtidos pelo rastreamento de varios satélites. Como exemplo, até 1940 acreditava-se que a
temperatura da atmosfera entre 300 ¢ 1000 km era por volta de —50°C. Dados transmitidos por
foguetes mostraram que a temperatura era da ordem de 400°C.

Os esfor¢os a que estdo submetidos os satélites podem ser classificados quanto a sua
origem em (WERTZ, 1978; SINGER, 1964):

a) Forgas e torques de origem interna ao satélite.
b) Forgas e torques externos ou ambientais.

Devido a natureza das forcas e torques internos, isto ¢, devido ao fato de serem
extremamente dependentes dos equipamentos a bordo do satélite, estes torques serdo
analisados, sem muitos detalhes, somente neste capitulo. Isto se justifica, pois uma
modelagem precisa de cada um deles requer, em principio, a completa especificagdo do
equipamento que o origina, isto ¢, das caracteristicas dos motores propulsivos, rotores,
tanques, painéis, etc., além do modelo matematico que represente o efeito, e esta descri¢ao
foge ao escopo deste trabalho.

As forgas e torques internos podem ainda ser subdivididos em subgrupos, como se segue:
1- Forgas e torques internos
1.1- Devido a ejecao de massa
1.1.1- Intencionais. S3o provocados pelo sistema de controle de atitude e orbita

Atuadores de controle de atitude (jatos de gés quente ou frio) ou de orbita
Separacgao da carga 1til ou separag@o entre estagios.

Sublimag¢ao de materiais destinados a retardar um evento.
Desprendimento de massa para amortecer rotagdes elevadas (16-10).
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1.1.2- Nao intencionais, resultantes de um erro no projeto ou falha no equipamento.

e Escapamento de combustivel ou gases em camaras pressurizadas.

e Desalinhamento do motor de empuxo ou imprecisao no tempo de queima
(Figura 1.1).

e Colisao dos gases de combustdo (ou jatos de gas frio) com partes do
veiculo (Figura 1.2).

e Duracao do tempo de queima impreciso.

0)2(

Fig. 1.1 — Desalinhamento de empuxo de motor propulsivo.

SUAVAR G

colisdo

Figura 1.2 — Pluma de jato em colisdo com a estrutura do veiculo.

1.2- Agitagdo de combustiveis liquidos nos tanques. A agitagdo de combustiveis em
tanques se deve a um movimento translacional ou uma aceleragdo angular causada,
por sua vez, pelo disparo efetuado pelo sistema de controle de orbita ou atitude,
deformacao elastica da nave, ou uma perturba¢do ambiental. A perturbagdo persiste
até que se dissipe a energia armazenada pelo liquido em movimento. Para se reduzir
a agitacdo e aumentar a capacidade de dissipacdo, utiliza-se tanques com defletores
internos (Figura 1.3).

Figura 1.3 — Reservatorio de combustivel com defletores internos para reduzir a
movimenta¢ao do liquido.

1.3- Movimentos de pessoas a bordo. Os movimentos da tripulagdo a bordo de um
veiculo sdo dificeis de serem previstos. A perturbacao depende da amplitude dos
movimentos e da relagdo entre as massas da tripulacao e da nave.

1.4- Movimentos de equipamentos a bordo. Os movimentos de equipamentos a bordo
normalmente sao compensados pela inclusdo de dispositivos que anulam ou
amenizam as perturbacdes introduzidas pelo movimento. Entre os equipamentos
que podem ter alguns de seus componentes em movimento estdo: gravadores de
fita, radiometros de varredura, cameras de varredura, telescopios, antenas
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direcionais, mastros flexiveis, painéis flexiveis, etc. Rodas de reagdo e volantes de
inércia sdo equipamentos de controle e, portanto, geram efeitos intencionais.

2- Forgas e torques externos ou ambientais. As for¢as e torques ambientais ndo dependem
dos equipamentos que compdem o satélite em si, mas da simples presenca de um
corpo no espaco. Dentre as mais importantes forcas ambientais estdo gravitacionais,
aerodinamica, pressao de radiagdo e eletromagnéticas.

2.1- Gravitacionais. As forcas e torques de origem gravitacional podem ser subdivididas
quanto a fonte em gravitacional terrestre ou luni-solar. Seus efeitos na orbita do
satélite também sao diferentes.

2.1.1- Gravitacional terrestre. A Terra ndo ¢ perfeitamente esférica, e, portanto, a
orbita de um satélite ndo ¢ uma elipse (ou circunferéncia) perfeita. Os
modelos atuais fornecem o potencial terrestre em termos de coeficientes,
aplicados normalmente em polindmios de Legendre. Esta série, teoricamente
infinita, na pratica ¢ truncada a partir de uma determinada ordem. A
determinacdo dos coeficientes envolve calculos extensos e¢ a analise de
inimeras orbitas. A ordem de truncagem vem crescendo nos ultimos anos,
sendo que atualmente conta-se com o modelo GEM 10B, até¢ a ordem 30. O
primeiro termo desta série ¢ o termo principal e corresponde a uma Terra
esférica, resultando a 6rbita, portanto, uma elipse (corresponde a ordem 0). A
ordem 1 ¢ nula, resultante da adog¢do da origem do sistema de coordenadas
coincidente com o centro de massa da Terra. A ordem 2 corresponde ao
achatamento terrestre e assim por diante. Na série existem coeficientes zonais
(modificam o potencial em latitude) e o tesserais (modificam em longitude).
De uma maneira esquematica, os harmonicos zonais podem ser visualizados
como se a Terra tivesse um perfil como o mostrado na Figura 1.4. O perfil
completo da Terra denomina-se gedide e assemelha-se a figura seguinte
(considerando-se apenas os harmonicos zonais). O segundo harmodnico ¢
cerca de 1000 vezes menor que o termo principal, ao passo que os demais sdo
menores um milhdo de vezes que o primeiro termo. O efeito gravitacional da
Terra produz também um torque no satélite, conhecido como torque de
gradiente de gravidade. Devido a importancia deste torque ele sera visto com
mais detalhes no segundo capitulo.

O

Figura 1.4 — Influéncia dos harménicos zonais no perfil aparente da Terra

2.1.2- Luni-solar. A gravidade tanto do Sol quanto da Lua gera um torque na orbita,
cuja influéncia maior ¢ alterar a inclinacao desta com relagao ao equador. Isto
se deve ao fato de que o eixo de rotacdao da Terra ¢ inclinado com relagdo ao
eixo da ecliptica, e também com relagdo ao plano da orbita lunar. Diferencas
na magnitude da forca de atra¢do entre a Lua ou Sol e o satélite, provocadas

3
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pela variacao na distancia entre eles, acarreta um torque que tende a precessar
a orbita em torno do polo da ecliptica, o que provoca uma mudanca na
inclinag¢ao orbital.

2.1.3- Marés terrestres. O efeito das marés terrestres s6 pode ser sentido e mesmo
assim numa escala muito reduzida em satélites de baixa relagdo area-sobre-
massa (satélites densos) e esféricos. Desta forma, os efeitos gravitacionais
ndo ficam mascarados pelos demais (aerodinamico, pressao de radiacao, etc.)
e se tornam dominantes.

2.2- Aerodinamica. A forga e torque aerodindmicos surgem em decorréncia do choque
das moléculas da atmosfera rarefeita com o satélite em movimento. Uma
comparacao qualitativa entre as forgas, tomadas em relagdo a forca gravitacional, ¢
mostrada na Tabela 1.1. Nota-se que a forga aerodinamica decresce rapidamente
com a altitude, devido ao comportamento exponencial da densidade atmosférica
com a altura. Devido ao fato da forga aerodinamica (arrasto atmosférico) nao ser
conservativa, ela ¢ predominante em satélites com perigeu menor que 1000 km. Sua
influéncia ¢ maior no semi-eixo orbital, que decresce com o tempo, € na
excentricidade, que tende a se anular (circularizar a orbita), como pode ser visto nas
Figuras 1.5 e 1.6. Na verdade, a forca aerodindmica ¢ a maior responsavel pelo
decaimento da orbita, caracterizando, com isso, o tempo de vida do satélite
(intervalo de tempo entre a inje¢do em Orbita e o instante quando a altitude média ¢
menor do que 100 km). Atingida a altura do apogeu de 150 km, o satélite cai em
poucos dias.

Tabela 1.1 — Comparagao relativa entre as magnitudes das principais perturbagoes.

Tipo 250 km 700 km | 2000 km
kepleriana (Terra esférica) 1 1 1
achatamento 10~ 10~ 10~
demais harmonicos 10° 10° 10°
aerodinamico 10° 10° -
pressao de radiagdo 10° 10° 10°
luni-solar 107 10”7 10”7

Figura 1.5 — Decaimento orbital devido ao arrasto atmosférico
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Figura 1.6 — Variagdo da altitude do perigeu e apogeu devido ao arrasto.

2.3- Forgas e torques de pressdo de radiagdo. Tais forgas originam-se devido a troca de
quantidade de movimento dos fotons ao chocarem-se com a superficie do satélite.
Sao considerados fontes importantes de radiagdo no espaco apenas o Sol e a Terra.
A radiagdo provinda da Terra possui duas parcelas significativas: o albedo
(radiacdo solar refletida difusamente pela superficie da Terra) e a radiagdo terrestre
(emissao espontanea na faixa do infravermelho e proporcional a quarta poténcia da
temperatura absoluta da superficie terrestre).A radiagdo solar direta afeta
principalmente a excentricidade orbital, mas pode afetar o semi-eixo. Praticamente
independente da altitude do satélite, a pressdo de radiagdo comeca a predominar a
forca aerodindmica a partir dos 700 km. E grande sua influéncia nos satélites
geoestaciondrios (altitude de 36000 km). Tanto o albedo quanto a radiagdo terrestre
atuam quase que exclusivamente na vertical, procurando aumentar o semi-eixo
orbital. A radiacdo terrestre ¢ extremamente simétrica com relacdo a vertical local,
tornando a deteccao dos seus efeitos bastante dificil e complexa. O albedo ¢ cerca
de 90% menor que a radiagdo solar direta a 700 km de altitude; a radiagdo terrestre
¢ aproximadamente 93% menor. Ambos decrescem com a altitude.

2.4- Forgas e torque eletromagnéticos. Sao varios os tipos de forgas e torques atuantes
em satélites de origem eletromagnética. Todos derivam do fato de o satélite mover-
se numa atmosfera parcialmente ionizada (um gés condutor) surgindo com isso
correntes elétricas que interagem por sua vez com o campo magnético terrestre. Os
satélites tendem a ter em sua superficie um potencial elétrico negativo, pois na
ionosfera o nimero de colisdes por unidade de tempo dos elétrons livres do plasma
com o satélite ¢ muito maior do que o de ions positivos. Muitas das forgas e torques
de origem eletromagnética sdo oriundos deste potencial negativo, € s6 surgem caso
a superficie do satélite seja metalica, e, portanto, condutora. De uma maneira
global, estas forgas sdo, em geral, pequenas quando comparadas com aquelas
mencionadas anteriormente. Sua influéncia ¢ maior em satélites altamente
simétricos (esferas, cilindros, etc.) pois nestes satélites os demais torques sao nulos.
Dentre as forgas e torques de origem eletromagnética podem ser citados:

2.4.1- Torque de inducdo. Ocorre devido a interagdo de correntes elétricas que
surgem na superficie do satélite com o campo magnético terrestre. Estas
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correntes aparecem gracas ao acréscimo desigual de ions e elétrons da
atmosfera na superficie do satélite. Como a velocidade dos elétrons livres da
ionosfera ¢ muito maior do que a velocidade do satélite, e esta, por sua vez, ¢
muito maior do que a velocidade média dos ions, tem-se uma configuracdo na
qual os elétrons colidem com o satélite vindos de todas as direcdes, porém os
ions (e também moléculas neutras), colidem preferencialmente na face frontal
em relacdo a velocidade. O acréscimo de carga no satélite € portanto desigual,
havendo uma tendéncia da carga ser menos negativa na face frontal. Surge
assim uma corrente elétrica que vai da face frontal para a face posterior
(Figura 1.7). Esta corrente, ao interagir com o campo geomagnético ira gerar
o torque de indugao.

P — £ 7 7 elétrons o
° P - 7
1% corrente — -~
-——— 2
[ TR | 7~
R4 7 = v
[ Y | ;

Figura 1.7 — Torque de assimetria de carga elétrica.

Arrasto de Coulomb. Origina-se devido ao choque e deflexdo dos ions da
atmosfera com o satélite eletricamente carregado com potencial negativo. Os
ions sdo defletidos da sua trajetéria e eventualmente colidem com o satélite,
causando um arrasto (Figura 1.8).

P Z

trajetoria dos ions =

[ ]

Figura 1.8 — Arrasto de Coulomb.

Torque de correntes de Foucault. A interagdo dos elétrons livres na superficie
condutora com o campo magnético terrestre em virtude da rotacao do satélite
provoca o aparecimento de circuitos fechados de corrente elétrica na
superficie e no interior de um satélite condutor. Essas correntes dissipam
energia por efeito Joule, introduzindo, desta forma, um torque que tende a
imobilizar o satelite com respeito ao campo magnetico. O movimento de
rotacdo do satélite ¢ o principal causador desse torque, que, além de reduzir
exponencialmente a velocidade angular, também precessa seu eixo. (Figura
1.9).
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/B(ff@

Figura 1.9 — Correntes geradas no satélite pelo campo B ¢ a velocidade angular

2.5- Outros tipos de forcas e torques. Dentre os outros tipos destacam-se aqueles
estritamente ambientais e aqueles que deveriam ser classificados como
intermedidrios ou mistos.

2.5.1- Outras perturbagdes ambientais:

Ondas Alfvén. Surgem no plasma ondas que se deslocam
perpendicularmente ao movimento do satélite. Sua energia deriva da
energia cinética do satélite e, portanto, seu efeito ¢ semelhante a um
arrasto.

For¢a de Lorentz. Um satélite carregado eletricamente movendo-se
através de um campo magnético sofre uma aceleracdo perpendicular a
direcdo do movimento.

Torque de rotacao de carga elétrica. Um satélite polarizado eletricamente
e girando num campo magnético tem sua energia rotacional reduzida
devido a dissipagdo por efeito Joule das cargas elétricas movendo-se com
relagdo ao satélite, porém estacionadas com respeito ao campo (Figura
1.10)

Gradiente de densidade. A variacdo da densidade atmosférica com a
altitude causa um torque aerodinamico quando as moléculas da atmosfera
se chocam com o satélite (Figura 1.11)

Aerodindmico rotacional. Surge em decorréncia do movimento rotacional
do satélite com relagdo a atmosfera. A forca aerodindmica ¢ maior no
lado mais veloz, originando um torque que tende a anular a rotagdo do
satélite (Figura 1.12).

Figura 1.10 — Torque de rotagdo de carga elétrica.

2.5.2- No segundo grupo, de forgas e torques mistos, citam-se:

Interagdo das correntes elétricas dos painéis solares e equipamentos a
bordo como campo magnético terrestre. Estas perturbagdes sdo nao-

7
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intencionais, e seus efeitos podem ser minimizados introduzindo-se
pequenos imds permanentes em locais pré-determinados, procurando-se
anular o momento magnético resultante das correntes.

e Bobinas eletromagnéticas. O mesmo efeito anterior pode ser utilizado de
forma intencional, a fim de corrigir-se a atitude do satélite grosseiramente
(de 2 a 5 graus de precisdo). Origina-se de correntes elétricas controladas
em bobinas instaladas na estrutura do satélite.

e Histerese magnética. Satélites que sao inicialmente providos de rotagdo
angular, mas que necessitam, devido a requisitos, serem estabilizados por
outros meios, podem ser utilizadas barras ferromagnéticas na estrutura do
satélite que dissipam energia rotacional por meio de histerese magnética.
Elas sdo passivas, leves e baratas.

-

) M
-
Figura 1.11 — Variacdo da altitude do perigeu ¢ apogeu devido ao arrasto.

y SQr
—

Figura 1.12 — Variacao da altitude do perigeu e apogeu devido ao arrasto.

O satélite Echo II possuia a forma esférica feito de um baldo de Mylar inflado, com 40 m
de didmetro e oOrbita a 1200 km de altitude, circular. Foi langado em 25 de janeiro de 1964
para testar comunicacao passiva. Os seguintes valores de torque foram estimados para o Echo
I, ao redor do eixo de rotacao:

e Torque acrodinamico (gradiente de densidade e rotacional): 8.2 10 Nm
e Torque de corrente de Foucault: 6.5 10° Nm

e Torque de inducdo: 3.7 10° Nm

e Torque de Coulomb: 7 107 Nm

Como dito anteriormente, a magnitude das forcas e torques ambientais ¢ dependente da
geometria do satélite. Satélites altamente simétricos sdo mais afetados por efeitos de origem
eletromagnética, enquanto que satélites com assimetria de forma ou de massa sofrem
influéncia de perturbagdes de origem gravitacional e atmosférica (no caso de oOrbitas baixas,
até 1000 km de altitude).
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Uma parcela significativa dos satélites em Orbita terrestre baixa ndo possui geometria
simétrica, pois requisitos construtivos em geral emcaminham os projetos para geometrias
cubicas, prismaticas ou compostas. Para tais satélites, os principais efeitos perturbadores na
oOrbita sdo os de origem gravitacional terrestre, seguido do arrasto atmosférico, da pressao de
radiacdo solar e atragdo do Sol e da Lua. A atitude ¢ afetada pela colisdao das moléculas da
atmosfera com o corpo do satélite, pela pressdo de radiagdo solar, por torques magnéticos,
pelo gradiente de gravidade (no caso de satélite com assimetria de massa), além de varios
outros com magnitude reduzida. Uma vez que nem todas as perturbacdes sdo significativas na
analise do movimento de orbita e atitude dos satélites, ¢ melhor que os principais efeitos
sejam modelados com maior precisdo, e aqueles menos influentes sejam descartados ou que
sejam modelados com grandes simplificagdes. Dependendo do estudo em questdo uma analise
da ordem de grandeza do efeito ja produz o resultado desejado.

Este documento ira entdo apresentar modelos matematicos dos principais efeitos
perturbadores da orbita e atitude, com énfase naqueles dependentes da geometria. A secdo
seguinte irda apresentar os sistemas de coordenados utilizados ao longo do documento,
enquanto que o Capitulo 2 ird desenvolver o modelo de torque de gradiente de gravidade. O
Capitulo 3, mais extenso, descorrera sobre a forga e torque aerodinamicos, seguidos pelo
modelo matematico da pressdo de radiacdo solar no Capitulo 4. Finalmente, no Capitulo 5,
serdo apresentados modelos referentes a radiagdo terrestre: albedo e re-emissao terrestre.

1.2 Transformacdes entre sistemas de coordenadas

Dados dois sistemas de coordenadas retangulares x° yb Lex y° z° existe uma Unica matriz
A quadrada de ordem 3 que relaciona os dois sistemas. Seja um vetor r’ com componentes
fornecidos em relagdo ao sistema x” yb e seja A a matriz de rotacdo que leva este sistema ao
sistema e x“)“ z°. Entéo os componentes de r neste ultimo sistema serdo obtidos por:

r'=Ar’ (1.1)

onde

ay G4y 4
A=lay, ay ay (1.2)

a3 G4y Ay
Uma matriz de rotacdo pode ser composta pelo produto de matrizes de rotagdes
elementares. Em coordenadas retangulares, associa-se uma matriz elementar de rotacdo a cada

um dos trés eixos. A matriz de rota¢ao que resulta da rotacao de um angulo 0 sobre o eixo x"
fica entdo:

1 0 0
A=R'(0)=|0 cosO senb (1.3)

0 -—sen® cosO

Matrizes de rotac¢do elementares sdo indicadas por R"(0), onde w indica o eixo de rotagdo e
0 o angulo de rotacdo, como mostra a Figura 1.13.
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y

Figura 1.13 — Rotacédo entre sistemas de coordenadas ao redor do eixo x de um angulo 6.

Se a rotagdo de um angulo 0 for realizada sobre o eixo yb ou z°, obtém-se, respectivamente:

[cos® 0 —senB]
R@®= 0 1 o0 (1.4)

_sene 0 cosO

[ cos® sen® O]
R*(0)=| —senO® cos® 0 (1.5)
0 0 1

Uma matriz formada a partir destas rotacdes elementares ¢ denominada matriz de rotacao
de Euler e os angulos envolvidos em cada rotacdo sdo denominados angulos de Euler. Em
mecanica celeste e no estudo da atitude, ¢ freqiiente encontrar-se rotagdes na seqiiéncia z-x-z,
significando uma rotagao no eixo z, seguida de uma rotacao sobre x € novamente em z.

1.2.1  Propriedades das matrizes de rotagao

As seguintes propriedades das matrizes de transformag¢do podem ser comprovadas sem
dificuldade (WERTZ, 1978):

e A soma dos quadrados dos elementos de uma linha ou coluna ¢ sempre igual a 1.
Além disso, a soma dos produtos dos elementos de duas linhas ou duas colunas ¢
sempre nula:

2 2 2
a;, +a;, +a; =1
2 2 2
a, +ay, +a; =1 (1.6)

y) Ay + A, Ay +ay5 a4y, =0

Ay Ay +ay, Ay +a;; a3 =0

Obtém-se com isso 12 equagdes, das quais apenas seis sdo linearmente
independentes. Dos 9 elementos da matriz A, apenas 3 sdo independentes.

e A inversa de uma matriz de rotacdo € igual a sua transposta

A =A" (1.7)
ou, de outra forma:
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AA" =1, (1.8)
onde / ¢ ma matriz identidade de ordem 3.Se uma matriz de rotacdo leva um

sistema x” y” z” para o sistema x°)° z°, entdio sua inversa (ou sua transposta) leva o
c.c ¢ b

sistema x" )" z" para o sistema x° yb z.
¢ O determinante de uma matriz de rotacao ¢ sempre unitario:

det(A) = det(A™) = det(A7) =1 (1.9)

e Qualquer elemento a; de uma matriz de rotagdo € igual ao seu cofator. Por
exemplo:

Q)| = Ay, dy3—dy; A3y
a, =—(ay a3 —ay, ay3)

(1.10)

1.3 Sistemas de coordenadas

Sera necessario definir alguns sistemas de coordenadas, usados comumente na
representacdo do movimento de atitude.

1.3.1  Sistema geocéntrico inercial

O sistema geoceéntrico inercial x'y' 7', onde x' e ) estdo contidos no plano do equador
terrestre, com x' apontando para o ponto vernal (coincidente com a interse¢do do plano do
equador com o plano da eclitica). z' aponta para o p6lo norte (Figura 1.14).

A

Figura 1.14 — Sistema geocéntrico inercial.

Neste sistema de coordenadas, numa dada data, o raio vetor do Sol ¢ dado por:

cosd, cosa,
r'=d, |cosd, sena, |, (1.11)

send,

onde d, ¢ a distancia entre os centros da Terra e do Sol.

11
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1.3.2  Sistema geocéntrico orbital

O sistema geocéntrico orbital x” ° z°, com origem no centro da Terra, eixo x° passando
pelo centro de massa do satélite, e eixo y” coincidente com a normal ao plano orbital, na
direcdo do momento angular orbital (Figura 1.15).

Figura 1.15 — Sistema geocéntrico orbital.

A relagdo que une o sistema inercial ao sistema orbital ¢ dada por:

r’ =R*(o+ f)R*G)R*(Q)r', (1.12)

sendo que r' é um vetor com componentes no sistema inercial ¢ r’ ¢ o mesmo vetor com
componentes no sistema orbital. Os angulos i, Q, ® e f representam, respectivamente, a
inclinacdo orbital, a ascencao reta do nodo ascendente, o argumento do perigeu e a anomalia
verdadeira.

1.3.3  Sistema geométrico do satélite

O sistema geométrico do satélite x* y* z* é fixo na estrutura do satélite e é através dele que
se descreve a geometria do corpo do satélite. Este sistema ¢ normalmente adotado durante o
projeto do satélite, e tenta seguir, quando possivel, os eixos de simetria do corpo. Estando o
satélite livre no espago, a orientacdo do sistema geométrico relativo a um outro sistema
(inercial ou orbital) ¢ encontrada através do processo de determinagdo de atitude.

De uma maneira genérica, o sistema geométrico relaciona-se com um outro sistema - que
tanto pode ser o inercial ou o orbital através dos angulos de Euler o 0, y,, como mostrado na
Figura 1.16.

O motivo pelo qual estes angulos relacionam-se tanto com o sistema orbital quanto com o
inercial ¢ que existem satélites estabilizados tanto inercialmente quanto geocentricamente.
Fornecendo estes angulos com relacdo a um destes sistemas, sua variagdo fica restrita a
pequenos valores, associados ao erro no controle da atitude. A visualizacdo destes angulos
fica mais clara e também sua compreensao. Nota-se que o sistema orbital varia com o tempo
com relagdo ao sistema inercial.

12
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Figura 1.16 — Sistema geométrico do satélite
1.3.4  Sistema do elemento de superficie ou sistema descritivo da geometria do satélite.

Este sistema ¢, na verdade, um sistema auxiliar. O satélite pode ser descrito por elementos
de superficie planos, que serdo utilizados no célculo das forgas de perturbagdo. Estes
elementos sdo infinitesimais, de forma que mesmo superficies curvas possam ser aproximadas
por elementos planos. Neste sistema o eixo z° é coincidente com a normal externa do
elemento. O eixo )© é orientado de tal forma que um vetor inicialmente conhecido no sistema
do satélite, u’, estd contido no plano z°-)° e sua projegdo no eixo )“ é negativa, conforme
mostra a Figura 1.17. O plano x°-) coincide com o plano da superficie. Conhecendo-se a
normal n’ no sistema geométrico do satélite, entdo as dire¢des do sistema fixo ao elemento
serdo dadas por:

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Figura 1.17 — Sisema do elemento de superficie do satélite.

Nota-se que tanto a normal quanto o vetor #* possuem moédulo unitario. A direcdo ) pode
também ser posta em fungdo do angulo 0, compreendido entre as diregdes de n’ e u’

jo=cotOn’ —cossecOu’ (1.16)

13
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Estes sistemas de coordenadas e as transformagdes entre eles permitem que vetores
possam ser facilmente representados em qualquer um deles. Isto serd 1til nos préximos
capitulos, onde forgas e torques elementares terdo que ser obtidos em diferentes sistemas de
coordenadas.
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2 TORQUE DE GRADIENTE DE GRAVIDADE

O torque de gradiente de gravidade ¢ causado por diferencas na forca gravitacional que
atua no satélite. Uma vez que a forca gravitacional da Terra ¢ inversamente proporcional ao
quadrado da distancia que a separa do satélite, entdo ocorrem pequenas diferencgas tanto na
intensidade quanto na direcdo da forca gravitacional em cada elemento de massa pertencente
ao satélite, em virtude desses elementos estarem mais proximos ou mais distantes do centro
da Terra. E claro que este torque aparece somente quando o satélite ndo tiver simetria de
massa, ou seja, quando o satélite possuir diferencas entre seus momentos principais de inércia.

O torque de gradiente de gravidade num elemento de massa dm do satélite ¢ dado, no
sistema orbital (com origem no centro de massa do corpo), por:

dg, =r°xdf’, 2.1

onde r’ é o vetor posi¢do do elemento de massa dm relativo ao centro de massa do satélite,
como indicado na Figura 2.1. No sistema orbital, a expansao da for¢a gravitacional em série
de Taylor (CARRARA, 1982), resulta para df’, desprezando os termos de ordem igual ou
superior a 2:

x/R X 0
af'=—| y/R +8((r” /R)Z);—% y|+| 0 (2.2)
1-2z/R z| |R-3z

onde p € a constante geogravitacional e R ¢ a distancia do centro da Terra ao centro de massa
do satélite.

Figura 2.1 — Forga agindo num elemento de massa dm do satélite

Substituindo esta for¢a na expressao do torque de gradiente de gravidade, e lembrando que
o produto vetorial pode ser colocado na forma de um produto matricial através do operador
Q(-), segue que:

15
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0 0
dg’ = —%Q(r”) '+ 0 |b= —%Q(r") 0 (2.3)
R-3z R-3z

pois Q(r°)r’ =0 (propriedade de produto vetorial), onde Q(r) ¢ a matriz anti-simétrica dada
por:

0 -z vy
Qr)=| z 0 -—x|. (2.4)
-y x 0

Efetuando a integral sobre todo o volume do corpo, obtém-se:

0 0
gj_,:jydggz—% Q)| 0 dm+%jVQ(r0) 0 |dm (2.5)
R 3z

Mas como R ¢ constante, pode ser posto para fora da integral, e lembrando que:
jVQ(rO)dm=0, (2.6)

J& que o sistema orbital tem origem no centro de massa, tem-se que:

g’ :%Lg(m(v" x°) v dm 2.7)

onde v’ ¢ a diregdo da vertical local (sentido zénite) no referencial orbital. Nota-se que:

0 0
(vvor)ve=|(0 0 1)y |[|0|=]0] (2.8)
z 1 z
Como v’-r’ é um escalar, tem-se:
° —3—“j Q") (v o) v dm=—3H Q(v) (v r)r* dm (2.9)
gg_R3 v - R3 v .

Sabendo que v’ ndo depende da posig¢do do elemento de massa, € que o produto escalar
pode ser posto em termos de produto de matrizes, decorre entdao que:

o __ 3“’ 4 4 ol _ o _ 3“’ 4 o ol o
g = Qv )jV (" v )dm——FQ(v )jV v’ v dmv (2.10)
A matriz de inércia de um corpo € dada, por defini¢do, por:

J=jVQ(r) Q(r)dm=jy[rfr1—rrT]dm, (2.11)

sendo I a matriz identidade de ordem 3. Desta expressao pode ser obtido que:
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errT dm=erTr1 dm—J (2.12)
Substituindo este valor na expressao do torque de gradiente de gravidade, tem-se que:
g’ :—3—“9(v")j T Ldm v+ 2R Q(v) 3 v (2.13)
g R3 Vv R3
Mas como r°" r° é um escalar, a integral pode ser colocada na forma:
g’ :—3—M r’ v’ dm Q(v°)Iv° +3—MQ(V”)J” v’ (2.14)
g R3 v R3
que resulta, pela propriedade de produto vetorial, em:
o 3“ o o o
ggzﬁﬂ(v )J%v (2.15)

Resta agora levar esta expressdo para o sistema de referéncia do corpo do satélite, ja que,
devido ao movimento em atitude, a matriz de inércia J° varia com o tempo. Sabendo que as
seguintes transformagdes sdo validas:

g, =Ag,
r=Ar , (2.16)
J=AJ AT

QAr)=AQ(r)A"

onde A ¢ a matriz de atitude que relaciona o sistema orbital com o sistema do satélite, o
torque resulta:

gZz%AAT QVH)IAA"JFAAT V', (2.17)
ou seja:
s 3“ s s s
g, :FQ(V )J° v, (2.18)

de onde se conclui, por similaridade, que esta expressao independe do sistema de referéncia.

Analisando a expressdo acima, nota-se que o torque de gradiente de gravidade depende da
dire¢do da vertical local, dada por v'. E facil mostrar, também, que este torque ¢ sempre
perpendicular a esta dire¢do, ou seja, estd contido no plano x’-)°. Caso o sistema do satélite
coincida com o sistema dos eixos principais de inércia, entdo os momentos cruzados sao
nulos, e o torque simplifica-se na forma:

v, v. (J:=J))

s 3 S S S S
gé:R_f Vv (IS =T |, (2.19)

vov, (J,=J7)
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s s s ~ s K s s ~ . . .
onde v;, v, e v, sdo as componentes do vetor v', e I, I} e I sdo 0os momentos principais

de inércia.

Em geral procura-se manter o sistema geométrico do satélite proximo ao sistema dos eixos
principais, para evitar o0 movimento em nutacdo do satélite. Além disso, procura-se também
manter a magnitude dos momentos principais proximos entre si, para minimizar os efeitos
indesejaveis do torque de gradiente de gravidade. Estes procedimentos sdo adotados durante o
projeto do satélite, distribuindo adequadamente os equipamentos a bordo.

Por outro lado, dependendo das caracteristicas de apontamento desejadas para o satélite,
este torque pode ser aproveitado para, de uma forma passiva, isto €, sem a intervencao de um
sistema de controle, permitir que o satélite aponte uma face para a Terra. Esta estabilizagdo ¢
conhecida como estabilizagdo por gradiente de gravidade e permite uma precisao de
apontamento ao redor de 5°.

2.1 Estabilizacdo por gradiente de gravidade.

Considera-se um satélite cilindrico, como mostrado na Figura 2.2, e com distribui¢do
uniforme de massa tal que I;< I/=1".

Figura 2.2 — Satélite cilindrico, inclinado de um angulo o em relagdo a vertical local.

O satélite encontra-se numa atitude tal que seu eixo de simetria forma com a vertical local
q
(x?) um angulo o.. No sistema geométrico do satélite, a dire¢do vertical local é dada por:

CoS
v =| —sena |, (2.20)
0
0 que resulta, para o torque:
. 0
g =—o 0 . (2.21)

cosaseno (/] —17)

Os pontos de equilibrio podem ser encontrados igualando-se o torque a zero, que resulta o

=kn(k=0,1,2,..). Pode-se mostrar, no entanto, que os pontos onde k& ¢ par sao pontos de
equilibrio estavel, enquanto que os pontos de k£ impar sdo instaveis.
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Como o torque € negativo, ele tenta alinhar o eixo x* do satélite com a vertical local x°. Se
o for negativo, entdo o torque serd positivo e tentard novamente alinhar os dois eixos. O
mesmo resultado € encontrado quando o eixo de simetria do satélite esta contido no plano x°-
z°. Resumindo, tem-se que o torque de gradiente de gravidade procura sempre alinhar o eixo
de menor momento de inércia do satélite na dire¢ao da vertical local. Uma vez que o sistema
orbital gira em torno do eixo z° uma vez a cada Orbita, este torque pode ser usado para
controlar e manter um determinado eixo do satélite permanentemente apontado para a Terra.
Esta forma de estabilizagdo ¢ conhecida como estabilizagao por gradiente de gravidade.

Contudo, a distribuicdo de massa do satélite deve ser tal que este faca este torque suplantar
todos os demais torques perturbadores. Isto ¢ conseguido instalando-se um mastro no satélite,
que ¢ esticado apos a inje¢do em Orbita. Na ponta do mastro ha uma pequena massa, que faz
com que o momento de inércia na dire¢do do mastro seja muito menor do que nas outras
diregdes. O torque gerado fard entdo com que o satélite aponte o mastro na dire¢do do centro
da Terra (ou na dire¢dao oposta). Os satélites equipados com mastro geralmente necessitam de
um sistema passivo para dissipar as oscilagcdes causadas pelo gradiente de gravidade quando o
satélite estiver alinhando-se com a Terra.

A magnitude do torque ¢ maxima quando o produto v; v, (i, j quaisquer) também for

maximo. Isto ocorre para o =45°+k90° (k=0, 1, 2, ...), e resulta em

N 3“ S )
G =y =1 (2.22)
Um satélite com simetria esférica de massa, isto ¢, com momentos principais de inércia tais
que /;=1 =1 fard com que o torque de gradiente de gravidade seja nulo.

Embora a forca gravitacional decres¢a com o quadrado da distancia ao centro da Terra, o
torque de gradiente de gravidade decresce com o cubo desta distancia. Isto torna praticamente
inviavel este tipo de estabilizagdo para satélites em grandes altitudes, como os
geoestaciondrios, por exemplo.
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3 FORCA E TORQUE AERODINAMICO

A forca aerodinamica surge em decorréncia dos choques entre as moléculas da alta
atmosfera com a super'ficie do satélite. Ela ¢ predominante em satélites de baixa altitude, com
perigeu menor que 1000 km. Devido a atmosfera ser muito rafereita nestas altitudes, a
mecanica dos meios continuos ndo pode ser usada na modelagem desta for¢a, mas sim a teoria
molecular dos gases. Desta forma, tratar-se-a4 a for¢a aerodindmica como decorrente da troca
de quantidade de movimento das moléculas que colidem com o satélite. Para tanto, precisa-se
conhecer como se movimentam as moléculas livres da atmosfera, através da funcao
distribuicdo de velocidades. Durante este capitulo serdo vistos os limites de validade da teoria
molecular dos gases, o formalismo da fun¢do de distribui¢ao, o comportamento da colisao
entre moléculas e o satélite, a formulagao das expressdes para a forga e o torque e, finalmente,
alguns aspectos da modelagem da alta atmosfera.

3.1 Teoria dos meios continuos e teoria molecular dos gases

Considera-se um volume infinitesimal A} que contenha moléculas suficientes de um fluido
tal que propriedades como massa, temperatura, pressdo, etc, variam continuamente com o
tempo, com o tamanho do elemento e com a posi¢do. Esta ¢ a teoria dos meios continuos,
empregada nas baixas altitudes, onde ¢ grande o nimero de moléculas por unidade de volume
(existem 2.7 10*° moléculas por metro clibico ao nivel do mar).

Nas altas altitudes o numero de moléculas por unidade de volume ¢ tdo pequeno que
propriedades como densidade, temperatura, pressdo, etc., variam descontinuamente e
rapidamente com o tempo, com o tamanho do elemento e com a sua posi¢do. Nao podendo
empregar a teoria dos meios continuos nestas circunstancias, deve-se empregar a teoria
cinética dos gases. O parametro que indica se um meio ¢ continuo ou nao ¢ o numero de
Knudsen, dado pela razdo entre o caminho livre médio (a distdncia média percorrida por uma
molécula entre duas colisdes moleculares sucessivas) e o comprimento caracteristico do
corpo.

Um modelo simplificado para se obter o caminho livre médio considera um gas onde todas
as moléculas tém o mesmo didmetro d e se encontram em repouso, com exce¢do de uma que
possui velocidade v. Num intervalo de tempo 6¢ esta molécula percorre a distancia v ot, € se
chocara com todas as outras que estiverem dentro do volume dado por v 8¢ 1 d°, conforme
ilustra a Figura 3.1.

O namero de colisdes por segundo, ou freqiiéncia de colisodes v, ¢ dado por:

v=nvnd’, 3.1

onde n ¢ o nimero de moléculas por unidade de volume do gés. O caminho livre médio, A,
serd igual a razdo entre a velocidade média v das moléculas e a freqiiéncia de colisdo:

v 1
A= = _ 3.2
nvnd® nnd’ (32)
Célculos mais precisos resultam para A o valor:
1
Ah=—/F—. (3.3)

- 2and?
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‘ v ot »‘
g

Figura 3.1 — Se¢do de choque entre moléculas esféricas.

Ao nivel do mar, com d = 10" ¢cm e com o nimero de densidade n ao redor de 10"
mol/cm’, tem-se que A resulta proximo de 10~ ¢cm (ou 10 pm). J4 a 70 km de altitude, com
= 10" mol/cm’, tem-se & = 10’ cm (10 m). Baseando-se em evidéncias experimentais e na
teoria, os regimes de escoamento sdo classificados de acordo com a Tabela 3.1, em fun¢do do
nimero de Knudsen, dado por:

K, ==, (3.4)

onde L ¢ um comprimento caracteristico de um satélite (dimensao média).

Tabela 3.1 — Regimes de escoamento em fun¢do do numero de Knudsen

Tipo de fluxo Caracteristica Numero de Knudsen
, sem escorregamento K, <0,01
Fluxo continuo
com escorregamento 0,01 <K, <0,1
Fluxo molecular {ransi¢ao 0.1 <Ky <10
livre K,>10

Considerando que um satélite tipico possui um comprimento caracteristico de 1 m,
aproximadamente, deve-se, nas altitudes orbitais, usar a teoria molecular dos gases (K, > 10).

3.2 Conceituacao da funcio distribuicao

Um sistema composto por N moléculas monoatdomicas serd completamente especificado
em qualquer instante de tempo pela posi¢cao de cada molécula (x;, y;, z;) e pela sua velocidade
(Vxi» Wi Vzi). Portanto, este sistema precisa de 6N coordenadas para ser completamente
especificado.

Considere-se entdo um espago hexadimensional, com eixos X;, yi, Zi, Vxi, Vyi € V2, tal que o
sistema de N particulas ¢ representado por N pontos neste espaco a cada instante. Conforme a

particula muda sua posi¢cdo e velocidade, seu movimento ¢ representado por uma trajetoria
neste espacgo. Tal espaco € chamado espago de fase molecular, ilustrado na Figura 3.2.

Para ficar mais claro, vai-se usar dois espacos tridimensionais:

1. Espago fisico x;, y;, z;, onde ¢é conhecida a posicdo das moléculas mas ndo a sua
velocidade.
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2. Espaco de velocidades, vy;, vy; € v.;, onde sdo conhecidas as velocidades mas ndo a
posicao das moléculas.

Considere-se agora um pequeno elemento de volume no espago fisico dx dy dz denotado
por dr:

dr =dx dy dz (3.5

Fazendo uma analogia com o espago de velocidades, um volume neste espago ¢ definido
por:

dv=dv, dv, dv, (3.6)
“z A v,
dy
<> N
r dx

Figura 3.2 — Espago de estados de uma molécula.

Devido ao pequeno numero de moléculas por unidade de volume, as propriedades do gés,
como densidade, temperatura, etc., flutuam com o tempo, com a posi¢do € com o tamanho do
elemento. Para definir uma quantidade fisica qualquer, portanto, ¢ necessario efetuar uma
média ao longo do tempo. A densidade, por exemplo, sera dada por:

. 1 +At

= lim

A—0 At Ar vt
Ar—0

M dt (3.7)

onde M ¢ o somatdrio das massas das moléculas contidas em dr. Analogamente, o nlimero de
densidade, isto ¢, o nimero de moléculas por unidade de volume, n, vale:

1 A

n=lim N dt (3.8)

At—0 t
Ar—0 At Al"

na qual N ¢ a quantidade total de moléculas presentes em dr. O nimero médio de moléculas
em dr a cada instante vale portanto n dr. Se m for a massa de cada molécula, entdo a
densidade pode ser expressa por:

p=nm (3.9)

Cosidere-se agora um gas num volume finito dr. A probabilidade de que uma molécula
esteja exatamente numa dada posi¢do », num determinado instante, ¢ nula. Analogamente,
também ¢ nula a probabilidade da molécula possuir, num dado instante, uma exata velocidade
v. No entanto existe, e ¢ finito, um nimero de moléculas que, num dado instante, ocupam o
volume dr e tenham velocidade compreendida entre v e v + dv. E claro que esta probabilidade
¢ proporcional aos tamanhos de dr e dv. Portanto, o nimero de moléculas dentro do volume
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dr, na posicao r, e com velocidades entre v e v + dv serd definido como sendo dado por f dr
dv. fé chamado de fun¢do de distribuicdo e depende de r, v e ¢.

Logicamente, o nimero de moléculas em dr ¢ igual a n dr e vale:

N:Lf(r, v, t)dvdr, (3.10)
ou
n(r,t)= j f(r,v,t)dv= j j j f(r,v,t)dv, dv, dv, 3.11)
Da mesma forma,
p(r,t)y=mn=m L J.v‘. J.VZ Sr,v,t)dv, dv, dv,. (3.12)

Os limites de integragdo nas componentes de velocidade sao de -0 a +o0, ja que ndo existe
limite fisico para a velocidade de uma particula na mecanica classica, ou seja:

n(r, t) = j: j: L: f(ryv,0)dv, dv, dv, (3.13)

Seja agora y uma propriedade das moléculas que depende da velocidade (¢ = y(v)). ¢
pode ser, por exemplo, a propria velocidade v, a quantidade de movimento m v, a energia
cinética ¥ m v*, etc. O valor médio de v ¢ denotado por e, para as n dr moléculas contidas
no volume dr vale:

[/ v ) ) dv
.[Vf(r, v, t)dv

F(r,0) = (3.14)

e, portanto,

G(r, 1) = % j F(r,v, ) w(v) dv (3.15)

Seja agora y = v. O valor médio de y sera igual a velocidade média das moléculas do gés,
Vo, 1St0 €:

v0=9(f’,t)=lff(r,v,t)vdv (3.16)
nh

A quantidade de movimento média fica:

q:ljfmvdv:ﬁjfvdv:mvo (3.17)
n-ev n-v

Portanto, a quantidade de movimento média do gas ¢ equivalente aquela onde todas as
moléculas se movem com a mesma velocidade v,. A velocidade v, € também chamada de
velocidade de corrente ou velocidade do fluxo.

A velocidade térmica ou velocidade peculiar # de uma molécula ¢ definida como sendo sua
velocidade relativa a velocidade média:
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u(r,ty=v-v,(r,t) (3.18)

Sera visto, oportunamente, que a velocidade peculiar relaciona-se com a temperatura do
gés, de onde vem o nome de velocidade térmica. A média da velocidade térmica ¢ dada por:

u=v—-v =v —v =0 (3.19)

o o o

que vale sempre que as moléculas do gas forem do mesmo tipo. Numa mistura de gases,
geralmente a média da velocidade térmica nao ¢ nula.

A fungdo de distribuicdo, f, pode ser expressa em termos da velocidade peculiar, ou seja: f

= f(r, u, t). Como o nimero de moléculas por unidade de volume nao depende da origem do
sistema de coordenadas, entdo:

[ rov.tydv=] f(r,u,0)du (3.20)

ou

[T v av av av.= [T w0 du, duy de, (321)

Da mesma forma, o valor médio de uma propriedade y qualquer que dependa da
velocidade pode também ser colocado em fun¢do da velocidade térmica:

(r r)—j"f(r’u’t)\v(u)du—lj F(ryu, ) w(u) du (3.22)
e Lf(”,u,t)du Tl DY '

A funcdo de distribui¢cdo possui as seguintes propriedades:
1. f¢ sempre positiva, uma vez que uma probabilidade nao pode ser negativa.

2. f tende a zero quando a velocidade, em moddulo, tende a infinito, pois a
probabilidade de haver uma molécula com velocidade infinita ¢ nula.

3. admite-se que f'seja finita e continua no tempo e no espago.
3.3 Equacio da funcio de distribuicio de Boltzmann

O numero de moléculas na posicdo entre r e r + d r e com velocidade compreendida entre
vev+dv édado por f(r, v, f) dr dv. Este estado ¢ denominado de estado 1.

Seja agora f a for¢a agindo sobre todas as moléculas. Se ndao houver colisdo entre elas, apos
certo intervalo de tempo dt os valores de r, v e ¢ serdo dados por:

v+ v a4 dr (3.23)
Ot ot
ou ainda:
f
r+vdt,v+—dt, t+dt. (3.24)
m
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Analogamente, o nimero de moléculas nesse estado definido como estado 2 sera dado por
fr+vdt v+ f/mdt t+df)dr dv. No entanto, algumas moléculas que estavam inicialmente
no estado 1 ndo atingem o estado 2 pois colidiram com algumas outras moléculas. Do mesmo
modo, moléculas que ndo estavam no estado 2, atingiram este estado ap6s terem colidido com
outras moléculas, conforme indica a Figura 3.3.

moléculas que ndo
atingem o estado 2 por
que colidiram

moléculas que
atingem o estado 2
apo6s uma colisdo

Figura 3.3 — Mudangas de estado de uma molécula sujeita a for¢as derivadas de potencial.

Seja I dv dr dt o nimero de moléculas perdidas pelo estado 1 e seja I dv dr df o nimero
de moléculas ganhas pelo estado 2. O ganho de moléculas no intervalo serd entdo dado por:

(T =T ) avdrdi=(f(c+vdi,v+t/mdi,t+d)— f(x,v,0)dvdr. (3.25)

Dividindo ambos os membros por dv, dr, e dt, e fazendo o limite para o incremento no
tempo tendendo a zero, chega-se a:

ar

=I"-T". 3.26
" (3.26)

Mas a derivada de f'vale:

g o, dar v o I T

, (3.27)
dt ot ordt ovdt o or mov

ou seja:

(/A A
o or mov

Esta equagdo permitird obter a fungdo de distribuig¢do f, desde que seja encontrada uma
expressdo para o termo de colisdo, I'" - T".

=T"-T". (3.28)

A dinamica dos encontros bindrios fornece para o termo de colisdo o valor:

r*-r*:znjij (f' fi-ff)bdbgadv,, (3.29)

onde b ¢ o parametro de impacto, g ¢ a velocidade relativa entre as moléculas e o apdstrofo
indica valores ap0s a colisdo, como ilustrado na Figura 3.4. O indice 1 indica a molécula que
se move relativamente a molécula campo. Das expressdes obtidas chega-se a equagdo
diferencial integral de Boltzmann, para a funcdo de distribuicao f:

(/I

Pyl e ma Y o I, =1 fbdbgay,. (3.30)
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O termo de colisao ¢ altamente nao-linear pois a solugdo depende do campo de forga entre
as moléculas. Como a solucdo envolve 4 integragdes, ainda ndo se encontrou solugdo analitica
desta equagao mesmo em campos de forca simplificados.

y

molécula b molécula 1

J

Figura 3.4 — Colisao entre moléculas.

Para um sistema em regime permanente e estavel, o principio do balanceamento detalhado,
que ndo serd demonstrado aqui (para maiores detalhes, recomendam-se as referéncias
CHAPMAN e COWLING, 1970, e PRESENT, 1958), relacionado com a entropia, que
fornece:

T H=r1, (3.31)
ou ainda:
Inf'+Inf'=Inf+Inf, (3.32)

que indica que f se conserva apos a colisdo. Grandezas conservativas numa colisdo sdo a
quantidade de movimento linear e a energia cinética, no caso de colisdo elastica. Assim, o
logaritmo da funcdo de distribui¢do deve possuir a forma:

2 2 2
Inf=al(v,—a) +(v,—0,)’ +(v.—a.)’ | +Inb (3.33)
onde o, a,, 0., € b sdo constantes (nota-se que existem termos quadraticos na velocidade

relacionados a energia cinética e termos lineares relacionados a quantidade de movimento).
De outro modo,

f=pem ", (3.34)

com [, a ¢ & constantes, e m ¢ a massa de uma molécula. Nesta expressdo o passa a
representarum vetor de componentes o, O, € 0.

A velocidade média pode agora ser obtida de:

o P po b (v =0 ) (v —o, Y (v~ )
.[ J- J- ve mh[(vi—o, ) +H(v,—o,) +(v.—a.) ]dVX dvy dVZ

J‘OC J'°° J"” e—mh[(vx—(xx)z+(v}.—0(}.)2+(v3—az)2]de v dv
—00 o —0 o =00 y z

vozljf(r, v, 1) vdy= . (3.35)
n v
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que pode ser separada em cada uma de suas componentes, V,y, v,y € V,.. A primeira delas fica:

Sl el —mh (v, =0 ) (v, oy, ) +(v. - )]
~ LO LC LC v.e ) dv, dvy dv,

I‘” J‘°° J‘°° e—mh[<v.rax>2+(v;ay>2+<vz—onz>2] dvx dvy dvz

(3.36)

ox

O numerador ird cancelar-se com o denominador nas integrais realizadas em v, e v.,
restando apenas a integral em v,:

* —mh(v,~a,)’
I v.e dv,

v, = - . (3.37)
.[_ e M (nay) dv,

Fazendo agora uma mudancga de variaveis tal que A = v, - o, tem-se que:

) j“; (o, +2) e d)
B .[:e*’”“z d .

v

ox

(3.38)

Mas

@ —mh)?
j Ae " dh =0, (3.39)
pois trata-se de uma func¢do impar. Conclui-se entdo que v, = o, €, da mesma forma, v,, = o,
e v, = 0. Logo o = v,, ou seja, o vetor a ¢ a propria velocidade média ou velocidade do

fluxo. Pode-se portanto dizer que:

f=pe o (3.40)

ou ainda

f=pem™, (3.41)

com u = (Uy, Uy, U-) =V — V,. B pode ser determinado a partir da expressdo para o nimero de
densidade:

n=[ pau=[ [T e e du, du (642)

ou ainda:

o0 _ 2 o0 —mh .2 o0 _ 2
e gy j """ du, j e du. (3.43)

Porém, sabendo-se que:

[Teax = Vr , (3.44)

encontra-se entao que:
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%
T
n=_4 [ﬂj , (3.45)
de onde:
%
_p(mhY:
B—m( - j , (3.46)
que resulta:
%
f — B (m_hj eﬂnhu2 (347)
m\ T

Para a determinacao de 4, parte-se da defini¢dao de temperatura cinética dos gases:

L :%kT, (3.48)

onde k ¢ a constante de Boltzmann (k = 1,38054 10% J/K) e T é a temperatura das moléculas
em graus Kelvin. A deducdo desta expressao pode ser encontrada nas referéncias 6 e 3. Nota-
se, contudo, que embora a média da velocidade relativa u seja nula, a média do seu quadrado
nao €. A relagdo acima leva a:

szzlml uzfdu, (3.49)
2 2 nou
ou ainda:
% :
iszi(m—hj w e du, (3.50)
2 2n\ & u

que pode ser posto na forma:

3
3 _ [ mh /2 Ll e e 2 2 2 —mh(ueru)z,Jruf)
EkT—z—n(Tj [ ] @+u+udye du, du, du, (3.51)

e que resulta:

% %
Spr=P (mhy" 3 [ ® 7 (3.52)
2 2n\ w 2n\mh
A constante 4 fica portanto dada por:
h - (3.53)
2kT’ ‘

e a func¢ao de distribui¢ao de velocidades resulta:
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p m % —L(V—Vo)z

A fungao de distribuicao de velocidades é também conhecida como funcao de distribuicao
maxwelliana para um gas uniforme em equilibrio.

Pode-se mostrar que, se o gas estiver submetido a um campo de forca externa derivada de
um potencial (gravitacional, por exemplo), ou seja

f=-VO (3.55)

onde V ¢ o gradiente do potencial @, entdo a densidade do gas ird variar de acordo com a
expressao:

-0

p=p,e ", (3.56)

onde p, ¢ a densidade quando o campo pontencial for nulo. A fun¢do de distribuicao de
velocidades fica entdo:

% —L(V—V )2_2
f:%(—%cn;ch e 2T AT (3.57)

Se @ for derivado de um campo gravitacional, entdio ® = m g z, sendo g a aceleragdo
gravitacional e z a altura ou altitude. Neste caso, entdo

mgz

p=p,e ", (3.58)

cujo grafico esquematizado € mostrado na Figura 3.5.

Figura 3.5 — Comportamento aproximado da densidade em funcéo da altitude z.
3.4 Funcio de distribuicdo de rapidez e razao de velocidades

O numero provavel de moléculas no volume compreendido por r e r + dr, e com mddulo
de velocidade no intervalo entre ¢ e ¢ + dc ¢ dado por f; dr dc, onde ¢ ¢ o modulo da
velocidade (¢ =| v |). A funcdo f; € denominada funcao de distribuicao de rapidez.

Por sua vez, o numero provavel de moléculas compreendidas entre r € r + dr, e com
velocidade entre v e v + dv depende da funcao de distribui¢do de velocidades e ¢ dado por f
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dr dv. Passando agora para coordenadas esféricas na velocidade, cujos angulos 6 e ¢ sao
mostrados na Figura 3.6, tem-se

Vz

Figura 3.6 — Vetor da velocidade das moléculas em coordenadas esféricas.

v, =csenbcos¢
v, =csenbsend, (3.59)

v, =ccos0

com os limites 0 < ¢ <0, 0 <0 <7 e 0 <@ <2n Derivando as expressoes de vy, v, € v. com
relacdo a ¢, 0 e ¢, e multiplicando em seguida os resultados e agrupando os termos resulta
que:

dv=dv dv, dv, =c*sen0dOdo dc. (3.60)
Portanto, o numero de moléculas entre r e r + dr, e velocidade entre c e ¢ + dc ¢ dado por:
N:jo"j:"f(r, ¢, 0,d,1)c>sen® dO do dr dc, (3.61)
de onde se obtém
N =4n f ¢’ drdc (3.62)
Igualando este resultado com a defini¢ao da funcdo de distribui¢do de rapidez, chega-se a
f.drdc=4n f ¢’ drdc, (3.63)

ou ainda

fi=a4n s (3.64)

O namero total de particulas no volume dr ¢, por definicao, dado por:

N:ndr=jfdvdr=j:ﬁdrdc. (3.65)

Para um gés em repouso e em equilibrio, a fun¢do de distribuicdo de rapidez resulta:

Cm Ve
fS=4n%[2nij e (3.66)
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A rapidez média das moléculas do gas ¢ definida por:

N .[O cf,dc 1 .
c:w—:—j ¢ [ de, (3.67)
Jy fode n®
que resulta:
c=4n | " [fee™ dc. (3.68)
m\2nkT 0

O Apéndice A apresenta uma relacdo da solugdo desta e de outras integrais que comumente
surgem nos problemas envolvendo a funcdo de distribuicao de velocidades. Efetuando-se a
integral tem-se:

go [BET (3.69)
mm

A velocidade mais provavel das moléculas, c,, ¢ a velocidade na qual a distribuigdo f; €
maxima. Em outras palavras, ¢, ¢ a velocidade da maioria das particulas. Mas f; ¢ maximo
quando sua derivada se anula, ou seja

% _m 2 _m o
PP L Ao | Z M ligce #T |2, (3.70)
m\2nkT 2kT

que resulta:

LTS (3.71)

A rapidez média quadratica, ou simplesmente velocidade média quadratica ¢, ¢ definida
como a média da rapidez quadratica, ou seja:

c. =~ét. (3.72)
Mas

& =lj°°c2 f de, (3.73)
n o ;

N (3.74)
m

Nota-se que este resultado coincide com a defini¢do da temperatura cinética dos gases em
funcdo da velocidade quadratica média, apresentado anteriormente. Tem-se com isso que:

- 4 /8
c=.,—c, =.—c _, 3.75
\/; mp 371: rms ( )
32
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ou seja, ¢, <¢<c,, , como ilustrado na Figura 3.7.

rms 2

£ ~

Cmp C Crms
Figura 3.7 — Velocidade mais provavel c,,, rapidez média ¢ e velocidade quadratica média c,,.

A relagdo entre a magnitude da velocidade de corrente ou velocidade de fluxo e a
velocidade mais provéavel das moléculas, c,,,, € conhecida como razdo de velocidades s e vale:

=l /2% . (3.76)
mp i

o

A razdo de velocidades em escoamento rarefeito ¢ analoga ao numero de Mach em
escoamento continuo.

3.5 Transferéncia de quantidade de movimento na colisiao

Considera-se agora o sistema de coordenadas relativo ao elemento de superficie, como
definido no Capitulo 2. Neste sistema, mostrado na Figura 3.8, a velocidade do fluxo, v,, serd
dada por:

v, :|V0|(—sen6j€—cos6 k), (3.77)
cujas componentes sao:
v, =0
Vo =—|V0| sen O (3.78)
v, = —|V0| cosO

A funcdo de distribuicdo de velocidades do gas incidente nesse elemento, em equilibrio a
temperatura 7;, e com densidade p; vale:

% m 2 2 2
. - (Ve =V )T+ (V47 )+ (V. =V, )
i) |
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Figura 3.8 — Sistema de coordenadas fixado a um elemento plano de superficie.

O niimero de moléculas por unidade de area e por unidade de tempo com velocidade entre
v e v + dv que atingem o elemento plano vale:

dN, =—f vk dv (3.80)

ou ainda:

N=[" 7] fiv.dv dv, v, (3.81)

pois a coordenada z da integral deve considerar apenas as moléculas que tém velocidade
negativa em z°, ou seja, considera-se somente as moléculas que realmente se direcionam para
colidir com o plano. Substituindo a expressao de f; na integral, tem-se:

% m 2 2 2
pf m © o pw fﬁ[m—m (0 4, )+, =, 07 ]
N =2 {% p T,-j [ ] v.e dv, dv, dv, (3.82)

que pode ser integrado separadamente:

3
A m 2 m 2 m 2
. m 0 _271{ ‘(Vx_vox) © _Zk »(Vy‘*'voy) © _21{ ‘(VZ_VOZ)
Ni :& (mj J- (3 h dvx .[ € h dvy J-O v, € o de . (383)
m\ 2nkl, - -
1

A integral na componente x da velocidade ira resultar:

© () _
[Te dv, = [FTET, (3.84)
. i

analogamente, a componente na dire¢do y fica:

o ) kT
[Ceu v, = /% (3.85)

Para integrar a terceira componente, faz-se inicialmente uma mudanca de variaveis: A = v,
—v,, com dAh = —dv,. Os limites de integracdo em A alteram-se para v, e o, € portanto:

m

o (v, ) o e
[voe dv.=[" (-v)e ™ dn, (3.86)

m
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que resulta em:

m

0 (Vz’Voz)z ' -2 ” o Y
J’O v e 2T dv zlz_ﬂe 24T, } _vozj e T (3.87)

z z

Da definicao de razdo de velocidades s tira-se que

2
% - 2V;2 . (3.88)

Multiplicando ambos os termos por cos6, resulta:

2k T,
v, =- kT scos0, (3.89)
m
ou ainda multiplicando por sen6:
2k T,
Vy == L ssen0. (3.90)
m
A integral fica entdo:
© (v, ,.)? T 0 oo vy el
[ dv, _KL o —v, [P dhsv, [T T an (3.91)
0 m 0 0

ou ainda:

m ) m 5 m_ .2
» (V) kT 55 1 [2nkT, Yoo oz
[Fvoe dv,=—te oy~ [F—tay [T T an.  (3.92)
0 2 0
m m

Fazendo agora outra mudanca de variaveis, com 2 =m/Qk T, kz, tem-se:
g ¢

o ) T e 1 [2nkT, v 26T,
j v, e 0 dvzzhe MLy T ’+vozj 2”1"/—’6" dt, (3.93)
0 m 2 m 0 m

e finalmente, lembrando que o ultimo termo ¢ a funcdo erro (Apéndice B):

m_ 2

o (v, ) =St _ !
.[ v. e dv :ﬂe LTy l\/znk]: +v \/Zkﬂ ﬁerf Voo [ | (3.94)
m 2 2kT

z z oz oz oz
0 m 2 m

Esta expressdo pode ser posta em funcdo da razao de velocidades, resultando:

m

Jm v, o 21 dv, :ﬂe*szmz%ﬂﬁ 5080+ L [ scos0 erf (scosB) (3.95)
0 m m m
ou

© 7Lv(v"7v"z v k]Z —s% cos?

jo v, e M dv2:7{e O+ nscose[1+erf(scos6)]}. (3.96)
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Logo, o nimero de particulas por unidade de area e unidade de tempo que colide com o
elemento plano fica:

_ P |2KT; { e 4 1 scos [1 +erf (scos 6)]} (3.97)

" 2m\ m

Sera suposto agora que a velocidade de corrente, v,, atue em sentido contrario ao mostrado
na Figura 3.8. Este procedimento ¢ o mesmo que considerar que o elemento de area se
encontra de costas para o fluxo, como mostrado na Figura 3.9.

Vo

Y

Figura 3.9 — Elemento de superficie na direcao contraria ao fluxo.

Nesta situagdo um grande nimero de moléculas ainda possui velocidade contraria a do
fluxo, e chegam a efetivamente colidir com o elemento. O angulo O, neste caso, fica
compreendido entre /2 e w, e assim o co-seno deste angulo € negativo. Assim, o nimero de
moléculas com velocidades contrarias ao fluxo que colidem com a superficie sera dado por:

P 2kT

N = ; { e 01 scos0 [l—erf(s cos 6)]} (3.98)

" 2m\ mm

Consideram-se agora as fungdes:

X = e scosh [1+erf (scos0) ]

L , (3.99)

X,=e" e—\/Escos@[l—erf(scos@)]
que representam as proporgoes das moléculas incidentes que possuem velocidade no sentido
do fluxo e no sentido contrario, respectivamente. Como pode ser visto na Figura 3.10,
conforme o valor de s cos® aumenta (pelo aumento da velocidade de corrente ou pela
diminui¢do do angulo 6), o nimero de moléculas que colidem com a frente do elemento
aumenta, ao passo que o nimero de moléculas que colidem por tras cai rapidamente para zero.
Portanto, para um dado angulo de incidéncia e para um valor de s suficientemente grande,
pode-se ignorar a colisdo das moléculas vindas na direcdo contraria a do fluxo. Esta
simplificagdo € conhecida como aproximagdo newtoniana para um alto valor da razdo de
velocidades. Nota-se também que s cos® = 0 ocorre quando s = 0 ou ainda quando 6 = 7/2, ou
seja, quando a direcao do fluxo ¢ tangente ao elemento de superficie.

Para calcular a troca de quantidade de movimento entre o fluxo de moléculas e o elemento
de area, parte-se novamente do nimero de moléculas por unidade de tempo e com velocidade
compreendida entre v e v + dv que colidem com o elemento:

dN,=—f v-K*dv. (3.100)
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0 1 2 3 4
s cosO

Figura 3.10 — Fungdes do nimero de impacto de moléculas X; e Xj.

A quantidade de movimento transferida pelas moléculas incidentes depende, ¢ claro, da
forma com que estas mesmas moléculas deixam a superficie apos a colisdo. Em outras
palavras, a forca exercida pelas moléculas depende da forma de colisdo, se eldstica ou
inelastica. O fendmeno da colisdo, denominado de interagdao entre o gés e a superficie, sera
tratado mais adiante. Observa-se, porém, que se pode separar o fendmeno em duas partes -
fluxo incidente e fluxo refletido, e analisa-los separadamente. Sera admitido, entdo, que todas
as moléculas que colidem sdo capturadas pela superficie apds a colisdo. Esta hipotese ¢
equivalente a admitir um choque perfeitamente inelastico, e a quantidade de movimento
transferida pelas particulas corresponde a quantidade de movimento total das particulas
incidentes, ou seja:

dp,=—mv f, (v-K°) dv (3.101)

sendo dp; o vetor quantidade de movimento das moléculas incidentes com velocidade
compreendida entre v e v + dv, por unidade de tempo e por unidade de area. Com isso, tem-se
que

p, = —ji f:c I:m vV fiv.dv dv dv_, (3.102)

As componentes da quantidade de movimento serao integradas separadamente, conforme
apresentam as relacdes a seguir:

e (UL R O o

%
m w poo 0 _Zk .
P =—p, (M”J [ veve™ dv, dv, dv_ , (3.103)

ou ainda;:

3

m 2 % _%(Vx Vo) © _%(V}' )’ 0 _%(Vz -v,. )
Do =—P; v.e dv e dv v.e 1 dv. (3.104)
T Pl okt ) e P )

i

Cuja integral ¢ nula, uma vez que o integrando em x ¢ uma fungdo impar (sabendo-se
também que v,, ¢ nulo). Este resultado ¢ esperado, pois o fluxo é simétrico com relacdo ao
plano y-z. Portanto,
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p.,=0. (3.105)
A préxima componente vale:
N
Pim pi(%”ﬁj (3.106)
I_i e_%r"(vx_vw)2 dv, '[: v, e—ﬁ(vy—wz v, '[_Om v, e_ﬁr“(%_v{u)2 dv,

cujas integrais podem ser integradas separadamente. A integral em x resulta:

0w () ‘
[ v, = [FEL (3.107)
B o

Por sua vez, faz-se uma mudanga de varidveis na forma A = v, - v,, na integral em y,
resultando:

m

© e (e © —Tp?
j v, e #0 dvy:L (A +v,)e 25 dn, (3.108)

—00

que pode ser separado novamente em duas integrais:

o sz(V Vm) _ 0 _%7;)‘2 0 _%7;7‘2
[ ve dv,=[ %e? dhsv, [ e di. (3.109)

—00

A primeira parcela constitui uma integral de uma fungdo impar que resulta nula. Assim,

tem-se que:
o (v, v, ) ‘
I v, € 2L dv,=v, 2nkT; . (3.110)
. \/ m

Finalmente, na terceira integral, troca-se o sinal de v, para que os limites de integragdo
fiquem dentro dos valores cujas integrais sao conhecidas:

m 2
0 —ﬁ(v_,—vo_,) (v +V,.)
[ voe dv.==["v.e’ dv., (3.111)
e, a seguir, faz-se novamente uma mudanca de variaveis:
m 2
LN T AR T
j_ v e _—j (h—v, )e Codh, (3.112)
que resulta:
I A N T
[ ve dv, == ne ™ dh+v, [ dn, (3.113)

ou ainda:
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o0
m m 5 m o

——(.v,.)’ T - w - 2
[ ve dv, =—| KL o v, [T an. (3.114)

—o m oz

V()Z

A segunda parcela ja foi avaliada anteriormente, e aplicando as relagdes entre a razao de
velocidades e as componentes da velocidade, tem-se que:

z

m 2
0 v kT
I v, e 2T, dv.=——"¢

*szcosze_ﬂ\/; scose—ﬂ\/; scos0 erf(scos 9) (3.115)
m m m

que resulta

[ . T :—ﬂ{efzmz%r mscosO[1+erf(scosO) ]| (3.116)

z
m

Pode-se agora substituir as integrais na expressao da troca de quantidade de movimento na
direcao y, resultando:

__p, v, senf
pyi 2 S‘\/E

A tltima componente da quantidade de movimento trocada na colisdo ¢ obtida de:

{ e 04 r scosO [l—i-erf(s cos 9)]} (3.117)

3 m m

m 2o gy eV o “pr V) 0 5 e
P =—p, [ e dv, [ e dv, [ Ve dv. (3.118)
2nkT, - - -

As duas primeiras integrais ja foram avaliadas anteriormente e valem:

o ) o )’ [2nkT]
I o 2K dvx=f o 2T, dv, = LR (3.119)
— —o0 m

Como realizado anteriormente, no calculo da terceira integral faz-se inicialmente uma troca
de sinal em v, e uma inversdo nos limites de integra¢ao, que resulta:

m 2 m 2
0 2 _ﬁ(vz Vo) o, _E(Vz o)
[ v2e dv, =" vie™ dv. . (3.120)

z
—00

Agora se aplica uma mudanga de variaveis na forma A = v, + v,,; que resultard em 3 novas
integrais:

m

)2 © - s
dvzzj (A =2hv,_+vi)e *T d. (3.121)

0 _om v, —v
2 2kT, 7
[ v2e

—00
A primeira delas pode ser integrada por separacao de varidveis:

0

m m .o m 2

w A2 R - _
j e 21 gy =| Kl +j LYY (3.122)
Voz m Voz m

Voz

Fazendo agora outra mudanca de varidveis na segunda parcela tal que #* = m/(2k T;) A%,
tem-se que:
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" My S . " oo 2
J' }\‘2 e 2kT, dh = v, ﬂe 2kT; +ﬂ ﬂj. \/7 eit dt. (3123)
Voo m m m Ve 2KT,

A integral restante ¢ igual a fun¢@o erro complementar (Apéndice B), e portanto

m 22

J‘ }\‘2 2kT dh = v, kT67MVUZ 2kT \/_ l—erf|v i (3124)
2 2k T,

m m m

i

Substitui-se agora a expressao de v,, em fun¢do da razdo de velocidades s, que resulta em:

[7 2 o 1" KL E{—Scosee”“%%[

L 1+erf (s cos@)]} (3.125)

Por sua vez, a segunda integral resulta:

© — 2 © T
[T @2hv)e ™ di==2v,_ [ re™ an, (3.126)
que fornece
- _m 22 . —lkz @
[T 2av)e ™ dn=-2v, {—ﬂe 2T, } : (3.127)
Voz m

Aplicando os limites de integracdo e fazendo a substituicdo de v,, em funcdo da razdo de
velocidades, chega-se a

_m_ 22

J-(2kvoz) " g KL 12KT ¢ os et

m m

(3.128)

Resta agora a terceira parcela, que ¢ semelhante a uma das integrais obtidas anteriormente

J'DO vfze ZkT d}\z— 2kT; ﬁ l_erf voz L : (3129)
Vs m 2 2k T,

Fazendo a substituicao da relacdo de v,, com a razao de velocidades, tem-se que

m

J‘m v ei2ka dx_k_T 2KT, i % cos 6\/_[1+erf(s cos@)] (3.130)

oz
m m

Pode-se agora substituir os trés ultimos resultados na terceira integral, que resulta:

y =—2

J‘O VZZ e 2kT(V Vo ) d : 2kT
- 2s

3.131)
{s cos@e ™ o e+(%+s2 cos’ 6) [1+erf(s cos 9)}}
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e finalmente a quantidade de movimento na dire¢do normal trocada pelas moléculas
incidentes no elemento de superficie resulta em:

_ p,va 1 [scos
pzl 2 S2 \/E

Nota-se que tanto p,; quanto p.; sdo negativos. Isto se deve ao sistema de referéncia
adotado, que faz com que as componentes da velocidade de corrente sejam negativas neste
sistema.

g ieos0 (% +s° cos’ 6) [1 +erf (s cos 9)} : (3.132)

3.6 A interacio entre o gas e a superficie

Para determinar-se a expressdo da quantidade de movimento das moléculas que deixam a
superficie apods a colisdo, precisa-se primeiro entender o processo de colisdo. De outra forma,
precisa-se saber qual a funcdo de distribuicdo de velocidades das moléculas refletidas ou do
fluxo emergente. No entanto, embora varios trabalhos tratem desse assunto, o fendmeno de
interacdo entre o gas e a superficie ndo se encontra totalmente compreendido.

Deve-se mencionar, também, que uma vez que o caminho livre das moléculas da alta
atmosfera ¢ maior que a dimensdo caracteristica dos satélites em Orbita, pode-se tratar
separadamente os fluxos incidente e refletido pelas superficies.

Dentre os varios modelos existentes para se compreender e explicar a interagdo entre o gas
e a superficie, ¢ de especial interesse aquele que adota apenas duas formas distintas para a
colisdo: a reflexdo especular e a reflexdo difusa (em analogia ao fendmeno 6tico). Embora
ainda ndo consiga explicar completamente o fendmeno de interacdo, este modelo fornece uma
boa aproximacado e permite uma facil compreensao da colisdo molecular.

3.6.1  Reflexao especular

A reflexdo especular ¢ a forma mais elementar de colisdo entre as moléculas e uma
superficie solida, pois permite efetuar uma analogia entre um fendmeno que acontece numa
escala microscopica, envolvendo aspectos quanticos, com um sistema macroscopio. Na
reflexdo especular a molécula incidente (supostamente esférica), deixa a superficie sob um
angulo igual ao angulo de incidéncia, ilustrado na Figura 3.11.

7

Fig. 3.11 — Colisdo especular de moléculas com uma superficie

Teoricamente, porém, o mddulo da velocidade ndo precisa permanecer constante. Se
houvesse um aumento ou uma redu¢do no modulo da velocidade das moléculas emergentes,
isto significaria que a temperatura do fluxo refletido seria diferente daquela do fluxo
incidente. Em outras palavras, haveria uma troca de energia entre a superficie e as moléculas
incidentes, e as temperaturas de ambos seriam alteradas pela colisdo. No modelo de reflexao
especular, contudo, admite-se que ndo haja tempo suficiente durante a colisdo para que esta
troca de energia realmente aconteca, de forma que se considera que o choque ¢ elastico e,
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consequentemente, o mddulo da velocidade das moléculas permanece inalterado durante a
colisdo.

A mudan¢a na quantidade de movimento sofrida por uma molécula numa colisdo, na
direcdo normal a superficie vale:

Agq, =2mvcos0. (3.133)

onde v=|y| ¢ o mdédulo da velocidade da molécula. Na dire¢do tangencial, a troca de
quantidade de movimento ¢ nula, pois:

Ag;=mvsen@-mvsen6=0. (3.134)

J4

A forga resultante do choque ¢, portanto, uma for¢a puramente de pressdo, normal a
superficie. A colisdo especular, embora bastante familiar, ndo ¢ comum na maioria das
superficies. O fendmeno real ¢ mais proximo da reflexdo difusa.

3.6.2 Reflexao difusa

Na reflexdo difusa as moléculas do gés interagem com as moléculas da superficie por um
breve intervalo de tempo, sendo entdo reemitidas para o meio, numa direcdo aleatdria, como
apresentado na Figura 3.12. As moléculas emergentes tém uma distribuicdo uniforme e,
portanto, podem ser tratadas como tendo uma distribui¢ao de velocidades analoga a das
moléculas incidentes, porém com temperatura 7,. Esta temperatura ¢ geralmente diferente da
temperatura do fluxo incidente, 7}, € também ¢ diferente da temperatura da superficie, 7,,, uma
vez que ocorre troca de energia no processo de reflexdo. A energia trocada na colisdo faz com
que a temperatura das moléculas refletidas aproxime-se da temperatura da superficie, isto €: T;
<T.<T,,ouentio T, <T,.<T;

fluxo incidente fluxo refletido

\ / ﬁu{sameme

/

]

Fig. 3.12 — Colisdo difusa entre um fluxo molecular e uma superficie s6lida
Na reflexao difusa ocorrem:

e transferéncia de quantidade de movimento na dire¢do normal
e transferéncia de quantidade de movimento na dire¢do tangencial
e transferéncia de energia

A troca de energia pode ser posta em termos do coeficiente de acomodacdo térmica, a,
definido como:

=i (3.135)
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onde E; ¢ o fluxo de energia por unidade de area e por unidade de tempo transferido pelo gas
incidente para a superficie e £, é o fluxo de energia transferido pela superficie para o fluxo
emergente. Por sua vez, E,, ¢ o fluxo de energia que seria cedido pela superficie para o fluxo
refletido, caso a temperatura deste fluxo fosse a mesma da superficie, isto ¢, T,, o que
significa que o gas entrou em equilibrio térmico com a superficie.

A acomodagdo térmica completa significa que as moléculas do gas deixardo a superficie
com distribuicao de velocidades maxwelliana, correspondente a temperatura da parede, 7.
Tem-se com isso os limites:

o = 1, com acomodagdo térmica completa
o = 0, sem nenhuma acomodacao.

Conclui-se com isso que, embora nem sempre seja verdade que a acomodacdo completa
esteja relacionada com a reflexdo difusa, em geral altos valores de acomodag¢ao indicam forte
presenca da reflexdo difusa, enquanto que baixos valores indicam que a reflexdo ¢
preferencialmente especular. Nota-se que a temperatura de um solido estd relacionada com a
amplitude de vibracdo dos seus atomos constituintes. Alguns valores do coeficiente de
acomodacao sao apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Coeficientes de acomodagdo para alguns materiais

Coeficiente de acomodagdo o Material
0,91 20,94 bronze polido
0,87 a0,95 aluminio polido
0,95a0,97 aluminio usinado

Fonte: SCHAAF e CHAMBRE, 1961.
3.6.3  Coeficientes de troca de quantidade de movimento

Maxwell havia sugerido, no século XIX, que a interacao entre o gas e a superficie poderia
ser representada, em analogia a reflexdo de ondas eletromagnéticas, como uma combinagao
da reflexdo especular e difusa. Propos, entdo, que uma fracao ¢ das moléculas incidentes seria
refletida especularmente, ao passo que uma fracdo 1-¢ seria refletida na forma difusa.
Evidéncias experimentais mostraram, no entanto, que o fenomeno da interacdo ndo era tao
simples como sugerira Maxwell. Smoluchowski e Knudsen introduziram, entdo, dois
coeficientes ¢, € o;, que traduzem, numa escala macroscopica, a transferéncia de quantidade
de movimento na dire¢do normal (c,) e na direcdo tangencial (o,). Ainda hoje, devido a
natureza complexa do fendmeno, a interagdo entre o gas e a superficie esta longe de ser
perfeitamente compreendida e de ter resultados conclusivos. Boettcher, num artigo de 1979,
(BOETTCHER, 1979) inspecionando trabalhos referentes ao fenomeno, verificou que poucos
deles relacionam a interacdo ao problema das forgas aerodindmicas em satélites. Além disso,
modelos tedricos mais precisos sdo confrontados apenas com resultados experimentais
obtidos em laboratérios, deixando sem solucdo o fendmeno real de interacao entre a atmosfera
e a superficie do satélite. Por isso, continuam sendo amplamente utilizados os coeficientes G,
e o;, que sdo definidos por:

o =Ll (3.136)
pi _pw
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G, =—l (3.137)

onde p e T sdo as componentes da quantidade de movimento trocada na dire¢do normal e
tangencial, respectivamente. Os indices i e 7 indicam, respectivamente, o fluxo incidente e o
fluxo refletido, ao passo que o indice w refere-se ao fluxo emergente, se sua temperatura fosse
igual a temperatura da superficie 7, (acomodagdo completa). Nota-se que, devido a simetria
da colisdo, nao ha troca de quantidade de movimento na dire¢do tangencial quando a reflexao
for difusa (com acomodag¢do completa), e portanto t,, = 0. Tem-se assim os limites possiveis
para a reflexao:

e o,=0,=a=0-reflexdo especular sem acomodagao
e o,=0,=a=1-reflexdo difusa, com acomodagao térmica completa

A Tabela 3.3 apresenta alguns valores de o, obtidos experimentalmente.

Tabela 3.3 — Transferéncia de quantidade de movimento tangencial para alguns materiais

Gas Material o
ar bronze usinado 1,0
ar vidro 0,89
ar verniz 0,79

Fonte: GOODMAN e WACHMAN, 1976.
3.6.4  Funcao de distribui¢do de velocidades das moléculas refletidas

Para se determinar a funcao de distribuicao de velocidades das moléculas emergentes sera
necessario antes estabelecer algumas hipdteses. A primeira delas afirma que o caminho livre
médio das moléculas incidente € muitas vezes superior as dimensdes caracteristicas do corpo.
Com isso pode-se desprezar as colisdes intermoleculares. Admite-se também que o caminho
livre médio das moléculas emergentes ¢ também superior as dimensdes do corpo. Desta forma
o fluxo incidente ndo ¢ perturbado pelo fluxo emergente, e, com isso, podem ser tratados
separadamente. Assume-se ainda que a atmosfera possa ser tratada como um gas composto
por um Uunico elemento, cuja massa molecular seja igual a massa molecular média da

atmosfera, M , ou seja:

M:% (3.138)
ni

onde n; ¢ o numero de densidade do i-¢simo componente da atmosfera e M; ¢ sua massa
molecular. E necessario ainda assumir que o fluxo de gis incidente estd em equilibrio, com
distribuicdo maxwelliana de velocidades, e que serdo desprezadas as duplas ou triplas
colisdes, no caso de superficies concavas, como ilustrado na Figura 3.13.

A funcao de distribuicao de velocidades das moléculas refletidas especularmente ¢ idéntica
a das moléculas incidentes, j4 que foi suposto que o choque ¢ perfeitamente elastico na
reflexdo especular e, portanto, ndo ha troca de energia. Resta entdo determinar a fungdo de
distribuicdo para o caso de colisdo difusa. Admite-se, neste caso, que a superficie se comporta
como um reservatorio de moléculas com distribui¢ao uniforme de velocidades, com densidade
p, € com temperatura 7,, como pode ser visto na Figura 3.14.
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Fig. 3.13 — Dupla reflexdo molecular em superficies concavas.

Fig. 3.14 — Distribuigdo das moléculas refletidas difusamente, em analogia com um
reservatorio de moléculas emitidas pela superficie.

As moléculas deixam entdo a superficie numa dire¢do aleatdria, e com velocidade média
nula com relagdo a superficie. Na verdade, a velocidade média das moléculas refletidas nao ¢é
nula, uma vez que ndo ha moléculas com velocidade v, < 0. Contudo, a velocidade do fluxo ¢é
nula, pois no reservatorio ha moléculas que se movimentam em todas as dire¢des. A funcao
de distribui¢do de velocidades fica portanto:

p m % L (v2+v2,+v2)
2kT. Y Y F
=L —F1] e " 3.139
S m(27:kT,j ( )

Nota-se que a densidade das moléculas refletidas ¢ diferente da densidade das moléculas
incidentes. Esta densidade pode ser obtida a partir da constatacio de que o umero de
moléculas por unidade de area e por unidade de tempo que incide na superficie € o mesmo
que o numero de moléculas que deixa a superficie, o que significa que ndo hd acumulo de
massa sobre o elemento de area. O niimero N; de moléculas por unidade de area e por unidade
de tempo que colide com a superficie ja foi determinado e vale:

_& ﬂ —s?cos’ @
Ni_2m f — {e +\/%scose[l+erf(scose)]} (3.140)

O numero N, de moléculas refletidas difusamente pode ser calculado de maneira andloga
ao calculo de N, ou entdo pode-se obté-lo substituindo-se as caracteristicas do fluxo
emergente na expressao de N, isto ¢, fazendo-se s = 0 (velocidade de fluxo nula), densidade p;
= p, e temperatura 7; = T,, que resulta:

N, =§—’4/% (3.141)
m mwm

Como N; = N,, entdo tem-se que:
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P, =p, % {e*“z‘"“’sze—i- T 5cos0 [1+erf(s cos 6)]} . (3.142)

r

Assim, a func¢do de distribuicao de velocidades das moléculas refletidas difusamente sera
dada por:

% m_2
— Pi 7; ~scos? O m _2kT, Vo
/= P {e + nSCOSODJFGrf(SCOSO)]}(2711{7’,) e (3.143)

r

O proximo passo consiste em determinar a expressdo para a troca de quantidade de
movimento das moléculas que emergem da superficie, na colisdo difusa. A quantidade de
movimento das particulas que deixam a superficie, analogamente as moléculas incidentes,
sera dada por:

dp,=-mv f. (v-K°)dv (3.144)
onde dp, ¢ o vetor quantidade de movimento das moléculas refletidas difusamente com

velocidade compreendida entre v e v + dv, por unidade de tempo e por unidade de area. A
integral desta expressdo leva a

% m 2,2, ¢
_ m o po po _ﬁ(‘}x+‘})!+‘}z)
P, =—p, [mw,j 1 jo v.ve dv, dv, dv, (3.145)

que pode ser separada nas componentes das diregdes normal, p.,, tangencial, p,,, e lateral, p,.
Nota-se que o limite de integragdo na dire¢do z° € estritamente positivo, isto é, devem ser
considerados na integral apenas as moléculas com velocidade v, positiva. A quantidade de
movimento na dire¢do lateral resulta

3 m 5 m m
x

_ m © —ﬁ\{ © —ﬁvﬁ © —ﬁvz
P =—p, [M”J [ e dv, [ e dv, jo v, e dv, , (3.146)

e como o integrando em x consiste de uma fun¢do impar com extremos de integracdo
simétricos, entdo esta integral ird anular-se, e, portanto p,, = 0. A integral na direcao y fica:

% m 5 m m
_ m © ok ® ETEA ® T
P, =P, (Zn p Trj I_we dv, I_wvy e dv, J-O v, e dv., (3.147)

e também neste caso o integrando em y ¢ uma fun¢do impar, de onde p,, = 0. A componente
na dire¢dao normal ¢ dada por

% m 5 m m
_ m © Tk © ok © 5 Tur”:
P =P, (Zn”rj [Ce v [Te av, ["ve ™ av,,  (3.148)

cujas integrais resultam:

m_ o m_ o

© Vi o0 _7‘}}: 2 T
J: T :,[, e " dv, = nk =, (3.149)

X
d m
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[vie " av, _kT /M (3.150)
0 2m m

Desta forma, a troca de quantidade de movimento na dire¢ao normal resulta

pzr:_prk];' (3.151)
2m
ou ainda, substituindo o valor de p,,
b, = —p"—vz”z L { e 4 \/n scos 0 [1 +erf (scos 6)]} . (3.152)
45\ T,

1

Nota-se que as componentes de p, nas direcdes contidas no plano do elemento sdo nulas,
devido a simetria das moléculas refletidas difusamente com relagdo ao eixo z°. Nota-se ainda
que p., € negativo, o que significa que ha uma forga do tipo pressao atuando no elemento.

3.6.5  Expressdes para a forga aerodinamica atuante num elemento de area

As quantidades de movimento, por unidade de area e por unidade de tempo, trocadas pelas
moléculas na colisdo com uma superficie - tanto as moléculas incidentes como as refletidas -
serdo dadas por:

pn :pi+pr
p, =TT, (3.153)
p1:0

nas direcdes normal, tangencial, e lateral, respectivamente. Observa-se, porém, que p, €
também 71, sdo desconhecidos, uma vez que ndo se conhece a temperatura das moléculas
emergentes, 7,. Pode-se, contudo, colocar ambos em fun¢do dos coeficientes de acomodagao
previamente definidos, ou seja:

=(1-o +0 ,
p,=(0=0,)p+o, P, (3.154)
Tr :(I_Gt)Ti

Substituindo estes valores nas expressdes da troca de quantidade de movimento, tem-se
que

pn :(2_Gn)pi+0n pw

P =67,

(3.155)

Resta agora mencionar que p; = p.;, T = pyi, € que p,, € idéntico a p., desde que 7, seja feito
igual a 7),, ou seja:

Pu=Palr (3.156)

r—tw

Substituindo agora as expressoes de p;, pyi € p-w (p-w = p-r para T, = T,,) nas relagdes acima,
tem-se
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v 2- T 2 o
pn :_pl vo Lz Gn SCOSO“r‘Gn Tw efs cos 9+
2 s Jr 2\ T

(3.157)
1 G}’l ]11'
+ {(2—0,1) (5+52 cos’ ej—l—?\/; 71 scose} [1+ erf(scose)]}
e
2
p, == p"zv" Gtsi/e;e { e 04 Jr scos [1+erf(s cos 6)]}, (3.158)

que fornecem a troca de quantidade de movimento durante a colisdo das moléculas, por
unidade de area e por unidade de tempo. Esta troca ¢ equivalente a uma pressao, pois suas
unidades sdo idénticas, isto ¢, uma for¢a por unidade de area. A forca neste elemento sera
entdo dada por:

df,,. =(p, j'+p,Kk)dA, (3.159)

onde j© e K° sdo os versores das dire¢des dos eixos fixados ao elemento de area dA.
Substituindo entdo j° como fungdo das diregdes da normal ao elemento n* e da dire¢do do
fluxo u’, obtida de:

w = (3.160)
Vo
tem-se entao que:
df . = [p, (—cotOn’ —cossecOu’)+ p, ns] d4, (3.161)
ou seja:
df, = [(pn —cot6 p,)n’ —cossecO p, u’) +} dA. (3.162)

Embora esta expressdo possa ocasionar pontos singulares quando 0 estiver proximo de 0°,
nota-se contudo que p, também se anula nesta condi¢do. Deve-se entdo reescrever a for¢a no
elemento em funcao apenas dos vetores conhecidos no sistema fixado ao satélite, na forma:

df,, =(p; 0’ +p,u')dd, (3.163)

onde as quantidades de movimento resultante nas dire¢des normal, py, e do fluxo, p,, resultam

2
voo1 2-0 -0 o T | _2uwe
pk:—pl ”—2{{ L—Lg5cosO+—= —“}e”"“ﬁ

2 s N 2\ T,

+|:(2—(5n -c,)s’ cosze+1—%+%\/g % scose} [1+erf(scose)]}

1

(3.164)
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2
_pv, O

P, : ﬁ{ e 0y Jr scos0 [1+erf(s cos 6)}} (3.165)

A Figura 3.15 mostra o coeficiente de for¢a num elemento plano, isto é, a forca
adimensional nas dire¢des x (vermelho), y (verde) e z (azul) do elemento, sendo que a dire¢ao
de incidéncia ¢ dada pelo angulo entre o eixo x e o vetor velocidade, contida no plano xz.

Foram adotados na figura 6, =0.6,5,=0.8,s=4¢ T, /T, =0.2.

10 T T T T
. /\

-1.0

Force coefficient

_3 .O | | | | | | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Incident angle (degrees)

Fig. 3.15 — Coeficiente de for¢a aerodinamica num elemento de superficie plano, em funcéo
do angulo de incidéncia do fluxo.

O coeficiente de arrasto numa placa plana ¢ mostrado na Figura 3.16, para um angulo
variando de 0 a 90 graus. As curvas mostram o coeficiente de arrasto para razdes de
velocidade iguais a 2 (vermelho), 4 (laranja), 6 (verde) e 8 (azul), e tal que os coeficientes de

acomodagio adotados foram: 6, =0.5,6,=0.5¢ /T, /T, =0.5.

40 T | T | T

6,=0,=0.5 JT,/T =0.5

Drag coefficient

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Incident angle (degrees)

Fig. 3.16 — Coeficiente de arrasto numa placa plana, em fun¢ao do angulo de incidéncia.
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A influéncia da razdo de velocidades no coeficiente de arrasto numa placa plana ¢
mostrada na Figura 3.17, com incidéncia normal das moléculas, isto &, tal que 6 = 0. Percebe-
se que a forca na reflexdo especular (o, = o; = 0) tende a ser duas vezes maior do que aquela
na reflexdo difusa das moléculas (G, = 1, o, = 1). Além disso, quando a reflexdo ¢ difusa a
reducdo de temperatura da superficie tende a aumentar a forga de arrasto.

6

Drag coefficient
N
I

Speed ratio

Fig. 3.17 — Coeficiente de for¢a aerodindmica num elemento de superficie plano, em fungdo
dos coeficientes de troca de movimento e da temperatura da superficie.

A for¢a elementar devera ser integrada sobre toda a superficie do satélite exposta a
atmosfera (superficie externa 4.y, para que seja obtida a resultante da for¢a aerodinamica, ou
seja

aer

f :L (pom'+p,u)dd, (3.166)

ext

Esta forca sera proporcional ao termo p; v,” / 2, conhecido como pressdo dindmica.

As expressoes de p, e p;, ou de p; e p, dependem da razao de velocidades, s, da relagdo
entre as temperaturas da superficie do satélite e da temperatura da atmosfera (7,, / 7;) e do
angulo de incidéncia do fluxo, 6, ou seja, da orientacdo do elemento com relagao ao fluxo, ou
ainda, da atitude do satélite. De uma maneira geral, a presenca da exponencial nas expressoes
das pressdes faz com que a forca aerodinamica caia com o aumento da razao de velocidades,
mantidas constantes as demais condigoes.

O torque aerodindmico num elemento de area e relativo ao centro de massa do corpo sera
dado por:
dg

=(r, —r, ) xdf, (3.167)

aer er ?

onde r, ¢ o vetor posi¢do do centro do elemento de area e r., € 0 vetor posi¢do do centro de
massa do corpo, ambos em rela¢do ao sistema de eixos geométrico do satélite. Este conceito
de torque aerodinamico ¢ diferente daquele usualmente encontrado na literatura, onde o
torque ¢ geralmente dado pelo produto da forga aerodinamica pelo “centro de pressao”, que é
o ponto onde a resultante das forcas elementares de pressdo se anula. Na pratica ¢ muito
dificil obter-se este centro de pressdes, a ndo ser que sejam adotadas simplificagdes nos
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modelos matematicos. O torque resultante das forgas aerodinamicas no satélite € a integral do
torque num elemento de 4rea, ou seja:

g =, (r)x(pin" 4 p,u)dd, (3.168)

Para estudar-se o efeito da geometria do satélite na for¢a aerodindmica sem se preocupar
com as caracteristicas da atmosfera, introduz-se o conceito de coeficiente de arrasto Cp, igual
a projecdo da forga aerodindmica na dire¢do da velocidade da atmosfera em relacdo ao
satélite, dividida pela pressdao dinamica e por uma area de referéncia:

= lf—z“ . (3.169)
2P Y, Ar

Normalmente adota-se a area de referéncia, A,, como a area contida no contorno do satélite
projetado numa dada direcdo. Um cilindro com diametro d e altura 4, por exemplo, tem uma
area projetada na direcdo transversal ao eixo de simetria de 4, = d h. Uma esfera de raio r
possui 4rea projetada de m 7*. O motivo de se adotar a area de referéncia como sendo igual a
area dentro do contorno projetado numa dada dire¢ao vem do fato de que se pode provar que,

se a direcdo de projecao for igual a dire¢@o da velocidade relativa v,, entdo

lim C, =2, (3.170)

§—>0
A,=4,

onde 4, ¢ a area dentro do contorno projetado na dire¢do da velocidade relativa, no caso de
colisdo difusa (o, = o, = 1) e com acomodagdo total (7, /7, = 1). Para fins praticos,

considera-se que o limite ¢ atingido quando s for maior do que 10. O coeficiente de arrasto €
entdo dado por:

2

C,=—>"—
P in(ZJ Ar

Lm(pk n'+p,u ) dd. (3.171)

Lembrando, contudo, que cos = —u’- n’, tem-se entdo que

2 2
C, :—m J.Aexr(pk cos—p, ) dA4 :—mhﬂ(pn cosB+ p, sen6) dA4, (3.172)
ou ainda
C ——1 C.dA 3.173
b A '[Aexr ! ’ ( ' )

onde o coeficiente adimensional para uma placa plana, C, vale:

2— T 2002
C, =L2 200 5008’ 0+ —L ssen 0+ —2 |22 cosO e 0+
s NT VT 2\7T,
+cos0| 1+ erf(scos :
0|1+ erf 0 3.174
1 2 2 2 2 o T,
-0,)| —+s c, s —dn s
(2-0,) 2+ cos” 0 |+o, s sen” 0+ 2" 7? cos 0
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Em algumas geometrias ¢ comum que o angulo 0 entre a normal e a direcao do fluxo seja
expresso como uma composicdo de direcdes, e, neste caso, ¢ conveniente expressar o
coeficiente adimensional como fun¢dao apenas do co-seno do angulo. ApoOs re-agrupar os
termos, obtém-se

1 2-6,—GC c, |T c oo
Cj,:—2 —”tscosze_’_ no 2w 6050+ ts escose+

s N 2\ T, Jn

+cos0 [1 +erf (s cos 9)] (3.175)

|:(2—Gn —G,)szcosze+%\/g % scos@+1—62” +o, sz:l

l

Nota-se que o sinal negativo em Cp compensa o fato de ambos os fatores, p, € p, serem
também negativos. O coeficiente de arrasto ¢ portanto igual a intensidade da forca
aerodindmica projetada na dire¢do da velocidade e adimensionalizada. A componente da forga
numa dire¢do perpendicular & da velocidade ¢ chamada de forca de sustentacdo, e sua
adimensionaliza¢do ¢ conhecida como coeficiente de sustentagdo, definido por:

s
faer x u

L

O coeficiente de sustentacdo possui uma direcao de atuacao, e, por isso, deve-se integrar a
forca antes de se efetuar o produto vetorial.

O coeficiente de sustentacdo €, em geral, menor do que o coeficiente de arrasto. Isto
significa que as forgas aerodinamicas laterais podem ser desprezadas quando comparadas a
for¢a provocada pelo arrasto, isto €, na dire¢dao da velocidade relativa.

As expressdes de Cp e C;, podem ser integradas analiticamente em corpos simples como
esfera, cilindro, caixa, cone, elipsoide, ou ainda em corpos compostos por estas formas
basicas. Schaff e Chambré (1961) apresentam o coeficiente de arrasto para algumas destas
geometrias.

3.6.6  Coeficiente de arrasto numa esfera

Seja um satélite esférico de raio R, com coeficientes de transferéncia de quantidade de
movimento 6, € 6,. Um elemento de area d4 da superficie da esfera na tem como coordenadas
os angulos 0 e ¢, conforme apresenta a Figura 3.18. O angulo 6 foi escolhido de tal forma a
ser valida a relagdo cos® = —u’ - n’. A 4rea do elemento sera dada entdo por d4 = R dO R sen6
do. Os limites de integracdo dos angulos 6 e ¢ sdo dados por: 0 <0 <me 0 < <2n. A area
de refzeréncia sera adotada como sendo igual a area da se¢do transversal da esfera, ou seja: 4,
=nR".

O coeficiente de arrasto sera dado por:

~ [7[7¢, (0,05, 0., /T ) R* sen0 40 do. (3.177)

C. =
" nR
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Fig. 3.18 — Definigdo do sistema de coordenadas e do elemento de superficie numa esfera.

Uma vez que Cy ndo depende do angulo ¢, segue entdo que a integral nesta varidvel ¢
imediata, resultando

C,=2]C,(0,,0,5,0,\JT,/T ) sen 0 do, (3.178)
ou seja,
2— n 2 cos? T ¢ 2.2
CDzz G”J. sen0cos’ e’ C°Sed9+G§ —WI sen®cosBe™ " d0+
s Nm % SN
2 G, (™ 3 —s%cos? 0 2—(7” T
+— J- sen"Oe do+—; J- senO cos 0 d0 +
s m % s 0
2

+ 270 .[:senecose erf (scos0) d6+2(2—0n).|.0nsen9 cos’0d0+

2

s (3.179)

+2(2-0,) .[Onsene cos’ @ erf (scos0) d6 +

+ 2 \/E\/Z”J-nsenecoszedeJrG" «/E\/EJ-nsenecoszeerf(scose)d9+
T; 0 T; 0

) S

+20, J'On sen’ 0 cos0 d0+2 o, J'On sen’ 0 cos O erf (scos0) dO

Algumas dessas integrais sdo impares no intervalo 0 a m, enquanto que outras sao pares. As
integrais impares anulam-se, e as pares podem ser integradas no intervalo 0 a /2. Sao funcdes
impares neste intervalo as fungdes cos?g e erf(scosf), onde k=0, 1, 2 .... O coeficiente de
arrasto resulta entdo

n .[On/zseneCOSZGe—szcosze dO+2 2_0” J'Oﬂ/Zsene cos0 erf(scose) do +

2
N

i2—0

s n

+4(2-0,) Ion/zsene cos’ 0 erf (scos0) d6 +2 O Jn /% J'On/zseHG cos’0 do+ (3.180)
S i

C,=

Ao jn/zsen3ee‘52°°sze do+4c, In/zsen36cos6 erf (scosB) dO
s A0 ‘

N
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As integrais serao obtidas separadamente. Na primeira delas faz-se uma mudanca de
variaveis tal que ¢ = s cos0,

n/2 —s2cos s tz _
II=J- sen® cos> Qe dOzJ- —3€t2 dt . (3.181)
0 05
A seguir, integra-se por partes, comu =¢t¢e dv=t e’ . Com isso, tem-se que

_ 1 e 1 s _p
]1 ——2—Sze +2—S3 o e’ dt. (3.182)

Esta ultima integral ¢ a propria funcao erro, e, portanto,

Jn 1 .

[ =——erf(s)——¢
! () 2s?

3
S

(3.183)

Para integrar a segunda componente, sera utilizada a regra de Leibnitz, que estabelece que

S€
b(a)
I(0) = j S dx, (3.184)
entao
d ba) d db da
E[(Oﬁ) = Ia(a) Ef(x, (X,) dx+f(b, O(.) E—f{a, O(.) E . (3185)

Logo, integrando por partes a segunda integral, com u = erf(s cosf) e dv = sen0 cos0, tem-
se que

I, = .[msene cos O erf (scosB) dB =

0

(3.186)

2 /2
:{SGI; 6 erf(scose)} +%J‘O/zsen3ee_szwsze do

O primeiro termo resulta nulo, uma vez que o seno anula-se em 0 e o argumento da fun¢do
erro anula-se em /2. Assim, fazendo-se sen’0 = 1 — cos”0 na integral, chega-se a:

senf e 0 4o — sen0 cos’0e™ 0 40 . (3.187)

Ky J-rl:/2
\/E 0

Faz-se agora uma mudancga de varidveis, novamente com ¢ = s cos0, que resulta

12 _ % J-OTI:/Z

P 1
" dt—

1 s
L=
S N

A primeira integral ¢ a propria fungdo erro, e a segunda integral foi avaliada em /;. Com
isso, tem-se para /3

j(:tz e’ dt. (3.188)

1 P
e’ . (3.189)
ZSx/E

1= 4—22 erf(s) (25* =1) +
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Para avaliar a terceira componente, faz-se novamente a transformagdo de variaveis ¢ = s
cos0:

I, = Ion/z sen 6 cos’ O erf (s cos0) d6 = % J: t erf(¢) dt, (3.190)
s
que pode ser integrado por partes, com u = erf(¢) e dv = ¢:

1 1 s 2
I.=—crf(s)———=| t*e™ dt. 3.191
=g et |, (3.191)

. , . _42
A integral remanescente também pode ser integrada por partes, com u = £ ¢ dv=te ",
que resulta

1 1 s o 3, p
]3—Zerf(s)— [ +5.[0t e dt}. (3.192)

—-—e
25 n| 2

A integral que resta ja foi avaliada em /;, e portanto

1 { s 3\/E

1 R
I =—erf(s)————|—¢e¢  +——erf(s) ——e* |, 3.193
s = o) 25'n| 2 2 g } (3.193)

ou ainda

1
e
8s3\/;

A quarta integral possui solug¢@o imediata fazendo-se a mudanga de variaveis ¢ = cos:

I = 161S4 rf(s) (4s*~3)+ (3+257). (3.194)

L ) (' _l
14_j0 sen O cos ede_jot dr = (3.195)

A quinta integral ¢ dada por

I, = jo’”z sen*0e " 40, (3.196)
que ja foi avaliada em 7 e vale
\/E 2 1 —s?
I =4—S36rf(s)(2s —1)+2—Sze . (3.197)

A tltima integral pode ser separada em duas, fazendo-se sen’0 = 1 — cos’0:

I, = J‘msen3 6 cos 6 erf (scos) dO =
0
(3.198)

- jn/zsen 6 cos 6 erf (scos0) dO —jn/zsen 0 cos’ 0 erf (s cos0) d0
0 0

que resultam, portanto, na diferenca entre /; e I5:
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I=1,-1I,= ! sorf(s) (45* —457 +3)+ e (257 -3) (3.199)
S

1
8S3\/;

Substituindo as integrais na expressao do coeficiente de arrasto obtém-se

42-6 | 1
CD:? N {4 s erf(s) —— Y= :|+

2- ,
2= {%Szerf(s)(lvz—l)Jr ! e_é}r

N

1 1 _s?
+4(2_G")L6s4 erf(s)(4s4—3)+8s3\/;e‘ (3+2s2)}+

(3.200)
\/_ /
4 c, 1 2
erf(s) (2s* -1 t—e" |+
s \/_ { ( )( ) 25’ }
o | erf(s) (45* —45”+3)+ Lo (257 -3)
“116s" 8531
ou, ap0s re-agrupar os termos,
2-6,+0 erf(s) e | 26 T,
Cp="n00 (4% 445 —1) =2+ (257 +1) == |+ === 2= (3.201
25 st v ) T 2t S 2% T aann
O coeficiente de arrasto para uma esfera com reflexao especular (6, = o, =0) fica
1 4 ) erf(s) ) e
Cor _S—3[(4s +4s —1)T+(2s +1) | (3.202)
Quando a razdo de velocidades s for muito grande, entdo
limC),, =2 (3.203)

§—>00

Isto se deve, ¢ claro, ao fato de utilizar-se uma éarea de referéncia, 4,, igual a area projetada
na dire¢do da velocidade, que coincide com a area da secdo transversal da esfera.

O coeficiente de arrasto na reflexo totalmente difusa (o, = o, = 1) resulta:

1 erf(s) ) e 2 T
¢ 45t +4s’ 1) =4 (267 +1) == [+ = |- 3.204
Ddif = E ( ) 2 ( ) \/E} 3g T ( )
ou ainda
2 /T
CDdif = CDesp +3_ \/E ?W 2 CDe_gp ’ (3.205)
i P ,-
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ou seja, o coeficiente de arrasto da esfera numa reflexdo difusa ¢ sempre maior do que na
reflexdo especular. Além disso, nota-se que o limite do coeficiente de arrasto difuso para a
razdo de velocidades tendendo ao infinito ¢ também igual a 2. A Figura 3.19 mostra o
coeficiente de arrasto especular e difuso de uma esfera. O coeficiente de arrasto na reflexao
difusa € mostrado em duas situacdes: na primeira, a raiz quadrada da razao de temperaturas ¢
unitdria, e na segunda ¢ igual a 0,5.

40 T T T | T | T T

3.5

3.0

Drag coefficient

2.5

2.0 '

(el
—_
.}
w
~
W
o)

Speed ratio

Fig. 3.19 — Coeficiente de arrasto numa esfera em fungéo da razdo de velocidades s.
3.6.7  Coeficiente de arrasto num cilindro

Considera-se agora um satélite cilindrico de altura L e raio da base R. Admite-se, que a
direcdo do fluxo faz com o plano perpendicular ao eixo do cilindro um angulo o, conhecido
como angulo de ataque, conforme mostra a Figura 3.20. Despreza-se os efeitos das duas
tampas, isto €, das extremidades superior e inferior do cilindro. Adota-se como area de
referéncia a area da secdo transversal do cilindro na direcdo da velocidade relativa com o
meio, ou seja, A, =2 R L. O elemento de area vale d4 = R L d6. Tem-se assim que

1 2n

=R C/-(Gnactasana Tw/ﬂ)RLde- (3.206)

Fig. 3.20 — Definigdo do sistema de coordenadas e do elemento de superficie num cilindro.
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Nota-se que, devido a simetria do problema, a integral realizada no intervalo 0 a 2w ¢ igual

ao dobro da integral de 0 a m. Substituindo a expressdo de Cy e separando-se as integrais,
chega-se a

= 2 :/_n J’O” 0052 n efsz cos® 1 do +% % J‘OTC cosn eisz cos® 1 Jou
T < f i

G, T 2 —s? cos? (Z_Gn) T
+s\/E jo sen"ne ”a’6+2—szj0 cosn do+
(2— )j

cosM erf scosn)d9+(2 c )I cos’ 1 d0 +
(3.207)
+2-0,) J‘:cos3 nerf(scosn)dd +o, chosn sen’n do +

T ¢
;ﬁ\/%jo cos’ndo+

Gn ZV T 2
5 Jr T IO cos’ nerf (scosn) 6

+c, chosn sen’ 1 erf (scosn)

Algumas das integrais resultarao nas integrais de Bessel de ordem 0 e 1, que sdo as fungdes
de Bessel modificadas do primeiro tipo /,(x) e ,(x) (discutidas no Apéndice A).

Nota-se que o angulo entre a direcdo do fluxo e a normal ao elemento de drea vale cosn =
cosa. cosB. Substituindo esta expressdo na relacdo que fornece o coeficiente de arrasto,
percebe-se que no intervalo 0 a 7 as fun¢des cosO, cos 0 e erf(s cosa cosO) sdo impares, e
portanto suas integrais se anulam. Por outro lado, as integrais remanescentes sdo pares, €
iguais ao dobro da integral realizada entre 0 e /2. Logo, a expressao do coeficiente de arrasto
num cilindro resume-se a

2—(5 /2 202 2
C,=2 n I cos’acos® Qe sl gg 4
s
2—0 2
+— IO cosoccos@erf(scosoccos@)d8+

N

n/2 3 3
+2 (2—(5”).[0 cos’ o cos’ O erf (scos o cos0) d6 +
= . (3.208)
+ 20 n /—WI cos’ o cos’ 0 dO+
s I, 70

(e} /2 202 2
42— j (1—cos” o cos® 0) e % * % 7 +
s~/ %0

/2
20, jo cosacos O (1—-cos’ o.cos® 0) erf (scos0) d6

que podem ser re-agrupadas na forma
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2—6 -0 n/2 S22 2
c, 22—”’coszaj0 cos” e 0 4o+

s\/n

+(2 Oy +2c5jcosocj coseerf(scosoccose)d6+

S

(3.209)
/2
+2(2-0,-0,)cos’a IO cos’ 0 erf (scoso cos0) d6 +
(e) T T2 2 cos? acos? O
+ — cos oaj cos’0d0+2 I e do
s T, S\/E 0
Para avaliar a primeira integral, faz-se a transformagao
cos? = 1 O08% (3.210)
2
de onde se tem
sen’ 0 = 1= S04 (3.211)
2
Derivando esta tltima, chega-se a
do = du . (3.212)
2
Alterando convenientemente os limites, tem-se
/2 1 —s? coszaHCOSM
Jy=[" cos gt g = jﬂe : du (3.213)
ou ainda
b COS o AZCOSZZ(XCOSM 1 . Sz COSzd Sz 0052(XCOSM
=—I du+—j cosue 2 e 2 du (3.214)
4o

A primeira integral do segundo membro ¢ uma integral de Bessel de ordem 0, e fazendo a
transformagao ¢ = cosu na segunda integral, resulta

nly(s,)+ Jlt—ﬁ e ! dt}, (3.215)

onde, por conveniéncia, define-se s, como:

J, =

2 2
s, :%. (3.216)

A integral remanescente pode ser resolvida por partes, uma vez que

u=ce¢ ™' edv= dt, (3.217)

de onde
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du=-s e’ dt,e v=—l1-1. (3.218)
que resulta

lee: {nlo(sa)+[—\/1—t2 o } s [ A1 e dt} (3.219)

O termo mediano ¢ nulo e o ultimo termo ¢ a propria integral de Bessel de ordem 1, e
portanto

gy =S n [, (s.)~1,(s,)].- (3.220)

A segunda integral ¢ também avaliada por partes, fazendo-se u = erf(s cosa cosf), e dv =
cosB db. Disto resulta

J, = jon/z cos 0 erf (scosa cos0) d6 =

25 Ccoso (3.221)

N

A primeira parcela da integracdo ¢ nula, pois o seno anula-se em 6 = 0, e a funcao erro
anula-se quando 0 = 1/2. Neste ponto faz-se novamente a transformacao

/2 /2 22 )
=[sen9 erf (scosa cose)]0 + .[0 sen? @ e ¥ s o0 Ja

1+ cosu

cos’ 0= S (3.222)
e
sen’ = 1 Z908% (3.223)
2
que fica
J, = 5 cosoc.[ (1-cosu)e 2 (o du . (3.224)
Mas esta integral ¢ semelhante aquela j4 realizada acima, e portanto
_ scosa \/_ =
, = 5 [[ (s,)+1,(s, )] (3.225)
A terceira integral fica
/2 3
J, = j cos’ O erf (scoso cos ) dO =
0 (3.226)

/2 /2
:j cos B erf (scosa cose) de—j cos 0 senzeerf(scosoccose) do
0 0

A primeira das integrais ja foi avaliada anteriormente, e integrando a segunda delas por
partes, com
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u =erf(s cosa. cos0), e dv=sen’0cos0 do, (3.227)
onde
3
du=—25C05% (g eetent gg o, SO (3.228)
N 3
resulta
sen’ 0 " 2scosa (e 2 cos® oos®
Jy=J, - erf (scoso cos6) ——J- sen*@e™ ™ %40, (3.229)
N

A parcela ja integrada resulta nula, e, fazendo-se novamente uma mudanga de varidveis tal
que

1—cosu

sen’ 0 = ,e cos’ 0= I+ cosu ) (3.230)
2 2
tem-se que
scosa pw ) 0o
J,=J,—=| (1-2cosu+cos"u)e ? du . (3.231)
T 124n I

Efetuando agora as integrais separadamente, na forma:

sScosa _ T o_
J3 :J2 Sa (.[ e Sq COSU du +

-——F—e€
124n 0

, (3.232)
-2 .[On cosu e " du+ .[On cos® u e S« du)

conclui-se que a primeira e a segunda parcela sao iguais as fun¢des de Bessel modificadas de
primeira e segunda ordem, respectivamente. A terceira parcela € posta em fun¢do do seno do
angulo 6.

§ COS QL

J,=J, S [my(s,)+2 1 (s,)+

-——e
124r (3.233)

T . T e
+IO e dy —IO sen’y e du}

As integrais remanescentes sdo novamente iguais as func¢des de Bessel, e portanto

J,=J, —% e {2n10(sa)+2 n[l(sa)[l—%j:l (3.234)

a

Substituindo o valor de J; e re-agrupando os termos, resulta

_scosoc\/;

J, 3

e ™ l:[o(sa)+ll(sa) (1+LH (3.235)
4s

o
A préxima integral ¢ imediata e resulta
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J, = J'On/z cos? 0 0 = % I:/Z (1—cos 26) do :g ) (3.236)

A ultima parcela foi parcialmente avaliada em .J,, e fazendo a transformacao

senzezl_czosu,e cos29:1+czosu, (3.237)

tem-se que

2 2
_s7cos”a
(1+cosu)

J, j e e ueos’0 g = j du (3.238)

Esta integral resulta na primeira integral de Bessel, ou seja:

J.o=Z e I (s 3.239
5 2 0 o

Substituindo as integrais na expressdo do coeficiente de arrasto e re-agrupando-se os
termos, tem-se

N

c, =T e {c I,(s)+(2—c, —o)cos @
S

[70(s.) =1, (s,)]+

+(%(2—c5n)+s2 thcoszoc[lo(sa)+11(sa)]+
(3.240)
+(2—Gn—6,)§sqcos [2] (s, )+21,(s, )+ ! I(s )}}

GTC\/_

— cos’a
45 T

i

Se o angulo de ataque for nulo (eixo do cilindro perpendicular a dire¢do do fluxo) entdo a
expressdo acima se resume a

C, =@e“2/2 [2(2_0”)+6’]K§+%j Iy(s® /2)+%(Sz +%) I(s® /2)}

nVn [T,

4 T,

(3.241)

Neste caso, se a reflexdo das moléculas for especular (o, = o, = 0) entdo o coeficiente de
arrasto resulta:

NC 25 2
CM:Te‘/2 2 T+1 10(s2/2)+§(252+1)11(52/2) , (3.242)

ao passo que na reflexdo difusa (o, = o, = 1) tem-se que
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3 o~ T,
Cpar = 2 Cpesp +4—S

7[ .

NE 3 1 N
C[W:Te‘/z (52+5j10(52/2)+(s2+5j11(sz/2) L.

Isto significa que

TW
\/% . (3.243)

(3.244)

O coeficiente de arrasto ¢ mostrado nas Figuras 3.21 e 3.22, em fun¢do da razdo de
velocidades s, e do angulo de ataque a.. No ambiente espacial, a temperatura média do satélite
encontra-se por volta de 300°K, ao passo que a temperatura da atmosfera fica compreendida
entre 500 a 2500°K. Isto faz com que a razdo de temperaturas 7,,/7; assuma valores entre 0.1 a

0.6.

3

[\S]

—

Drag coefficient

G, =

s=4
T,/T;=0.2

GOn

/

:Gtzl

20 30 40 50 60
Incident angle (degrees)

80

90

Fig. 3.22 — Coeficiente de arrasto em um cilindro, em fun¢do do angulo de incidéncia do fluxo.
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3.6.8  Forca aecrodinamica em um cilindro

Apresenta-se agora o calculo da forca aerodindmica num cilindro altura L e raio R.
Admite-se a mesma geometria adotada no célculo do coeficiente de arrasto. Novamente o
efeito das duas tampas € desprezado. A forca aerodinamica fica entdo

df, . =(p,n'+p,u')dd, (3.245)

onde a resultante nas dire¢des normal, py, e do fluxo, p,, sdo dadas por

— pl (3L 2_61’1 _Gt S COS Gn & eszCOSz‘I’]_’_
pk 2 S2 \/E T] 2 ]:

{(2 c)( +5° cos nj

\/_ — §cos n} (3.246)

[1+ erf (s cosn)]}
e
— pi v(f Gt —s% cos’
D. _Tm{ e "+x/;scosn[l+erf(scosn)}}. (3.247)

A resultante da forca fica entao

f, .= 2.[0n[pk (cosBi’ +senBj’)— p, (cosai’ +senak’)]R L dO, (3.248)

pois n’ =cosOi’ +senbj’, e u’' =—cosai’' —senak’. Separando-se as integrais nos trés
eixos do satélite, chega-se a

f, =RL f (p, cosO—p, cosa) dOi’ +R L J-_n p,sen0doj —
“RL jf p, sena dOk’ (3.249)
=f U+ f, i+ LK

O coeficiente da forca acrodinamica na dire¢ao do eixo x fica entdo:

f 2
=t = cosO—p, cosa)doO, 3.250
T RLp 2 p,voj (Ps P, ) (3.250)
ou seja:
C = oy J- D (3.251)

Lembrando que cosm=—u’-n’ =cosa cos0, tem-se que
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i

1 2 T 2 2 2
Cx :__2-[ Gn S COS(X.COSO"‘ Tw e—s COs” 0LCcos 9+
§7 2 T

{(2 c )( +5° cos” oLcos 9] G, s* cos” a.cos’ O+

TW
- §COS 0L COS 9}[1 + erf (s cosocos 6)]} cos0 dO+

i

+ n
2

_.[ { —s? cos? acos? O
TSNT

e que pode ser separado nas integrais:

T —
C =—L¥scosaj- ~eostacos’0 (62 0 70

x1 S2 \/_

—s cos? 0L.CoS Gcose de

—T

1 1 ¢n
C.=——(2-0c)—| cos0dO
S2( ")Zj—n

x3

C., :—%(Z—Gn)%jn erf (scosocos0)cos 0 dO
S =T

X

x5

C :—L2(2—cs”)s2 cos’ a.[n cos’ 0 d0
S -7

1

C,=——5(2-0,)s cos’ oajn cos’ Berf (scosocosB) 40
S —T
C =LG s? cos® OLJ-TE cos’ 0.do
x7 S2 t n
C.q :cht s* cos’ ocjn cos’ Berf (scosocos ) d0
S —T
T n
C,=—— 2 §cos ocj cos’ 0d0
T; -
C, = _1o, Jr Lo §COS ajn cos’ Oerf (s cosacosB) dO
x10 S2 2 T; _n
C CoSs oL —s% cos® o.cos> 0 de
= gpese e
(@) T
C., =——t Jnscos’a cos0do
x12 S\/% J‘iﬂ_
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(3.253)

(3.254)
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(3.257)

(3.258)

(3.259)
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(3.262)
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Cxl3 ==

% x scos’a J-n cos 0 erf (scosocos0) dO (3.265)
SNT o

No intervalo —r a 7 as integrais do tipo cos8, cos’0 e erf(s cosf) anulam-se, e, portanto, as
integrais 2, 3, 5, 7, 10, e 12 sdo nulas. As demais resultam no quadruplo da integral realizada
no intervalo 0 a /2. As integrais 4 e 13 sdo idénticas, bem como as integrais 6 e 8.

A primeira integral fica:

4 =4[ e 052 0.4, (3.266)

0

que ja foi realizada anteriormente e resulta
A =c n[lo(sq)_ll(sq)]a (3.267)
onde /j e /; sdo as integrais de Bessel de ordem O e 1, e

_ s’ cos’a

S(l
2

(3.268)

A quarta integral também j4 foi avaliada anteriormente e resultou em

A, = 4j0n/zerf(s coso.cosB)cos d0 =25 cosa Jre [£,(s,)+1,(s,)]  (3.269)

A sexta integral ficou

4, = 4J-:/2 cos’ Qerf (scosocos0)dO =

(3.270)
_yscosadm -, [10 (5,)+1,(s,) [1 +LH
3 4s

a

A oitava integral ¢ idéntica a sexta, e a nona fica

A, = 4!:2 cos’0dO=m

A décima primeira integral resulta

/2 —s?cos’ o.cos® O —s,
A, =4j e dO=2me™ I,(s,), (3.272)

0

e, finalmente, a Gltima integral ¢ idéntica a quarta. Recompondo agora as integrais, tem-se

C, =~ 2-0,-0) scosame ™ [1,(s,)~1(s,)] (3.273)
S
Coo= 2 (2-0,) scosa T e [I(s,)+1,(s,)] (3.274)
S
1 4 5 3 s 1
Cx6:—?(2—c5n)§s cos"avme | I,(s,)+1,(s,) 1+K (3.275)
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CXS :chz is3 COS3Q‘ T e_su IO(SOL)J’-[I(SOL) 1+L
3 4s

s
1 T

ngz——zc” —~ §COSOLVT T
s© 2 \NT

C., :—%2005(1 Jr e 1,(s,)

a

C. :—&2 s?cos’ a \/% e’ [Io(Sa)+]1(Sa)]
S

1

Cxé+ng=——2(2—cn—6,)is3cos3a me | 1,(s,)+1,(s,) 4
s 3 4s

C,+C, = —%scosa Jre™ (2-c,+20, 5% cos’ a) [, (s,) +1,(s,)]

e o coeficiente de forga na dire¢do x resulta entdo, apds a simplificagdo,

C, :—Lzscosoc Jre {(2_6}7 —0)[1(s.) =1, (s,)]+
s

+2-o0, —cst)és2 cos’ a {Io(sa)vtll(sa) (1+4LJ:|+
s

o

+(2-0,+20,s” cos” a) [1,(s,) +1,(s,)]+20,1,(s,)} —

lo, [T,
S —~COSOLVT T
s 2 \T

A forca na direcdo x é simplesmente

2
.V
](;C — pz o RLCX
2
Na direcdo y a for¢a € simétrica e portanto ¢ nula. J& na direcdo z tem-se

2

C=-
p, V.

z

J:pu seno dO,

ou

CZ __ G, -E;{ efszcoszn+\/; sCosM [1+erf(s COS T])]} sena dO

s\

mas como cosn = cosa cosb, entdo
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C. =

sena

S*/_ : (3.286)

r { e v eosTaeos’0 [ s cosocos O [l—i-erf(s COS 0L COS 6)]} do

—T

Separando as integrais, tem-se

C., seno | e e gg 3.287

= el (287

C, sena /7 scosa| cosOdO (3.288)
= I

C., sen o /T s cos oc.[ cos 0 erf (scosocos0) dO (3.289)

=

A segunda integral € nula (simetria), e as restantes ja foram avaliadas anteriormente. Tem-
se com isso que

C, sena 2mwe ™ [ (s,) (3.290)
sf
C.o=——sena 2n s cos” a~m e [1,(s,) +1,(s,)] (3.291)
s\m
e portanto
C =-2t2rsence™ {I,(s,)+5” cos” a1, (s,) +1,(s,)]} (3.292)
S

O coeficiente de arrasto pode ser calculado por meio da forca aerodinamica, dado que

A fa c .us 2
Cp=—F2r——, (3.293)
2RL p, v,
onde
o5 s p vz .5 s
f, . =/f1+/Kk :#RL(Cxl +CKk’), (3.294)
ou seja
C,= %(Cxi“ +CKk’)-u’, (3.295)

que resulta na expressao ja apresentada anteriormente. A resultante da forca aerodinamica no
cilindro ¢ entdo dada por:
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2

f = _p,-zvo RL(Ci*+Ck") =

2
= 'pizva'RLﬁ cosal {_e_s‘l {(2_67‘1 -G,) []o(sa)_ll(sa)]+
N

Jr(2—($”—(st)§sOL {Io(sa)+ll(sa)(l+%ﬂ+ (3.296)
s

o

+2-o0,+40,5,)[1,(s,)+1,(s,)]+20,1,(s,)} — 62" \/T;” n} i’ -

P T

: : 20,sena e {[O(S(x)+ 2s, [Io(su)+11(sa)]} k’

O torque no cilindro com relagdo a origem do sistema de referéncia devido a forga
aerodinamica também pode ser calculado, usando-se para isso a defini¢ao

gaic :J-Amrx(pk ns+pu uS)dA, (3297)
tal que
r=Rn' =R (cosOi'+sen0j’), (3.298)
resultando
g, .= —RL p, (senosenBi’ —seno cosO j° +cosa senO k’) dA. (3.299)

Devido a 6bvia simetria do cilindro, as componentes do torque nas dire¢des z, do eixo do
cilindro, e x, que contém a direcdo da velocidade de incidéncia, sdo nulas. Logo, o torque fica

g, .= RL p, sena cosOdA j (3.300)

ou seja

2
Vv "
g . :Rsz’—"—’senaj cos 0
- -T

2 sin . (3.301)

{ e a0y [ scosa cosO [1+erf (scosa cos 6)]} doj’

que apresenta integrais ja avaliadas anteriormente que resultam

g = j cos@e @ e 0 g9 =0 (3.302)
g, = jf cos’0 dO=r (3.303)
g = f cos’ @ erf (scoso cos8) d6=0. (3.304)

Com isso o torque resulta
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2
g, . :p,-% R’L m o, sena cosa j’, (3.305)

e, como era de se esperar, o torque ¢ nulo tanto em o = 0 quanto em o = + 1/2.

O comportamento dos coeficientes de forga e torque aerodindmicos num cilindro pode ser
visualizado na Figura 3.23. Mostra-se a curva de C, (vermelho) e C, (azul) em funcao do
angulo de ataque a. O torque no eixo y ¢ mostrado na curva em preto. Os demais parametros
utilizados foram: R=0.5,L=1,06,=0c,=1,s=4¢ T,/T;= 1.

1 T T T | T T T T T T

Force and torque coefficient

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Incident angle

Fig. 3.23 — Coeficientes de forga e torque aerodindmicos em um cilindro, em fungio do
angulo de incidéncia do fluxo.

3.6.9 Forca e momento em um cilindro transverso

Considera-se agora o caso de um cilindro de raio R cujo eixo de simetria esteja numa
direcio qualquer com relacdo a um sistema de coordenadas x’, )” e z’, e cujo centro
geométrico ndo coincida com a origem deste sistema, como visto na Figura 3.24. Deseja-se,
neste caso, calcular a forca e o torque aerodindmico que age neste cilindro, em relacdo a
origem do sistema de eixos. Se v, e v, forem dois vetores que fornecem as posi¢cdes dos
centros das faces dos cilindros (fundo e topo), entdo v, — v, representa um vetor alinhado com
o eixo de simetria do cilindro, enquanto que seu modulo fornece o comprimento do cilindro,
isto € L = |v, — vp|. Para o calculo da for¢a de arrasto, utilizam-se as relagdes ja obtidas na
secdo anterior, porém deve-se fixar um sistema de coordenadas x*, )’ e z* no cilindro, tal que z*'
coincida com o eixo de simetria e x* esteja no plano formado por z* ¢ u” (diregdo de incidéncia
do fluxo).

E claro que

k' = ﬁ : (3.306)
t b

b b s s
SS9, S (3.307)
|—u” +(u” k) Kk’ |

e a diregdo j' fica
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i =K xit. (3.308)

Y

Fig. 3.24 — Definigdo do sistema de coordenadas e com relagdo a um cilindro transverso.

Disto tira-se também que

sena = —u’ -Kk°

cosa = —u’ i’

(3.309)

A origem do sistema s coincide com o centro geométrico do cilindro, e cujas coordenadas
no sistema b vale

b:Vt+Vb
2

(3.310)

A partir dai, pode-se calcular a forca e o torque aerodindmico com as relagdes obtidas para
o cilindro com sistema de coordenadas fixado ao centro geométrico (Se¢ao 3.6.8), mas o
torque final deve ainda ser acrescido da parcela devido a mudanca de polo, na forma:

s

g =g +p'xf (3.311)

a_c?

onde g’ _ ¢ o torque no cilindro referido ao sistema s.

3.6.10 Forga aerodindmica em placas planas paralelas

E comum que satélites apresentem geometrias nas quais uma face é paralela a outra.
Exemplos sdo as faces opostas de um paralelepipedo, ou entdo a face anterior e posterior de
um painel solar. Consegue-se alguma simplificacdo nas equagdes da forca aerodinamica
quando se sabe de antemdo que uma superficie serd paralela a outra. De fato, ndo importa se
as faces paralelas estejam proximas ou distantes entre si. Basta tdo somente que tenham areas
idénticas, e que suas normais sejam opostas.

Seja entdo uma placa plana de area dA4, tal que ambas as faces desta placa estejam sujeitas
ao ambiente. E claro que uma delas sofrerd impacto direto das moléculas da atmosfera,
enquanto que a outra terd incidéncia apenas daquelas moléculas que tiverem estatisticamente
velocidade contréria ao fluxo, como visto na Figura 3.25. A forga fica entdo dada por

f, , =[P n+p,(M)u’+p,(M)b+p,(n,)u]dd. (3.312)
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na qual a face contraria ao fluxo possui normal b ¢ angulo com relagdo ao fluxo dado por nj.
Lembrando que b=-n, que cosn=-u‘-n, e que cosn, =—u’-b=u’-n=-cosn, tem-se
que

f, ,={p.M)-p.Mm)In+[p,()+p,M,)]u} dd=

3.313
=(p,(M)n+p,(M)u)dd (3:313)

Fig. 3.25 — Placas planas paralelas e opostas.

Pode-se agora avaliar os termos nas dire¢cdes da normal e da velocidade separadamente. A
componente na direcdo da normal fica:

p,(M) =p,(M)—p,(n,) =

P; Vj 1 2- G, — 0, G, T:w —s%cos’n
- — scosn+—— [ |e +
2 s Jr 2\ T

+|:(2—(5n -c,)s’ coszn+1—(;” +%\/E d scosn}

1+ erf(scosn) |+ (3.314)
[1+ erf (scosn) ]}

pi Vj 1 2 _Gn _Gt Gn ]-:1; -5’ cosz‘q
+——+— | ———F=—"scosn+ 1€ +
2 s Jrn 2\ T

‘{(2_% -c,)s’ coszn+l—%—%\/g % scosn}

[1 —erf (s cosn)]}

que resulta

2
pkp(n):_pi v, 3{2 6,6, SCOST]G_S cos ﬂ+%\/g & scosm +

2 2| n T

(3.315)
+|:(2—(5n —c,)s’ cos’n+1- 62” } erf(scosn)}
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Ja a componente na dire¢do da velocidade sera dada por

r,M=p,m+p,Mm,) =

_bPiv, Vo i{ e_szcoszm_\/; scosm [1+erf(scosn):|}+, (3.316)

25\/_

P vo2 { e e n_ [ scosm [1—erf(scosn):|}

2s\/_

ou seja

P, v, 20,
2 sin

A expressao completa para a forga fica entao:

p,(M)=—-"> { ety Jrscosn erf (s cosn)} (3.317)

2 J— _—
£, . :_p,-zv(, %{2 (:/”E Lscosme ~eos’ny O \/_ I, scosn +
+[(2—Gn —c,)s” cos’ 02”} erf(scosn)} n+ (3.318)
2
PV, 26 —s%cos’ 1 e
L s\/_{ +/m scosm erf(scosn)}u dA
ou ainda
2
p,v, 2 |2-0,—0, s cos?
A 5 ?{ In §cosmne g On \/_ ?lscosn+

J{ (2-06,-0,)s’ cos’n+ 2-9, } erf(scosn)} n+ (3.319)

2 —s57cos™ M
+pi2v0 20, { T +s5cosm erf(scosn)} u’ d4
s T

Se as faces estiverem separadas por uma distancia /, pode-se entdo calcular o torque com
relacdo ao ponto médio da linha que une os baricentros das faces

) . ) .
g . =5nX[pk(n)n+pu(n)u ]dA—EnX[pk(n)bwu(m)u lda,  (3.320)

ou seja

I
S =5[pu(n)—pu(nb)] nxu‘ dA. (3.321)

Mas nxu® =sen(mt—n)i° =senni‘, e portanto
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I .
€a_mp :5[pu(n)—pu(nb)] senm i dA =

PV, /

2
pizvo (j/_ E{ e*SZ COSZTI_’_\/E scosm [1+erf(s coS 1’])]} senmn i°d4+ (3322)
T

— t

2
pi Vo Gt l

257[5

{ e i scosn [l—erf(scosn)]} senn i d4

que resulta

2
g :p,-Tvo o, [ senmcosndA4i’, (3.323)
ou
PV,
€ :# [ 6,cosm dAnxu’ (3.324)

O comportamento do coeficiente de arrasto numa placa dupla em funcdo do angulo de
incidéncia do fluxo pode ser visualizado na Figura 3.26, para dois valores da razdo de
velocidades: s = 4 (curva cheia) e s = 10 (curva tracejada). O angulo de incidéncia ¢
complementar ao angulo m, isto ¢, é igual a 90°-n. Adotou-se neste grafico os seguintes
valores: 6,=0,=05¢ T,/T;=0.25.

4 T T T T T T T T T

Drag coefficient
[\8)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Incident angle

Fig. 3.26 — Coeficiente de arrasto em placas planas paralelas e opostas.

A Figura 3.27 mostra a contribui¢ao da face anterior (em vermelho) e da face posterior (em
azul) para o arrasto total (em preto). Nota-se que a contribui¢do da face posterior ¢ somente
relevante para baixos valores do angulo de incidéncia do fluxo (tangente a superficie). Foram
adotados nesta figura os mesmos coeficientes do grafico anterior, e s = 4.

A Figura 3.28 mostra a seguir o coeficiente de sustentacdo, na direcdo perpendicular a
velocidade do fluxo. O coeficiente resultou negativo em virtude do sistema de coordenadas
adotado para o elemento de superficie. A sustentacdo se anula tanto para angulo de incidéncia
nulo quanto para incidéncia ortogonal a superficie.
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Drag coefficient
[\S)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Incident angle

Fig. 3.27 — Coeficiente de arrasto na placa frontal e na placa oposta ao fluxo.
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Lift coefficient
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Incident angle

Fig. 3.28 — Coeficiente de sustentagdo numa placa composta.

3.6.11 Forga aerodindmica em paralelepipedos

O paralelepipedo ¢ um sélido no qual todas as suas faces sao retangulares (ou quadrados,
eventualmente). Esta geometria ¢ muito encontrada em satélites, pela facilidade de se produzir
estruturas neste formato. Pode-se considerar um paralelepipedo como formado por 6 faces,
paralelas duas a duas. Considerando-se um sistema de coordenadas fixado ao centro do
paralelepipedo, de lados I, /,, e I, nas dire¢cOes dos eixos x, y € z, respectivamente, como
indica a Figura 3.29, tem-se entdo que a forca aerodinamica fica

faﬁpl = I:pkp(nx) is +pup(nx) usi' ly lz +|:pkp(ny) js +pup(ny) usi' lx lz +

,  (3.325)
+[p]gp(nz) kS +pup(nz) uY:I l)f ly
e tal que
cosm, =u’ -i’ =cosacosf
cosm, =u’ -j =senacosf, (3.326)

cosm, =u’ -k’ =senf
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Fig. 3.29 — Sistemas de coordenadas e direcdo de incidéncia num paralelepipedo.

Percebe-se que pouca simplificagdo ¢ conseguida nas equagdes para calculo da forca
aerodindmica no paralelepipedo. Com relacdo ao conjugado (torque) as simplificacdes sdo
ainda menores. Logo ¢ preferivel, para o paralelepipedo, calcular tanto a forca quanto o torque
a partir da sua definigdo, isto €, pela soma da contribuicdo das 6 faces.

A Figura 3.30 apresenta a variacao do coeficiente de forga (vetor), definido por

A faic 2
A4 p, v

o

c. (3.327)
para uma caixa de lados iguais a 1 m, 1,5 m e 2 m, nas diregdes x, y € z, respectivamente, em

fung¢do do angulo o, com B = 0°. Os demais pardmetros foram s = 4, 6, = ¢, = 0.5, T,,/T; =
0.25,e 4=12 m*.

Force coefficient

_4 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1
-90 -60 -30 0 30 60 90
Alpha angle (deg)

Fig. 3.30 — Coeficiente de for¢ca num paralelepipedo, em fungdo do angulo de incidéncia a,
nos eixos x (vermelho), y (verde) e z (azul).

Em virtude da simetria, os torques com relagao ao centro da caixa resultam nulos.
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4 FORCAS E TORQUES DE PRESSAO DE RADIACAO

No projeto de sistemas de controle de atitude ou no controle de orbita dos satélites todos os
torques e forcas perturbadores devem ser considerados. Neste aspecto, a pressao de radiagdo ¢é
um dos principais fatores que afetam a oOrbita e a atitude de satélites. O efeito da pressao de
radiagdo ¢ mais pronunciado a partir dos 700 km de altura, pois a perturbagdo aerodinamica,
que predomina nas altitudes mais baixas, ¢ suplantada pela pressdao de radiacao em altitudes
acima desta. As principais fontes de radiacdo que modificam os elementos da orbita e da
atitude dos satélites artificiais sdo o Sol e a Terra. A Terra combina dois efeitos de radiacao: a
radiagdo solar refletida difusamente pela superficie (conhecida como albedo) e radiacdo ou re-
emissao terrestre, que consiste de um fluxo radiativo térmico na regido do infra-vermelho do
espectro. Esta radia¢do corresponde a emissdo de um corpo negro com uma temperatura de
cerca de 300°K.

Os fatores que mais influem na determinagdo das forgas e torques de radiagdo sio:

¢ A intensidade, o espectro e a direcao da radiagdo incidente ou emitida

e A geometria do satélite e a orientacao da fonte radiativa com relagdo a ele.

e As propriedades oticas das superficies externas do satélite onde incide a radiacao ou
da qual a radiagdo ¢ emitida.

Nota-se que a emissdo de energia na forma de ondas eletromagnéticas pelo satélite, pelos
radiadores térmicos, pelas antenas de comunicacdo e pela superficie externa sdo também
considerados fontes de radiagao.

A formulagdo das forcas provocadas pela pressao de radiacdo depende, ¢ claro, da fonte
emissiva considerada. Deve-se, por isso, tratar separadamente a radiacdo solar direta, o albedo
terrestre € a emissao terrestre.

4.1 Radiacao solar direta

A intensidade da pressdo de radiagdo solar decresce com o inverso do quadrado da
distancia do satélite ao Sol. Para um satélite em orbita da Terra, pode-se desprezar a variagao
da distancia ao Sol, causada pela orbita do satélite, quando comparada a distancia da Terra ao
Sol, e, com isso, a pressdo de radiagdo ¢ praticamente constante. Ocorre apenas uma pequena
variagdo (ao redor de 7%) na pressdo quando a Terra passa do periélio para o afélio. A
influencia da forca de radiacdo ¢ maior na excentricidade orbital mas pode alterar também o
semi-eixo maior. Na atitude, seus efeitos sdo mais sentidos em satélites geoestacionarios € em
sondas espaciais, em virtude dos torques aerodindmicos e magnéticos serem praticamente
nulos nestas orbitas. O torque ¢ também mais pronunciado em satélites altamente assimétricos
ou que possuam apéndices de grande comprimento ou vasta area.

Define-se como intensidade de radiacdao a energia por unidade de tempo (poténcia) e por
unidade de area que deixa um elemento de area d4 numa dire¢do 0 (com relagdo a normal ao
elemento) e subentendida num angulo sélido dQQ, conforme ilustra a Figura 4.1. A intensidade
¢ dada, portanto, por

I = lim dE : (4.1)
dio d4 cos0dQ dt
dt—?O
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onde dFE ¢ a energia emitida por d4 no intervalo de tempo dt, subentendida no angulo sélido
dQ, que faz com a normal ao elemento um angulo 6.

Fig. 4.1 — Energia emitida por um elemento de area dA4 subentendida num angulo sélido dQ.

A integral da intensidade de radiacdo no hemisfério visivel de d4 fornece a poténcia
irradiada por unidade de area do elemento, ou seja:

S= I cos0dQ. 4.2)

Hem

Nota-se que a intensidade / independe da dire¢do de emissao, ou seja, do angulo 0, pois o
fator cosO corrige a projecao da area dA nesta direcdo. Além disso, como a radiagdo ¢ emitida
numa faixa do espectro de comprimentos de onda, a intensidade / representa, na verdade, uma
média da intensidade monocromatica ou espectral /. Efetuando-se a integral nos angulos ¢ e
0, e lembrando que dQ2 = senb dO do, e supondo que a intensidade de radiagdo € isotrdpica,
isto €, ndo depende @ ou 0, tem-se que

S=nl (4.3)

Admite-se, agora, que o Sol possa ser considerado como um elemento infinitesimal,
irradiando uniformemente em todas as diregdes. Esta hipotese ¢ bastante razodvel, uma vez
que o Sol ¢ visto, a partir da Terra, subentendido num angulo relativamente pequeno (0,53°).
A poténcia emitida pelo Sol por unidade de 4rea a uma distancia de R, = 149 10° km (1 UA) é
constante com o tempo e vale S, = 1353 W/m>. A excentricidade da 6rbita da Terra faz, no
entanto, que a constante solar varie ligeiramente ao longo de um ano, de acordo com a relagao

RY
S—&(R), (4.4)

onde R ¢é a distancia da Terra ao Sol.

A teoria quantica relaciona a pressao (ou quantidade de movimento) associada a radiagao
com o conteudo energético dos fotons. Esta relagdo tem a forma:

S
P, =—> (45)
C
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onde p, ¢ a pressao devido a radiagdo incidente, e ¢ ¢ a velocidade da luz (cerca de 300000
km/s). Considera-se novamente o sistema de referéncia fixo num elemento de area externo do
satélite, conforme mostra a Figura 4.2.

Fig. 4.2 — Sistema de coordenadas fixado a um elemento de area dA.

Neste sistema, o eixo z° € coincidente com a normal ao elemento, ao passo que a diregdo de
incidéncia dos raios solares esta contida no plano y“-z°. A forga que os fétons imprimem ao se
chocar com o elemento de area d4 ¢ dada por:

df, = p, dA cosns’, (4.6)

na dire¢do de incidéncia, s°. Decompondo esta for¢a nas dire¢des normal e tangencial, tem-se:

dP, =—p, dA cos’ n

4.7)
dT, =—p, dA cosmsenn

A radiagdo incidente pode ser refletida, absorvida ou transmitida. Em aplicagdes espaciais,
sdo raras as superficies que transmites radiacdes, e, portanto, serdo analisadas apenas as
superficies opacas. A radiacao refletida pode ser visualizada, grosso modo, como composta
por dois tipos de reflexdo: especular e difusa. A reflexdo especular ¢ aquela em que a radiagao
refletida forma com a normal um angulo igual ao da radiagdo incidente. A normal a
superficie, a dire¢do de incidéncia e a direcdo de reflexdo estdo todas contidas num mesmo
plano. A radiacdo difusa ¢ aquela onde ndo existe uma dire¢do preferencial para a reflexdo da
radiagdo. Embora as superficies reais tenham comportamento diferente, ¢ valido supor que a
reflexdo numa superficie possa ser composta como uma parcela especular e outra difusa, nas
aplicacdes espaciais. Chamando entdo de y a parcela da radiag¢@o incidente que ¢ refletida (em
ambas as formas) e de p a parcela especular da radiagdo refletida, tem-se os casos limites para
a reflexdo:

e Reflexdo totalmente especular: y=1¢e p=1.
e Reflexdo perfeitamente difusa: y=1e p=0.
e Superficie totalmente negra: y = 0.

A rigor, y e p dependem de uma série de fatores, entre os quais os principais sdo o angulo
de incidéncia da radiacdo, o material e o acabamento da superficie, e o espectro da radiagdo.

Fazendo agora d ser a parcela da radiagdo incidente que € refletida na forma difusa, e ser a

parcela refletida especularmente e o a parcela absorvida, e supondo que a superficie seja
opaca, isto ¢, ndo transmita radiacdo, entdo as seguintes relacdes sdo validas:
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e=vp
d=v(1-p) (4.8)
a=(1-y)=1-e-9

Os casos limites para estas novas variaveis sao:

e Reflexdo totalmente especular: e=1,8=0¢e a=0.
e Reflexdo perfeitamente difusa: e=0,6=1e a=0.
e Superficie totalmente negra: e=0,6=0e¢ a = 1.

A forca agindo no elemento devido a reflexao especular, nas direcdes normal e tangencial
ficam entdo dadas por:

dP, =—yp p, dA cos’ n 49)
dT,. =y p p, dA cosm senn

Nota-se que a parcela da radiacdo incidente que € refletida especularmente ¢ dada pory p e
que a componente tangencial possui sentido contrario a forga tangencial causada pela radiacao
incidente.

A intensidade de radiacdo na forma difusa que deixa o elemento vale:

[:y(l—p)ﬁcose (4.10)
T

A forca agindo no elemento devido a radiagdo refletida difusamente numa direcdo 0,
conforme ¢ apresentado na Figura 4.3, pode ser decomposta nas dire¢des do sistema fixo ao
elemento, x°, y© e z°, respectivamente:

Fig. 4.3 — Radiagdo refletida pelo elemento dA na dire¢do dada por 0 ¢ .

dT, =—y (1-p) 2 a4 cosm cosOsen B cos ¢ d0 do (4.11)
T
dL, =—y (1—p)p°'—dAcosn cosOsenOsend dO dd (4.12)
T
dP, = —y (l—p)pS—dAcosn cos’0sen0dO do (4.13)
T
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A resultante ¢ obtida integrando-se os trés componentes da forca em 0 e @. As
componentes nas diregdes x° € y° resultam nulas, em virtude da simetria do problema, € a
resultante em z° fica:

dP, :—gy(l—p) p, cosndA. (4.14)

A parcela restante da radiacdo incidente, 1—y, serd absorvida pela superficie, que ird se
aquecer no processo. Numa situacdo de equilibrio, a energia absorvida por um elemento de
area sera transferida parcialmente para os elementos vizinhos, através de condugdo e
irradiacdo. Parte da energia ¢ irradiada de volta para o espago, a uma taxa que depende da
temperatura da superficie e da sua emissividade média € no espectro de poténcia da energia
irradiada. Logo, esta energia tem a forma dada pela equacao de Stefan-Boltzmann:

S.=ecT! 4.15)

onde ¢ ¢ a constante de Stefan-Boltzmann (o = 5,667 10® J/m’*s°K*) e T, ¢ a temperatura
absoluta do elemento. A emissividade, como as demais propriedades da superficie, depende
do angulo de irradiacdo, da direcdo e temperatura do elemento e da freqiiéncia da radiagdo.
No entanto pode-se usar valores médios para a emissividade, de forma a garantir uma
razoavel precisdo nos célculos.

O conhecimento da temperatura 7,, depende de um prévio estudo térmico realizado no
satélite. Este estudo ¢ normalmente complexo pois, além de ser influenciado pelas
caracteristicas superficiais, materiais, estruturais e geométricas do satélite, ainda varia com o
tempo, ja que um satélite tipico normalmente passa por periodos de iluminagdo e sombra com
relacdo ao Sol. A dissipacao elétrica por efeito Joule nos equipamentos de bordo também deve
ser considerada nesse estudo. Durante o projeto térmico de um satélite, procura-se manter a
temperatura dos equipamentos proximos das temperaturas comumente encontradas na
superficie da Terra, uma vez que os componentes eletronicos de bordo podem falhar quando
submetidos a extremos de temperatura.

Uma maneira de se analisar o efeito da temperatura superficial na forca de pressdo de
radiacdo ¢ com o coeficiente v, definido como a relagdo entre a energia emitida por um
elemento de superficie e a parcela absorvida da energia incidente:

4
vet gL (4.16)
I-y Scosnm

Nas superficies isoladas termicamente, isto €, que nao trocam calor com os elementos
vizinhos, a energia absorvida ¢ totalmente irradiada e portanto v = 1. Esta situagcdo ndo ¢
muito realista, uma vez que fica implicito que superficies na sombra t€ém temperatura absoluta
nula. Superficies negras e brancas, neste caso, terdo o mesmo coeficiente de radiagdo, pois a
energia absorvida pela superficie negra ¢ irradiada difusamente, da mesma forma que a
radiagdo refletida pela superficie branca. Considerando um valor de 1353 W/m’ para a
poténcia solar nas proximidades da Terra, e considerando uma superficie negra (y = 0), a
maxima temperatura que uma superficie atingiria seria de cerca de 120°C, aproximadamente.

Na préatica consegue-se pouco mais de 90°C.

Se a temperatura externa variar ao longo da estrutura do satélite, entdo se pode obter o
coeficiente v para cada uma das superficies. Uma aproximacao valida consiste em admitir que
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nas superficies condutoras a temperatura varia pouco, de forma que o coeficiente passa a
depender quase que exclusivamente do angulo de incidéncia n. Nesta situacdo pode-se fazer
uma aproximac¢ao e supor que toda a energia incidente ¢ distribuida e irradiada
uniformemente pelo satélite.

Seja entdo 4, a area do contorno do satélite projetada na direcdo de incidéncia da radiagdo
e seja A, a area externa total do satélite. Igualando-se as energias, tem-se que

T, {%} . 4.17)
€6 4,

Uma esfera sujeita a radiagdo solar direta teria, nestas circunstancias, uma temperatura de
cerca de 5°C. Uma placa plana voltada para o Sol ficaria com uma temperatura de 57°C.

Substituindo esta ultima na relagdo anterior, resulta para v:

4, 1

14

v= (4.18)

_Z cosm

E claro que esta aproximagdo s6 ¢ valida se a emissividade € e a refletividade y forem
constantes em toda a superficie externa. Além disso, pode-se concluir que sendo a
temperatura constante, a forca ou o torque resultante da irradia¢do anula-se quando integrado
sobre a superficie externa. A forca elementar devido a emissao de radiagdo sera portanto dada
por:

dPR:—év(l—y)pS cosmndA, (4.19)
ou entdo
2€0, 4
dP, :_E_Tw dA (4.20)
c

A resultante da for¢a de radiagdo nas dire¢cdes normal e tangencial se reduz a

dP, =—p, cosm {(1+y p) cosm +§[y (1-p)+v (l—y)]} dA. (4.21)

dP. =—p, cosn(l-yp)senndA. (4.22)

Pode-se também decompor a for¢a de radiag¢do nas dire¢des conhecidas, que sdo a normal a
superficie, n* e a diregdo de incidéncia, s’, ambas referidas ao sistema geométrico do satélite.
Disto resulta

df, =dF n' +dF. s, (4.23)

onde as componentes das forcas nas dire¢cdes normal e incidente valem, respectivamente

dF, =—p, cosm {2ypcosn +§[y (I-p)+v (l—y)]} dA, (4.24)
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dF. =p cosm(1-yp)dA. (4.25)

Deve-se agora integrar a for¢a de radiacdo elementar em toda a superficie externa do
satélite iluminada pela radiacdo solar direta, ou seja, o limite de integragcdo deve ser tal que a
condicao

cosn=-n’-s" >0 (4.26)

seja obedecida. Nas superficies ndo iluminadas diretamente, ou na sombra, a resultante
elementar ¢ dada por

df,, = —% eZ T dAn’, (4.27)
C

se cosn <0, ouaindadfy =0sev=1.

A resultante da for¢a deve ser integrada sobre toda a superficie externa do satélite exposta
a radiacdo solar direta ou que emita radiagdo infravermelha:

f, = df, (4.28)

Em resumo, caso a distribuicdo de temperatura 7, na superficie seja conhecida, a
expressao final para a forca fica

s 2 s
fr = p, L{COSn(l—y p)s —cosn[2ypcosn +§(y—yp)}n }dA—

_2o eT' n’ dA
3c 4

, (4.29)

onde / indica a integracdo realizada apenas na regido iluminada (cosn > 0), e 4 indica a
integragdo realizada em toda a superficie externa.

Se a temperatura for desconhecida pode-se assumir um valor para v situado entre 0 e 1,
onde 1 significa que os elementos sdo perfeitamente adiabaticos, e 0 significa que ndo ha
emissao de energia por parte do corpo. Embora isso pareca irreal, ¢ uma aproximagao valida,
se for admitida a hipotese de que a energia irradiada na regido do infravermelho ¢ muito
menor do que aquela refletida pela superficie. Em ambos os casos a integragao ¢ realizada
apenas na area iluminada, j& que numa extremidade ndo h4 emissdo e na outra ndo ha
conducdo de energia para as areas sombreadas. Isto significa que a temperatura da superficie
encoberta serd sempre nula. Contudo, o limite de integracdo deve obrigatoriamente mudar
caso v tenha um valor intermediario. E provavel também que, nesta situagio, o proprio valor
de v dependa do fato da area ser iluminada ou ndo, j& que a temperatura e a quantidade de
energia absorvida variam entre os elementos. A expressao para a forga fica entdo:

f.=p, J- {COST] (1-yp)s’ —cosn[2ypc05n "'Z(Y—Yp)}ns}dA—
I . (4.30)

2 ‘
-P, EIA(I—y)vcosnn dA

Pode-se ainda assumir que a temperatura seja constante em toda a superficie, ou seja, que a
energia absorvida seja distribuida uniformemente por todo o corpo. Neste caso
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; 2 .
fy = b, L{Cosn(l—v p)s —cosn[2ypcosn +§(y—yp)}n }dA—

) 4 (4.31)
_p Z_P — $
Py [ a-y)n’ a4

O torque atuante num elemento com relagao ao centro de massa do satélite ¢ dado por

dg, =(r,—r,)xdf, (4.32)

onde r. ¢ a posi¢do do centro do elemento de area d4 e r., € a posi¢do do centro de massa
relativos ao sistema geométrico do satélite. De forma similar, define-se o coeficiente de
pressao de radiagdo como sendo

s
f,s

T p 4,

C, (4.33)

onde A4, ¢ uma éarea de referéncia do satélite. Em geral 4, ¢ a area do perfil do satélite
projetada na direcao de iluminagdo. Pode ser igualmente a area de uma secdo transversal
qualquer.

Substituindo as expressdes da for¢a no coeficiente de pressao de radiagdo, tem-se que

C, :A%J‘A{z y p cos’ n+§[y (1-p)+v(d-p)]cos’n+(1-7p) cosn} da , (4.34)
O coeficiente de pressdao de radiagdo pode ser integrado em corpos simples, como esfera e

cilindro. Numa esfera, considerando que o elemento de area é dado por d4 = R* senn dn do, e
adotando-se para a area de referéncia o valor 4, =t R? tem-se que

1 pn/2 p2n 2
Co=— 2 n+=[yd-p)+v (- n+(-
® ,Jo ) { vpeos n+o [y (=p)+vI-)]cos’n+( vp)cosn} (4.35)

senndd dn

Nota-se que a condi¢do de iluminagdo (cosn = 0) impde que o limite de integracdo em m
seja entre 0 e /2. A integral em ¢ ¢ imediata, e portanto

Cp=2 jon/2{2 ypcos’ m +§ [vyA=p)+v(A-p)]cos’n+(1-yp) cosn} senm dn (4.36)
ou seja:
CR=1+g [vyA-p)+v(1-y)] . (4.37)
Se a superficie for isolada termicamente, entdo v =1 e portanto
C,= 13=4vp : (4.38)

9
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Numa esfera negra ou completamente difusa o coeficiente de radiagdao ¢ igual a 13/9.
Numa esfera totalmente espelhada, o coeficiente ¢ igual a 1. Se a radiagdo absorvida for
desprezada (v = 0), entdo o coeficiente resulta:

Cy =1+gv(1—p). (4.39)

Neste caso, uma esfera negra possui coeficiente igual a 1, enquanto que um satélite
totalmente difuso (branco) possui coeficiente igual a 13/9, e num satélite totalmente espelhado
¢ também igual a 1. Finalmente, considerando o caso de uma esfera totalmente condutora de
calor, v = 1/(4 cosn), o coeficiente de radiacao resulta:

C,=2 J-On/z{2 Yp cos3n+§y (I1-p)cos’n+(1-yp) cosn} senm dn+
(4.40)

|2 :
+2J‘0 {EV (1-vy) cos n}senn dn

C, - 9+4y(1-p) .
9
Uma esfera negra agora tem um coeficiente de radiacao de 1; a esfera difusa resulta 13/9, e

a esfera espelhada resulta igual a 1. O coeficiente de radiagdo numa esfera fica portanto
sempre confinado entre 1 e 1.44.

(4.41)

A Tabela 4.1 apresenta os valores para o coeficiente de radiacdo numa esfera, nos casos de
reflexdo difusa, especular e corpo negro, em ambos 0s casos, isto €, com a integracao
realizada apenas na face iluminada e integragao total.

Tabela 4.1 — Coeficientes de pressao de radiacdo numa esfera

N Cr(0amn/2)
Especular | Difuso | Corpo negro

0 1 13/9 1
1 1 13/9 13/9

1/(4 cosn) 1 13/9 1

4.2 Forc¢a numa esfera
A forga na esfera ¢ dada simplesmente por
f,=C, p, 4 8’ (4.42)

Pode-se também integrar a forca de pressdo de radiagdo numa esfera por meio da
definicao:

f. =p, L{cosn (1-e)s’ —cosn[zecosn +§8}n“}d14—

_2o eT' n’ dA
3c 4

, (4.43)
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e considerando que d4 = R* senn dn do, a forca fica

2 /2 P27 P 2 P
f.=p R IO IO (1-e)cosns’ —cosm 2ecosn+§8 n’ ;senndndo—
(4.44)

———Rz.[on'[:ne T!n’senndedn

O modulo da forca na dire¢do de incidéncia da luz ¢ dada por f, =f,-s’. Lembrando que

s’ -n’ =—cosm, o modulo resulta

2 n/2 p2m 2 2
Jos =D, R I I (1-e)cosn+cos"n|2ecosn+—=25 |psenndedn +
v 3 (4.45)

20 27 (27 4
+§;R .[0 J.O e T, cosmsenndodn

Admitindo que a temperatura e a emissividade sejam constantes na superficie da esfera,
efetuando a integral no angulo ¢, tem-se

2 n/2 2 2 3
fro =21 p, R J-O (1—e)cosn+§6005 n+2ecos n|senndn+

(4.46)
+ZE2nR2jn8chosnsenndn
3c 0
cujas integrais individuais sdo
2 cos’n " 0 1] 1
cosmsenndn=|— =l ——=4—|== 4.47
[ cosnsenndn { : l { : 2} : (4.47)
2 cos’ M " 0 1] 1
““cos’ nsenn dn=| - :[——+_ - 4.48
J-O nsenan 3, 3 3] 3 (448)
2 cos’ M " 0 1] 1
" cos’ nsenn dn =| — == |== 4.49
IO nsennan 4 | 4 4] 4 (4.49)
n cos’n | 1 1
cosmsenndn=| - =|-——+—1(=0, 4.50
[ cosmsenn dn { S l [ : 2} (4.50)
Substituindo estes resultados na for¢a de radiacao na esfera, tem-se
) 4
Jes =T D, R 1+58 4.51)

4.3 Coeficiente de radiacao de um cilindro

Quando integrado num cilindro com angulo de incidéncia o e area elementar d4 = R L d0,
tal que cosmn = cosa cosO e 4, = 2R L, tem-se para o coeficiente de radiagao
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1 pnr2 2
C,=— 2ypcos’acos O+—[y(1—p)+v(1-y)|cos’ o cos’ O+
¢ 2jn/z{ P Slra-r ) . (452

+(1—y p) cosa cos0} dO

Nota-se que, neste caso, os limites de integracao no angulo 6 sdo —n/2 e /2. O coeficiente
de radiacao resulta entdo:

C, :§Y p cos’ oc+%[y (1-p)+v(1-y)]cos’a+(1—-yp)cosa (4.53)
Se as superficies forem isoladas, isto €, se v = 1, entdo o coeficiente fica
4 3 i
CR:Eypcos o+ 1+gcosoc (1-yp)cosa (4.54)

cujo grafico ¢ apresentado na Figura 4.4 em funcao do angulo de ataque o.

20 T | T | T | T | T | T | T | T | T

1.5

v p =0 (negra ou branca)
1.0

0.5 vy p =1 (especular)

Solar pressure coefficient
T T T | T T T | T T 17T | T T 1T
1111 | 111 | 111 | 111 1

00 | | | | | | | | |
40 50 60 70 80 90

Sun angle

[e]
—_
[e)
[\
o
W
[e)

Fig. 4.4 — Coeficiente de pressdo de radiacdo num cilindro com superficie ndo condutora.

Se o coeficiente v for nulo (despreza-se a radiacdo re-emitida), o coeficiente fica

cR%Y90053“*%v(l—p)coszoc+(1—vp)cosoc, (4.55)

cujo grafico € mostrado na Figura 4.5

Para o caso da superficie altamente condutora, isto ¢, tal que a superficie irradia
uniformemente a radiacao absorvida, entao

A
1 1 :2RLcosoc 1 __cosa _  coso 1 (4.56)
A4, cosm 2nRL cosm mcosn mcosocosd  mcosO

€ assim
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1 pn2
C, = j_n/2{2 v p cos’ a cos’ 9+§y (1-p) cos’ o cos’ 0+

| (4.57)
+(1-7 p) cosaL cose} do 3 .[_n[v (1-v)] cos® o cos® 6 d6
que resulta
4 3 n 2
CR:Eypcos 0c+gy(l—p)COS a+(1-yp)cosa. (4.58)
2.0 B T | T T | T | T | T | T T T |
= - v=0ouv= .
2 1.5F T cosO -
=R :
3 | . i
S i v =1, p =0 (difuso) 4
£ 1.0 .
2 _ vy =0 (negro) i
& r i
S 051 .
@ [ y=1, p=1 (espelhado ]
oob——L v 1 o1y 1] N
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Sun angle

Fig. 4.5 — Coeficiente de pressdo de radiagdo num cilindro sem reemissdo de radiacdo ou
com superficie condutora.

Este resultado ¢ idéntico ao de v nulo, e portanto cujo grafico ¢ o mesmo da Figura 4.5. Se
a reflexdo for totalmente especular (y =1 e p = 1) o coeficiente resulta

C, =§cos3a, (4.59)
enquanto que a reflexdo perfeitamente difusa (y = 1 e p = 0) resulta
n 2
C, :g cos” o+ cosa, (4.60)

e para superficie totalmente negra (y = 0) tem-se

C, = cosa (4.61)

A temperatura da superficie pode ser calculada para este caso, resultando

1/4 1/4
TW:{(I—Y)SCOSOL:| :{(l—y)ps cosa} ’ (4.62)
2¢c 2eX

onde X = ¢/ ¢, que resulta em cerca de 57°C, considerando o € y nulos, e € unitario.
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4.4 Forga e torque num cilindro

Considerando que a direcdo de incidéncia faz com o plano transversal do cilindro um

angulo o, na qual a normal a um elemento de area d4 = RL dO ¢ dada por
n’ =cos0i’ +sin0 j’, o versor de incidéncia vale s’ =—cosa i’ —sina k*, e o0 angulo entre a
normal e o versor ¢ calculado por s’ -n* =—cosm=-cosacos, a for¢a fica:

/2
f.=—-p, RL.[_ /z{cosacose(l—e) (cosa i’ +sina k') +

J{% dcosacosO+2 ecos’ acos’ Gj (cosOi’ +sinO j“')} do— (4.63)

_2%gr1 J-n eT! (cosOi’ +sin0 j)do
3¢ -n

A componente da for¢ca devido a emissdo de radiagdo serd nula em virtude da simetria,
supondo que a temperatura e a emissividade sejam constantes na superficie. A integral da
for¢a na direcdo y sera igualmente nula pela simetria, e as demais integrais irdo resultar:

f, =—p, RL (1-e)cos’ ocf//z2 cosO doi’ +

/2
—pgRLgEScosaj cos’ 0 dOi’ +
: 3 —n/2

(4.64)
/2 .
—p, RL2 ecos’ ocJ: /20053 0doi’ +
—p, RLcosasina (1-e) f/jz cos0dOk’
As integrais sao calculadas por
" cos® d0=[sin0]" =2 4.65
.[—n/zcos a [sm ]4/2 - (4.65)
12 0 sen20]” =
j cos>0do = {— + } == (4.66)
-n/2 2 A 2
/2
.[n/Z 05’0 40 = 3sen6+sen36 _ 31 :i, (4.67)
/2 4 12 1., 2 6] 3

e substituindo estes resultados na forga, tem-se que
f.=—p, RL {{g dcoso+ 2(1 +%ejcos2 oc} i'+2cosasina (1-e) k“} (4.68)

O coeficiente de radiagdo de um cilindro pode igualmente ser calculado a partir da
expressao da forca e fica
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_fes =f, - (—cosa i’ —sina k') =
p.2RL

(4.69)
{{% Scos” o+ [1 +%ej cos’ oc} +cosasin’ o (1—- e)}

R

que resulta

C, —280052a+§ecos3 a+(l—e)cosa,

(4.70)
expressao ja obtida anteriormente. O torque de radiagdo num cilindro ¢ também calculado a
partir da sua definicao:

g, :.[Ar*‘ xdf, ,

(4.71)
com r' dado por r’ =Rn’ =R (cos0i’ +sin0 j*). Substituindo na expressio que fornece a
forca elementar, tem-se

g.=—p, RL f:/zzR (cosOi’ +sin6j°')><{cosoacos@(l—e) (cosa i’ +sina k’)+

—{5 Scosacos0+2 ecos® acos? 6] (cosOi’ +sinB j‘)} do—

(4.72)
20

RL r eT, R(cosOi' +sin@ j')x(cosOi' +sind j') 46
c -n
que ira resultar

gr="D, R*L jf/jz cos© {—cosacos@ (I-e)sina j +
+(§ Scosacos0+2 ecos’ o cos? 8) sin k“)} do—

-p, R°L f//zzsin 0 {cosacos 0(-e)(—cosak’+sinai’)+

@47
+(§ ScosocosO+2 ecos’ a.cos’ Oj (—cosO Kk’ +sin® i“)} do—

20y .[n eT'cosOsinOk’ d0—

3¢ ~m

20

R’L r eT'sin0(—cosOk*)do
3¢ -n

As componentes do torque nas direcdes dos eixos x e z devem ser nulas, pois ha simetria na
geometria, supondo a temperatura e emissividade superficial constantes. Resta apenas o
torque na direcao do eixo y, que resulta:

g,=p, R°L(1-e)cosasina .[_n//zz cos’0d0j, (4.74)
cuja integral ja foi avaliada (igual a /2) e o torque resulta
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g.=p, R°L g(l—e) cososina j' 4.75)

A Figura 4.6 apresenta os coeficientes de forca de radiagdo em um cilindro, em fungao do
angulo de incidéncia a. Na curva em negro, ¢ mostrado o coeficiente de pressdo de radiacao,
isto é, a forca na direcdo de incidéncia. Em vermelho e verde sdo representados os
coeficientes da forca, nos eixos x e z, respectivamente. A curva azul mostra o coeficiente de
torque no eixo y. Os parametros utilizados para gerar a figura foram: e =0.2 ¢ 5 = 0.8.

2 T T T | T | T | T | T T T

Radiation pressure coefficient
(e}

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Incident angle (deg)

Fig. 4.6 — Coeficientes de for¢a e torque de pressdo de radiagdo num cilindro.

No caso de um cilindro transverso, pode-se utilizar as equagdes mostradas na Se¢do 3.6.9,
que relacionam as dire¢des dos versores fixados ao cilindro com o sistema de coordenadas do
satélite.

4.5 Forc¢a e torque num cone truncado

Uma outra geometria de bastante interesse na area espacial ¢ o cone, utilizado
principalmente no ultimo estdgio de veiculos propulsores. Algumas missdes espaciais
consistiram unicamente de satelizar o ultimo estagio do foguete, como o Explorer I, e,
portanto, sua geometria era composta por um cone geralmente associado também a um
cilindro. Nesta secdo sera apresentada a formulacdo para a integral da forga e torque de
pressdo de radiacdo em um cone truncado, que € a generalizagdo do cone. Considera-se entdo
o cone truncado e um sistema de coordenadas fixado ao centro da base, como indicado na
Figura 4.7. A geometria do cone ¢ perfeitamente definida pelo raio da base, R;, raio do topo,
R,, e altura L. A dire¢do de incidéncia da radia¢do no cone, s’, forma com o eixo de simetria
do cone, x*, um angulo a. Admite-se, sem perda de generalidade, que o eixo z* esteja contido
no plano formado por x* e s°, € o eixo )’ completa o triedro. Neste sistema a dire¢do de
incidéncia ¢ dada por:

s’ =—(cosoci°' +senocks) (4.76)

91



MODELOS DE PERTURBACOES EM SATELITES - Valdemir Carrara

Fig. 4.7 — Sistema de coordenadas fixado a um cone truncado.

Adota-se um elemento de area do cone formado por um pequeno segmento angular d¢, ao
longo de toda geratriz do cone truncado. A area deste elemento trapezoidal sera dada por:

dA = %d (R,+R) do (4.77)

onde d ¢ o comprimento da geratriz, obtido de:

d=\I*+(R,—R) (4.78)

Assume-se que a for¢a no elemento de area esteja concentrada no baricentro do trapézio,
cujas coordenadas, no sistema fixado ao cone, sao dadas por:

q=q, i +q,sen¢ j’ +q, cospk’ (4.79)
no qual
q, = 1 fut2k (4.80)
3 R +R
e

2 R>+RR +R’
g, == b T (4.81)
3 R +R

A normal ao elemento trapezoidal pode ser também obtida por geometria, resultando
n’ = (sen Bi’+cosPsene j’ +cosPcosek’ ) (4.82)
onde 3 ¢ o semi-angulo da geratriz do cone, e pode ser facilmente calculado por

cosf =§= L (4.83)

JL' +(R, =R
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SCl’lB = Rb _Rt = Rb _Rt (484)
d  P+®R,-R)
O angulo de incidéncia 1 das moléculas em relacdo a normal a superficie fica
cosn=-u'-n" =—(cosasenP+senocosBcose) (4.85)

Antes de proceder a integracdo da for¢a de radiacdo elementar em toda a superficie
externa do cone, deve-se estabelecer quais os elementos de area que efetivamente recebem a
incidéncia de radiagdo, ou seja, que obedecem a condigao:

cosm=-n"-s">0 (4.86)

Substituindo-se a expressdo para cosm nesta ultima e resolvendo-se a desiguadade, chega-
se a

Q) =P=Q, (4.87)

na qual o valor de ¢y depende da dire¢do de incidéncia da radia¢do no cone, como mostrado
na Figura 4.8, e assume os limites:

e I Esta condi¢do ocorre quando a < . Neste caso todo o cone recebe incidéncia de
radiacdo e portanto o limite sera dado por o =7

e II. Nesta condigdo, na qual B < o <1 — 3, apenas parte do cone recebe incidéncia de
radiagdo. O limite de integracao neste caso ¢ dado por

@, = arccos(— tanBj = arccos(— R~ R, i lj (4.88)
tano L sk

e III. Nesta regido, onde o > 1 — 3, todo o cone ¢ encoberto pela sua propria sombra, e
portanto ¢o = 0

II

Fig. 4.8 — Limites de integra¢do da radiagdo num cone truncado.

Contudo, as condic¢des de incidéncia da radiacdo ndo levam em conta a forma com que a
energia ¢ redistribuida na superficie, ou como esta energia ¢ absorvida ou re-emitida. Para
viabilizar uma solugdo para a integracdo das forcas e torques, admite-se entdo que a
temperatura da superficie seja uniforme e constante, igual a 7,,. Neste caso a parcela da forca
devido a irradiacdo do cone serd obtida pela relacdo de Stefam-Boltzman, a ser integrada em
toda a superficie do cone, isto €, entre —nt e 7. A forca elementar resulta entdo na expressao
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cone

e =P, COS”(2 e cosm +§8) n’ dA+p, cosn (1—-e)s’ dA

(4.89)

4

— z €0 T—W n’ dA
C

Substituindo-se as Relagdes 4.76, 4.82 e 4.85 nesta ltima, separando as componentes nas
dire¢des dos eixos cartesianos fixados ao cone, e passando-se a integral, tem-se que

F. . .="D, 2ehsenB.[% (cosasen B +sin a.cosBcosp)’ do —
- ~%
2 Do .
-p, —0h senBI (cosasenB+sinocosPcosp) do —
3 )
. (4.90)
—p, (1-e) hcosa j " (cosasen P +sin a.cosPcos®) do—
~®o

2¢0 LL—)
———hsen T d
- hsenp [ 7! do

=-p, ZecosBJ'% (cosasen B +sino.cosPcos@)’ cosp dd —
~¢9

-, %8 cosf3 fo (cosasenf+sinacosPcos@)cosedd —
" . (4.91)
-p, (1-e) senoc.[ " (cosa.sen B +sin a.cos Bcos ) dd —
~¢9
c

_2go costT T} cospdA+
3 ¢ %

onde

h= %d (R,+R) (4.92)

Nota-se que as extremidades do cone, base e topo, ndo sdo considerados no calculo. Uma
vez que estes elementos sdo planos, basta acrescentar o calculo destes elementos ao final da
integragdo. A forca na direcdo do eixo ' ndo precisa ser integrada, pois ira resultar nula, em
virtude da simetria do cone. Na expressdo da forca e do torque surgem integrais em poténcia
de co-seno, cujos resultados ja sao conhecidos:

j¢° cosx dx =2sen @, (4.93)
~®o
J'% cos’ x dx =@, + sen 2¢, (4.94)
) 2
J'% cos’ x dx = 3sen g, M 3%, (4.95)
~P 2 6

Tem-se com 1sso os resultados
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F =-2p. h@,senp

cone _x

2 .
2 ecoszasen28+58 cosasenP+(1—e)cos’ a+e smzoccoszﬁ}—

_ 5 (4.96)
—2p, hcosPsinasen@,{4 e cososen’ B+§8 senfB+(1—e) COSOL}'F
—p, h esenp sin’ o.cos’ B sen 2, — 4%8—6 T} hsenP

c

F'caneiz = _2pv h (PO Sina
2e cosacoszﬁsenB—k%S cos’B+(1-e) cosasenﬁ}—

—p, hcosPseng,

{4 e cos” asen’ B +3 e sin® a.cos’ B +§8 cosasenB+(1—e) 2 sen’ oc} (4.97)

—p, hsinacos’ B sen 2,12 ecosasenB+%8 }

—p, h esin’ acos’ Bm
0 que resulta para a forca
FCOH@ = F'caneix is +F‘C()}’l€72 ks (4'98)

Para o calculo do torque gerado pela forga de pressao de radiacdo no cone truncado,
admite-se que a forga elementar seja aplicada ao baricentro do elemento de area trapezoidal, e
portanto o torque elementar fica igual a

drT,,.=qxdF

cone cone

(4.99)

onde o baricentro q ¢ fornecido pelas equacdes 4.79 a 4.81. Considerando-se entdo que a
for¢a elementar seja fornecida por

d¥,,, =dF,, i +dF,,  j+d k' (4.100)

cone cone_x cone_z

o torque elementar fica:

chone = qZ (Sen (P dF’coneﬁz —COS (P dF’cuneﬁy) is +
+(q2 COS(P dF’coneﬁx - QI dF‘coneﬁz) js + (4101)
+(Ql dF’coneﬁy - QZ sen (P dF’caneﬁx) ks

Devido a simetria do cone, o torque de pressdo de radiacdo terd componente apenas na
diregdo do eixo j’, e portanto, substituindo as expressdes de dF cone x € dF¢one - NO torque, além
da Relacao 4.85, tem-se que
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T'coneiy :2pv h e(ql COSB_qZ SenB)

(0052 a.sen’ B.[_(P(:O cos @ d@+ 2 cos a.sen fsen oL cos Bﬁ:o cos’ pdo+

sen” a.cos” Bcos (pﬁzo cos’ @ d(p) +

-p, h [%6(% cosp—g, senP)—g, (I—e) cosa} (4.102)
(cos o sen BE:O cos @ d@+sen a cos BEEO cos’ @ d(p) +

-p, 4, h(l—e)senoc(cosocsenB.r|>0 d(p+senacos[3'|.% COS(pd(p)
~®o ~®o

4

+h§8(5i(ql cosB—gq, senB)r cosp do
c -7

que ira resultar, apos efetuar todas as integragdes, em

T, ==2p, he(q,senB—g, COSB){2005asenﬁsinacosﬁ(% + Senzz%j+
+2cos” ausen” B sen @, +sin” o cos’ 5(35621 Po sen63(p0 j}_
-p, h [qz (1-e) cosoc+§8(q2 senf—gq, cosﬁ)} (4.103)

{2 cosasen f sen @, +sin occosﬁ((po n Sen22(Po j} n

+p, ¢, h (1—e)2sena (cosasen P @, +sinc.cosBsen @, )

e o torque no cone fica portanto

T, =1

s
cone cone _y .]

(4.104)

As equagoes acima foram implementadas em computador, e foram obtidos os coeficientes
de for¢a e torque de radiagdo num cone cujas caracteristicas sdo: R, = 0,6, R, =0,2 e L = 1,0,
cuja geometria ¢ mostrada na Figura 4.9.

Fig. 4.9 — Geometria do cone truncado (a base e o topo ndo sdo consideradas na integracéo).

96



MODELOS DE PERTURBACOES EM SATELITES - Valdemir Carrara

O coeficiente de forca de pressio de radiagdo no cone truncado nos eixos x' e z' é
mostrado na Figura 4.10, em func¢do do angulo o entre a dire¢do de incidéncia da radiagdo e o
eixo x°, para duas situa¢des de reflexdo: superficie totalmente difusa (e = 0 e 8 = 1) e
superficie totalmente especular (e = 1 ¢ 6 = 0). Em ambas as situacdes, considerou-se que a
emissividade € = 1 e a temperatura da superficie é 7, = 300°K. Na figura, a linha cheia
representa representa a reflexdo difusa e a tracejada representa a especular. A curva em
vermelho indica a for¢a na dire¢do x* € em azul a forga em z'. Como esperado, a forga ¢é
sempre negativa, exceto quando a incidéncia se da por tras do cone, no eixo x* e com reflexio
difusa.

0.5 T | T | T | T | T T T T T

L Feone «— difuso —

N Fone — especular ]
2 0.0 Feone - — difuso e
‘5’ N\ | - Feone -—especular |7 7 ]
«= -
o [ i )
205 N e S -
8 — —
B L i
= N ]
a-Lo- S L ]

- 1 5 i | | | | | | | | | | | | | | | | | ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Sun angle

Fig. 4.10 — Coeficiente de for¢a de radiagdo num cone truncado nos eixos x* (vermelho) e z* (azul).

A Figura 4.11 mostra o coeficiente de torque de pressdao de radiacao no cone truncado, ao
redor do eixo ), nas situagdes de superficie difusa e especular.

0.5 T | T | T | T | T | T | T | T T
- Tone  — difuso i
|- Ttone » — €specular ]
9 04 2
o - i
3
o 03 —
= 1  feemmeeal
7 - T T .
o
802 —
=
‘6‘ — —
7}
0.1— —
0.0 i | | | | | | | | | | | | \\] ~~~~~~ L\ |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Sun angle

Fig. 4.11 — Coeficiente de torque de radiagdo num cone truncado no eixo .

O calculo analitico das forcas e torques de pressao de radiagdo num prisma retangular
(paralelepipedo) ndo apresenta simplificagdes significativas além da mera jungdo de um
conjunto de 6 placas planas.
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5 RADIACAO TERRESTRE

Uma pequena parcela da energia solar que atinge a Terra ¢ absorvida pela atmosfera. A
maior parte atinge a superficie, onde parte da radiagdo ¢ absorvida e parte ¢ refletida de volta
para o espacgo. A parcela absorvida aquece a superficie e € reemitida para o espago na forma
de irradiacdo no espectro infravermelho. A parcela refletida na forma especular ¢ muito
pequena, e s6 consegue ser distinguida nos oceanos. Pode-se considerar, portanto, que toda a
radiagdo refletida ¢ difusa. Esta radiagdo possui um espectro ligeiramente diferente do
espectro solar, visto que a atmosfera e a propria superficie absorvem seletivamente certos
comprimentos de onda. A radiacdo refletida pela Terra, ou albedo terrestre, representa
aproximadamente 34% do total da radiacdo incidente. Este fator varia com a quantidade de
nuvens, com a latitude, e com as caracteristicas da superficie no local. No entanto, como o
efeito de radiacdo provocado pelo albedo terrestre em um satélite € significativamente menor
do que a radiacdo direta, ¢ comum adotar-se a reflectancia como sendo constante (o = 0.34).
Nota-se também que a medida que o satélite percorre sua Orbita, ird passar sobre regides na
Terra que se encontram na sombra (onde o albedo ¢ nulo) e regides iluminadas pelo Sol. Além
disso, a propria intensidade da radiacdo varia com a posicao relativa entre o satélite, a Terra e
o Sol, o que torna bastante complexa a andlise dos efeitos do albedo em um satélite. Embora
existam modelos do albedo médio em funcao da latitude e longitude terrestre, a adogao de um
valor médio global e constante ¢ valida, ja4 que a magnitude das forgas geradas pela radiag@o
terrestre possui uma ordem de magnitude a menos das forcas de radiagdo solar direta.

5.1 Radiacao refletida pela Terra (albedo)

Considera-se entdo um sistema de coordenadas com origem no centro da Terra tal que o
eixo x“ passe pelo centro de massa do satélite, ¢ a direcdo de incidéncia dos raios solares na
Terra, s°, esteja contida no plano formado por x* e ), conforme mostra a Figura 5.1.
Considera-se também um elemento de area dAr da superficie terrestre, cuja normal € ny, e
localizada pelos angulos 6 e ¢. A normal faz com a dire¢do de incidéncia um angulo 3, e com
0 raio vetor p, que vai do elemento dAr até o satélite um angulo J;.

Fig. 5.1 — Elemento de superficie de radiacao solar refletida pela Terra.

A energia solar incidente em dAr, por unidade de tempo, vale
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do=Scosf, dA,. (5.1)
A intensidade de radiagdo difusa refletida por unidade de area sera entao

o S cosf, '

I= (5.2)

T

Por outro lado, a radiacao incidente no satélite devido apenas ao elemento de area dAr €
igual a

das, :aSLSBScosSS % (5.3)
T Py
Além disso, por geometria tira-se as seguintes relagdes
cosf, =sen0O, senO cosdp+cos0, cosO (5.4)
e
cosd, =R, %6_1, (5.5)

onde Ry ¢ o raio médio terrestre e r € a distancia do satélite até o centro da Terra, expresso em
unidades do raio:

pofeth (5.6)
RT
onde 4 ¢ a altitude do satélite neste instante. Tem-se ainda que
p. =R, [P —2rcos+1, (5.7)
e
dA, = R} sen0d0 d¢ (5.8)

Substituindo estes valores na expressdo de dSp e dividindo-se pela velocidade da luz,
obtém-se a pressao devido a radiacao difusa refletida por um elemento de area da Terra:

(rcos®—1)sen
(r* —2rcos0+1)"

o
dp, = p, —(senB, sen6 cosp+cosO, cos0) dodo. (5.9)
T

Esta expressao para dpp tem a mesma caracteristica da radiacdo solar direta, e, portanto,
pode-se substituir o valor de p; por dpp nas expressdes de dP, € dP, mostradas na secio
anterior. A principal diferenca ¢ que a for¢a e o torque devem ser integrados, agora, nao
apenas na area externa do satélite exposta a radiagdo, porém deve-se também integrar na
regido terrestre iluminada pelo Sol (integrais em 6 e ¢). Os limites de integragdo, contudo,
ndo sdo constantes, uma vez que as condigdes cosn >0 (superficie do satélite ¢ visivel pelo
elemento de area dAry), e cosfP, 20 (elemento de area dAr ¢ iluminado pelo Sol) devem ser

satisfeitas. Cabe ainda ressaltar que a dire¢ao de incidéncia da radiagdo refletida pela Terra no
satélite sera dada pela dire¢do do vetor p“ cujas componentes sdo:
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; r—cos0

Pl =—— (5.10)
\/r —2rcos0+1
sen O cos ¢
pl=- (5.11)
g \/r2—2rc0s9+1
N senOsen ¢ (5.12)

\/r2—2rcose+l

O limite de integracdo no angulo 0 devera ser tal que abranja toda a superficie da Terra
visivel pelo satélite, ou seja:

0<6<0,,, =arccos(1/r). (5.13)

J& o limite de integragdo no angulo ¢ depende se a regido visivel for ou ndo iluminada pelo
Sol. Podem ocorrer 4 casos distintos:

a)

b)

d)

Regido visivel totalmente iluminada pelo Sol (Figura 5.2a). Este caso ocorre quando o
angulo 0,,.x for menor do que a diferenca n/2 — 0,, ou seja, quando tanOy,.x tand, < 1, e,
como nao ha sombra da Terra sobre a regido visivel, o limite de integragao em ¢ ¢ de
—Ta .

Regido visivel iluminada parcialmente, com 6, < m/2 (Figura 5.2b). Isto leva a
condicdo Oyx = M2 — 0,. A regido visivel, neste caso, pode ser separada em duas
regides: um disco totalmente iluminado e outra um anel iluminado parcialmente. Na
parte totalmente iluminada, os limites sdo:

0<0<m2-0,e—n<@p<m. (5.14)
Na regiao parcialmente iluminada tem-se
/2 — 0, <0 < Omax € —Omax < O < Prax- (5.15)
onde
..., = arccos(—cotg0 cotg0,) (5.16)

Regido visivel iluminada parcialmente, com /2 < 0, < /2 — O (Figura 5.2¢). A
sombra da Terra atinge agora mais da metade da regido visivel, resultando os seguintes
limites de integracdo em 0 e em ¢:

0, — 1/2< 0 < Bmax € —Pmax < O < Omax- (5.17)

O 1ltimo caso ocorre quando o satélite se encontra na sombra da Terra, e toda a regido
visivel ndo ¢ iluminada pelo Sol. Isto ocorre quando 0, < 0, — 7/2, € neste caso a
contribuicao do albedo terrestre € nula.
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4 Fotalrpente regiao
iluminada iluminada
parcialmente
g < iluminada ax
o 0
4
0,
a
s
\
(@) (b) (c)

Fig. 5.2 — Superficie terrestre visivel a partir do satélite, e regido iluminada pelo Sol.

Nota-se também que a condi¢do imposta pela visibilidade do elemento de superficie do
satélite pode alterar os limites de integracdo conforme estabelecidos acima, uma vez que a
condigdo cosn = —Kk° - p; > 0 (o elemento de superficie da Terra é avistado pelo elemento de
superficie do satélite) precisa ser satisfeita. A determinagdo destes limites de integracao pode
ser obtida pela andlise da intersecdo de um plano infinito (que coincide com o plano do
elemento do satélite) com a esfera terrestre. Uma vez, porém que uma solucao analitica para o
problema do albedo ¢ extremamente complexa, pode-se descartar os elementos de area da
Terra que nao satizfazem a condi¢dao acima numa eventual integragdo numérica.

5.2 Radiacio emitida pela Terra

A parcela da energia solar absorvida pela superficie terrestre (cerca de 66%), ndo fica
retida no local de incidéncia. A atmosfera transfere, por meio de convecgdo, a energia das
regides mais quentes (equatoriais) para as mais frias (polares). Desta forma, a diferenga de
temperatura média entre tais regides ndo ¢ tdo elevada quanto seria se ndo houvesse a
atmosfera. Portanto a poténcia irradiada pela superficie da Terra varia pouco com a latitude, e
na verdade aproxima-se da irradiagdo de corpo negro a 288°K (15°C) nos comprimentos de
onda onde a atmosfera ¢ transparente (Figura 5.3). Nos demais comprimentos de onda, a
radiagdo terrestre, nas altitudes orbitais, corresponde ao espectro de um corpo negro a 218°K
(-=55°C). Aproximadamente 95% desta radiagdo origina-se da superficie, enquanto que o
restante parte da troposfera (NASA, 1969).

Desprezando-se o calor gerado internamente pela Terra (devido a desintegragao radioativa)
que escapa pela superficie terrestre, pode-se admitir entdo que toda a energia do Sol absorvida
pela Terra ¢ irradiada de volta ao espago. Contudo, a area de incidéncia da radiagdo solar
corresponde a metade da Terra, enquanto que a emissdo se faz pela Terra toda. Isto significa
portanto que a poténcia térmica irradiada sera dada por:

Sp =(1—0c)§ (5.18)

A distancia de uma unidade astrondmica, esta poténcia iguala-se a 223 W/m?. Efetuando-se
agora 0 mesmo raciocinio utilizado na formulacao da pressdao de radiagdo devido ao albedo
terrestre, obtém-se que a pressao de irradiacdo terrestre vale:

dp, :S—E CoSd, d;AzT (5.19)
nc p
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ou ainda

S rcos0-1

dp, =(1-a
pr = )4ch(r2—2rcose+1)3/2

sen0dO d¢ (5.20)

(9]
S

N
W

s / corpo negro a 288°K

radiagdo terrestre aproximada

[\
S

—
(9]
IIII||I|I|IIII|I\II|III\||II

I||I|I|IIII|I\II|III\||III

Emissividade espectral (W/m? pum)

10
sE ) TN e
A corpo negro a 218°K
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0 5 10 15 20 25 30

Comprimento de onda A (um)

Fig. 5.3 — Curva de emissdo espectral da radiagdo térmica terrestre.
Fonte: NASA, 1969.

Substituindo-se esta expressao no lugar de ps na relagdo que fornece a forca de radiagdo
solar direta atuante num elemento, encontra-se a for¢a devido a radiagao terrestre. Esta forca
devera ser integrada na superficie externa do satélite, e também nos angulos 6 e ¢. Na
radiacdo terrestre, diferentemente do albedo, o limite de integracdo em 0O restringe-se a area
terrestre visivel pelo satélite, ou seja, 0 < 0 < arccos(1/7), enquanto que o limite em ¢ depende
da orientacdo da normal ao elemento de area do satélite relativo a Terra, de forma que a
condicao

cosn= —n'-p’>0, (5.21)

onde p“ ¢ a dire¢do de incidéncia da radiagdo terrestre, seja satisfeita. Esta dire¢do, conhecida
no sistema do albedo, deve ser transformada inicialmente no sistema orbital, uma vez que x“ e
x’ sdo coincidentes, e, em seguida, no sistema geométrico do satélite. O dngulo que relaciona
os sistemas orbital e do albedo ¢ encontrado a partir da direcdo do Sol, conhecida no sistema
inercial e, portanto, também no orbital, contida no plano x“-)“.

A irradiagdo ou poder emissivo monocromatico de corpo negro ¢ obtida pela formulacao
de Planck:

By (1) =] (5.22)

(eCZ/)\.T_ 1) ’
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onde as constantes empiricas C; e C, valem, respectivamente, 374,15 1078 W m? e 14,388
10~ m K, e com o poder emissivo em W/ m”* m.
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APENDICE A

Na fungdo de distribui¢do de velocidades maxwelliana a probabilidade de uma molécula
ter um determinado intervalo de velocidades ¢ proporcional a exponencial quadratica desta
velocidade (como se fosse uma distribuicao gaussiana). Em funcao deste aspecto, ¢ freqiiente
nos problemas relacionados a modelagem de forcas e torques aerodindmicos que usam a
teoria cinética dos gases o aparecimento de integrais cujo integrando ¢ funcdo de uma
exponencial quadratica. Uma integral do tipo

L (a)= j:x" e dx, (A.1)

apresenta as seguintes solugdes, paran =20, 1,2, 3 e 4:

Ly(a) = %\/g , (A2)

1
L(a)=— (A.3)
2a
1 =
L(a)=—,|— (A.4)
4a\a
Li(a)=—— (A.5)
a
3 In
L,(a)= —2\/: X (A.6)
8a" \a
Além disso, se n for par, entao
f X" e dx=2 j:x e dx=2 L (a), (A.7)
ao passo que se n for impar,
[“xre dx=0 (A.8)

Algumas integrais envolvendo exponenciais resultam em integrais de Bessel de ordem 0 e
1 (fungdes de Bessel modificadas do primeiro tipo), que sdo definidas como:

1 no, 1 1 eirxt
I(x)=—| ™™ du=— dt A9
() TE'[O n.[—l [1_z2 (A.9)
e
I,(x) =2 Insenz et gy = J-l N1-£* e dt, (A.10)
7T 0 Y-l

ambos para argumento x positivo. O comportamento das fungdes de Bessel de ordem 0 e 1 em
fun¢do do argumento x ¢ mostrado na Figura A.1.
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Bessel

X
Fig. A.1 — Fungdes de Bessel modificadas do primeiro tipo de ordem O e 1.

As fungdes de Bessel encontram-se disponiveis em pacotes computacionais em diversas
linguagens, em particular em Fortran e C. A listagem a seguir apresenta um codigo fonte
obtido de Jean-Pierre Moreau originalmente em Fortran e convertido para C por Valdemir
Carrara.

// http://jean-pierre.moreau.pagesperso-orange.fr/c_bessel.html
/***********************************************************************

* *
* Program to calculate the first kind modified Bessel function *
* of integer order N, for any REAL X, using the function BESSI (N, X). *
* *
K e e e e *
* SAMPLE RUN: *
* *
* (Calculate Bessel function for N=2, X=0.75). *
* *
* Bessel function of order 2 for X = 0.7500: *
* *
* Y = 0.073667 *
* *

*
*

Reference: From Numath Library By Tuan Dang Trong in Fortran 77.

C++ Release 1.1 By J-P Moreau, Paris.

* F F * *

Version 1.1: corected value of P4 in BESSIO (P4=1.2067492 and not
* 1.2067429) Aug. 2011.
***********************************************************************/
#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include "stdafx.h"

* ok Ok Ok Ok *

double BESSIO (double X);
double BESSII1 (double X) ;

J ] = e
double BESSI (int N, double X) {

! This subroutine calculates the first kind modified Bessel function
! of integer order N, for any REAL X. We use here the classical
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! recursion formula, when X > N. For X < N, the Miller's algorithm
! is used to avoid overflows.

! REFERENCE :

! C.W.CLENSHAW, CHEBYSHEV SERIES FOR MATHEMATICAL FUNCTIONS,

! MATHEMATICAL TABLES, VOL.5, 1962.

int IACC = 40;

double BIGNO = lel0, BIGNI = le-10;
double TOX, BIM, BI, BIP, BSI;
int J, M;

if (N==0) return (BESSIO(X))
if (N==1) return (BESSI1(X)):
if (X==0.0) return 0.0;

TOX = 2.0/X;

BIP = 0.0;

BI =1.0;

BSI = 0.0;

M = (int) (2* ((N+floor (sqrt((double)IACC*N)))))

for (J = M; I>0; J--) {
BIM = BIP+J*TOX*BI;
BIP = BI;
BI = BIM;
if (fabs(BI) > BIGNO) {
BI = BI*BIGNI;

BIP = BIP*BIGNI;
BSI = BSI*BIGNI;

}

if (J==N) BSI = BIP;

}
return (BSI*BESSIO (X)/BI);

et et
// Auxiliary Bessel functions for N=0, N=1
double BESSIO (double X) {
double Y,P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7,01,02,03,04,05,06,07,08,09,AX,BX;
P1=1.0; P2=3.5156229; P3=3.0899424; P4=1.2067492;
P5=0.2659732; P6=0.360768e-1; P7=0.45813e-2;
Q1=0.39894228; Q2=0.1328592e-1; Q3=0.225319%e-2;
Q4=-0.157565e-2; Q5=0.916281le-2; Q6=-0.2057706e-1;
Q7=0.2635537e-1; Q8=-0.1647633e-1; Q9=0.392377e-2;
if (fabs(X) < 3.75) {
Y=(X/3.75)*(X/3.75) ;
return (Pl+Y* (P2+4Y* (P3+Y* (PA+Y* (P5+Y* (P6+Y*P7))))));
}
else {
AX=fabs (X) ;
Y=3.75/AX;
BX=exp (AX) /sqrt (AX) ;
AX=Q1+Y* (Q2+Y* (Q3+Y* (Q4+Y* (Q5+Y* (Q6+Y* (Q7+Y* (Q8+Y*Q9)))))));
return (AX*BX) ;

et
double BESSI1 (double X) {

double Y,P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7,01,02,03,04,05,06,Q7,08,09,AX,BX;
P1=0.5; P2=0.87890594; P3=0.51498869; P4=0.15084934;
P5=0.2658733e-1; P6=0.301532e-2; P7=0.3241l1le-3;
Q1=0.39894228; Q2=-0.3988024e-1; Q3=-0.362018e-2;
Q4=0.163801e-2; Q5=-0.1031555e-1; Q6=0.2282967e-1;
Q7=-0.2895312e-1; Q8=0.1787654e-1; Q9=-0.42005%e-2;
if (fabs(X) < 3.75) {

Y=(X/3.75)*(X/3.75) ;

return (X* (P1+Y* (P2+Y* (P3+Y* (P4+Y* (P5+Y* (P6+Y*P7))))))) ;
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}

else {
AX=fabs (X) ;
Y=3.75/AX;
BX=exp (AX) /sqrt (AX) ;
AX=Q1+Y* (Q2+Y* (Q3+Y* (Q4+Y* (Q5+Y* (Q6+Y* (Q7+Y* (Q8+Y*Q9)))))))
return (AX*BX)

void main () {
double X,Y; int N;

N=2;
X=0.75;

Y = BESSI(N,X);

printf ("\n Bessel Function of order %d, for X=%8.4f:\n\n", N, X);
printf (" Y = $f\n\n", Y);

}

// end of file tbessi.cpp

*/
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APENDICE B

A funcdo erro, ou erf(+), ¢ uma fun¢ao bastante utilizada em estatistica e ¢ definida como:

2 fx 2
erf(x)=—= | e dt. (B.1)
\/E J-o
Esta fungdo nao apresenta solugdo analitica da integral e possui as seguintes propriedades:
o erf(0) =0
. lim erf(x) =1
o erf(—x) = —erf(x) (fungdo impar)
2 e _p N
o crfc(x)=—4= j e dt =1-erf(x) (funcdo erro complementar)
NEEE
10 T T I I
0.8 — —
_ L i
£ 06 — —
]
=] L -
504 -
02 —
00 | | | | | | |
0 1 2 3 4
X

Fig. B.1 — Fungao erro.

Existem diversos algoritmos que implementam a funcdo erro em computadores.
Encontram-se disponiveis codigos fonte ou algoritmos em Fortran e C, como, por exemplo, o
cddigo mostrado a seguir.

double edm erf (double x)

/*
Module:
Environmental perturbation modelling
Purpose:
The edm_erf function is a double precision error function
of an argument x. It uses a rational aproximation for
the function, given by M. Abramowitz in his 'Handbook
of Mathematical Functions', page 299, equation 7.1.25.
Inputs:

x
Error function argument, in range -50<x<50 (double, value).
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Outputs:
edm_erf
Double precision error function
Author:
Valdemir Carrara Apr/11
*/

{
static const double al = 0.254829592, a2 = -0.284496736,

a3 = 1.421413741, a4 = -1.453152027, a5 = 1.061405429,
pe = 0.327591100;
static double t, erf;

t /(1. + pe*fabs(x));

erf - t*(al + t*(a2 + t*(a3 + t*(ad + t*a5)))) *exp(-x*x);
if (x < 0) erf = -erf;

return erf;

1.
1.
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