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Motores a Foguetes.
Ponce, R. 1, Cardoso, E. M. 1, Woiski, E. R. 1, Silva, J. B. C. 1

1 Universidade Estudal Paulista (UNESP), Faculdade de Engenharia, Ilha Solteira, Brazil
Aluno de Mestrado do curso de Ciências Térmicas.
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Resumo. O objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia para análise analı́tica-
numérica de um escoamento transiente reativo compressı́vel tubulento de mistura homogênea
pré-misturada em um bocal convergente-divergente, empregado em motores a foguete. As
equações de continuidade, momentum, energia e conservação de espécies quı́micas são mod-
eladas no âmbito da turbulência aplicando a metodologia de LES1, para o escoamento é sug-
erido um novo método de fechamento das equações baseado no método de energia cinética
subgrid, na integração turbulência combustão (TCI) também é sugerido um novo método para
obtenção da constante da difusividade turbulenta de um escalar.
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Symbols

ρ Densidade u Velocidade δij Delta de kronecker
E Energia total Y Fração mássica V Velocidade de difusão
τ Tensor Cisalhante p∗ Pressão estática qj Fonte de calor
� Média de um escalar �̃ Variáveis filtradas �sgs Var. fechamento subgrid
ε̇ Taxa de deformação νt Viscosidade turbulenta Cν Const. Smagorinsky
∆ Dim. caracterı́stica da malha Sct No de Schimitd Turbulento Prt Prandt turbulento
M Massa total da mistura Wk Massa da espécie k Ns No espécies
µ Viscosidade dinâmica e Energia interna energy E∗ Dist. espectral de Energia
κ Modos de Fourier turbulento G Variável de Progresso (VP) ζ VP normalizada
αtGζ Difusividade turbulenta ksgs Energia. cinética subgrid η Escala de Kolmogorov
R Constante do gás Ru Constante Uni. gás

1. Introdução

Com respeito aos subsistemas de um veı́culo lançador, o estudo desenvolvido por [Chang 2000]
apresenta a frequência de falha relacionado a cada componente. O sistema de propulsão é re-
sponsável por 62.3% das falhas de lançamento no mundo entre 1983 e 1988, nos Estados Unidos
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por 50%, USSR2 por 71.4% e 83.3% na Europa. Nacionalmente é ainda mais alarmante, o sis-
tema de propulsão foi responsável por 100% das falhas ocorridas em lançamentos. Dessa forma,
a necessidade de uma evolução contı́nua de estudos e tecnologias aplicados ao subsistema de
propulsão aeroespacial, com intuito de desenvolver métodos de predição e simulação para iden-
tificar possı́veis falhas muito antes de ocorrerem.

[Sutton and Biblarz 2001], estudando a propulsão de sistemas aeroespaciais, afirmaram a alta
complexidade desse subsistema, exigindo um projeto cuidadoso e grandes custos de produção.
Dentro do subsistema de propulsão, a câmara de combustão, que é responsável pela produção
do impulso para cumprir a missão do veı́culo, ainda apresenta desafios na modelagem do es-
coamento devido a três principais fatores: detalhes da combustão [Wang 2016], interferência
turbulência no processo [Maestro et al. 2016];e, representação das reais condições atmosféricas
[Chen and Mathias 2002] devido a operação em elevadas altitudes dos protótipos.

1.1. Estudo da Arte

Quanto ao modelo de Turbulência

Embora a maiora das referências analisadas tenha utilizado a metodologia de LES com o método
de fechamento da energia cinética subgrid, [Schlimpert et al. 2016] e [Mühlbauer et al. 2012]
aplicara a metodologia de RANS3, o último com o modelo de fechamento κ − epsilon. No
trabalho de [Schlimpert et al. 2016], o método AUSM4 de baixa dissipação foi aplicado às
discretização espacial dos termos advectivos e para a discretização temporal usou o esquema
de Runge-Kutta de terceira ordem. O método de DNS5 foi selecionado por [Boger et al. 1998],
[Lipatnikov et al. 2017] e [Liu et al. 2012]. Em particular [Domingo et al. 2005] comparou re-
sultados entre DNS e LES, equanto [Potturi et al. 2017] usou o modelo hı́brio de LES/RANS
com modelo de fechamento de mı́nimos quadrados [Naghian et al. 2017].

Como a precisão de um método está relacionada à sua capacidade de discretizar o comporta-
mento das pequenas escalar, ou escalar de Kolmogorov, as diferentes metodologias turbulentas
se distinguem por esse aspecto. Portanto, as metodologias podem ser classificadas em ordem
decrescente de precisão pelo DNS, LES e RANS.

No entanto, a capaciade de discretizar as pequenas escalar é diretamente relacionado ao custo
computacional, resultando na não aplicabilidade da metodologia do DNS para o presente tra-
balho. A aplicação do DNS nos trabalhos analisados, como forma de contornar o exces-
sivo custo computacional, são empregadas algumas simplificações para o problema, como
turbulência isotrópica e homogênea [Boger et al. 1998] ou turbulência estaticamente planar
[Liu et al. 2012, Lipatnikov et al. 2017].

Uma alternativa ao DNS é a metodologia de LES, que obtém os fluxos médios por meio da
análise dos grande e pequenos vórtices, avaliando com alguma precisão a energia contida nesse
fluxo. Nessa metodologia, as pequenas escalas não são simuladas como no DNS, mas in-
fluênciam o restante do escoamento. Essa influência ocorre de forma passiva, de modo que
os grandes vórtices contém grande quantidade de energia, o que relevam sua importância na
simulação. Em suma, o sucesso da metodologia LES é obtida pela fato de que a energia e
outras informações do escoamento viajam da direção dos grandes para os menores vórtices, um
fenômeno conhecido como cascata de energia, mas nunca na direção contrária [Davidson 2004].

2Union of Soviet Socialist Republics
3Reynolds-Averaged Navier-Stokes
4Advection Upstream Splitting Method
5Direct Numeric Silumation



O modelo RANS fornece resultados para os fluxos médios com precisão de engenharia, em-
pregando custo moderado de computação, como comparação, é cerca de 1% a 10% do custo
envolvidos para LES, este último exige malhas muito mais refinadas. Contudo, para sitações
de escoamentos com vórtices anisotrópicos, as quantidades médias são menos satisfatórias com
RANS. Além disso, o LES fornece instabilidade nos dados que são indispensáveis para modelar
um escoamento caótico, como é o caso da turbulência real, porém este não pode ser usado para
fluxos simétricos no espaço [Fröhlich and von Terzi 2008].

Considerando os pontos fortes das metodologias RANS e LES, seria natural para alguns au-
tores combinas ambos para aliar a velocidade computacional de um com a aplicabilidade e
condiabilidade do outro por meio de modeslo hı́bridos [Potturi et al. 2017] como é o caso de
[Thakur et al. 2012] com DES6, um modelo hı́brido usado em FVM7 para fluxos axissimétricos.
[Nguyen et al. 2017] aplicou o mesmo modelo, DES, também para fluxos axissimétricos com
multiespécies quı́micas, mas empregando FDM8 associado a uma variaçã do clássico JST9.

Finalmente, a aplicabilidade de cada metodologia deve ser consistentecom o nı́vel de pre-
cisão e custo computacional que devem ser pré estabelico para cada problema. Tendo isso,
e levando em conta os pontos fortes apresentados, a metodologia LES será aplicada no
presente trabalho. Além disso, tanto LES quanto RANS, necessitam da aplicação de al-
gum tipo de filtro ou média em suas modelagens, resultando na necessidade de alguma
forma de fechamento do sistema de equações. O novo método de fechamento qe será
proposto neste trabaho é uma variação do modelo de energia cinética turbulenta subgrid
[Oefelein 2015, Foster and Miller 2015, Maestro et al. 2016].

Quanto à Integração Turbulência Combustão

Devido a simplicidade e fácil implementação, o modelo G-equation que de-
tecta a frente de chama foi empregado pela grande maioria dos trabalhos anal-
izados [Schlimpert et al. 2016, Nogenmyr et al. 2008, Albayrak and Polifke 2017,
Dekena and Peters 1999, de Lageneste and Pitsch 2002]. Os trabalhos de
[Lipatnikov et al. 2017],[Boger et al. 1998], [Domingo et al. 2005] utilizam o modelo FSD10.
O Thickened Flame model [Martin et al. 2006, Angelberger et al. 2000]. [Merk et al. 2018]
usa o LEM11, ao passo que [Flemming et al. 2007] trabalha com Flamelet Models; Steady
Flamelet Model [Bui et al. 2008]; [Mühlbauer et al. 2012] and [Cecere et al. 2011] aplicam
Flamelet/Progress Variable. [Oefelein 2015] compara os modelos Laminar Flamelet Model
[Ladeinde and Lou 2017], Transporte Probability Density Function [Ferraro et al. 2015] e
LEM [Bilger 2011], enquanto [Huo and Yang 2017] contrasta os modelos de Flamelet Model
e Flamelet/Progress Variable e [Zong et al. 2008] compara Conserved Scalar Approach e
Direct-closure Approach.

Apesar do progresso dos estudo de combustão turbulenta, um modelo preditivo, universal,
multi-regime e multi-aplicações ainda pe indefinido. Os principais modelos analizados nessa
revisão bibliográfica sçai os modelos de Flamelet – incluindo os modelos Steady Flamelet
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Model, Flamelete/Progress Variable e Unstead Flamelet/Progress Variable – LEM e FDF12

[Liu et al. 2012], no qual todos estes empregaram LES como metodologia turbulenta.

Os modelos de Flamelet, os quais são limitados pela redução de espécies quı́micas, não pro-
duzem bons resultados para escoamentos de substâncias puras. Ainda, o mais simplista mod-
elo de Flamelet é o Stead Flamelet, o qual a combustão turbulenta pode ser caracterizada
pela cinética quı́mica de algumas reações [Glassman and Yetter 2008]. Para contornar tais
limitações dos modelos, tem-se o modelo mais robusto de Flamelet/Progress Variable, que
será discutido.

Quanto ao desenvolvimento

Em todas as bibliografias analisadas, mesmo aquelas em que foi imformado o emprego algum
tipo de software comercial ou opensource nos diversos aspectos de fenômenos de transportes, os
autores omitiram ou de alguma forma banalizaram a metodologia de solução empregada, bem
com o a escolha de alguns parâmetros fı́sicos importantes envolvidos diretamente na resolução
do problema especı́fico, impossibilitando a sua an alise mais detalhada ou mesmo reconstrução.

2. Modelo Matemático
O problema proposto é a caracterização da frente de chama e dos efeitos gerados por uma
combustão premixed compressı́vel turbulenta. Para isso, após a definição da geometria e do
sistema de coordenadas que serão empregados na modelagem, obtem-se o sistema de equações
de transporte a serem resolvidos.

A metodologia de LES é utilizado para modelar a combustão turbulenta, para isso foi utilizado
um filtro de Favré espacial e como modelo de fechamento o método de subgrid. Para os termos
subgrids foi considerado um escoamento isotrópico.

Para a modelagem da combustão considerou-se uma mistura premixed e para a caracterização
da frente de chama utiliza-se o método de flamelet/progress variable. A seguir está apresentado
o sistema de equações de transporte e as demais hipóteses empregadas no presente trabalho.
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Para a modelagem da viscosidade turbulenta, νt, geralmente é aplicado o modelo de Smagorin-
sky [Schiestel 2008]

νt = Cν∆
2|ε̇|2 (18)

Assim, para a condição de elevado número de Reynolds, escoamento isotrópico e considerando
que ∆/η >> 1, sendo que o cutoff wavenumber – κc – é definido por κc = π/∆ [Pope 2000]
resultando em κcη << 1. Dessa forma, o exponencial da distribuição espectral do escoamento
possa ser ignorado, logo

E∗(κ) = αε
2
3κ−

5
3 (19)



Ou a viscosidade turbulenta pode ser obtida aplicado a teoria espectral fechada de
[Kraichnan 1976] aplicada a escoamentos isotrópicos

νt = 0.441α
3
2

√
E∗(κc)

κc
(20)

sendo α a constante de Kolmogorov (α ≈ 1.5), e podemos aproximar o termo de dissipação
para εsgs ≈ ε = 0.931 (ksgs)3/2

∆
[Génin 2009] tem-se a energia cinética de subgrid adivindas

das equações de viscosidade turbulenta,

κsgs = 1.6368|ε̇|
√
Cν∆

3
2 (21)

Essa modelagem da energia cinética subgrid proposta no trabalho se distingue do método ap-
resentado por [Génin 2009, Lin 2010, Pope 2000] com o intuito de evitar o acréscimo de mais
uma equação de transporte, reduzindo no custo computacional e a complexidade do sistema de
equações.

A aplicação da metodologia de LES implica diretamente na aplicação de uma malha refinada
para o método apresente convergência mı́nima quanto aos resultados.

Nota-se que a modelagem de LES necessida de malhas refinadas para analisar se o comporta-
mento dos pequenos vórtices e os efeitos viscosos de subgrid.

Analisando do ponto de vista da combustão, a combustão laminar gera uma frente de chama
estável e bem definida. Em contrapartida os efeitos da turbulência geram perturbações nesta
frente de chama criando uma flame brush.

Para a caracterização da frente de chama pré-misturada turbulenta será empregado o modelo
de Flamelet/Progress Variable, apresentado com detalhes no [Warnatz et al. 2006]. Com isso,
como mostrado por [Cecere et al. 2011], a proposta deste método é a resolução adicional de
duas equações de transporte para a variável de progresso não normalizada G̃ζ e para o quadrado

da variável G̃ζ

2
. Para maiores detalhes da definição da variável de progresso e sua normalização

veja [Oppenheim 2008]. Desse modo, a variância da variável de progresso é dada por G̃ζv =

G̃2
ζ − G̃ζ

2
.

[Cecere et al. 2011] sugere que a variável de progresso seja qualquer escalar que caracteriza
a chama (fração mássica das espécies, temperatura, etc.), porém esta deve ser uma função
monotonica em função das coordenadas do espaço. Os autores sugerem que para uma mis-
tura metano/oxig?nio essa variável de progresso seja uma combinação das espécies CO2 e CO.
Dessa forma, é utilizada a fração mássica como variável de progresso com a seguinte correlação

G = ỸCO2 + ỸCO (22)

A normalização da função de progresso é dada por

ζ =
G(~x) − Gu(~x)

Gb(~x) − Gu(~x)
(23)

onde �u representa os gases não queimados, analogamente, �b os gases queimados. Portanto,
as equações de transportes não normalizadas adicionais ficam
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onde

fζk = ρ̄αtGζ
∂G̃ζ

∂xk
(26)

sendo

αtGζ = CGζ∆
2|ε̇|ε̇ (27)

[Germano et al. 1991] estabeleceram um cálculo dinâmico da constante CGζ , porém para
o presente trabalho é proposto que o cálculo seja realizado levando em consideração
a energia cinética subgrid, para maiores detalhes veja [Lipatnikov 2013, Kraichnan 1976,
Oppenheim 2008].

CGζ(x, t) = 0.931
ksgs

3
2

∆
3|ε̇|3

(28)

Neste trabalho, a proposta das equações 21 e 28 visa a redução dos parâmetros de controle da
turbulência, dessa forma, o único parâmetro externo a ser controlado é a constante de Smagorin-
sky, juntamente com o fechamento analı́tico das equações de transporte.

O fechamento das equações de balanço para a variável de progresso é dado por

fζ2k = ρ̄αtG2
ζ

∂G̃2
ζ

∂xk
(29)

ρ̄X̃Gζ = ρ̄D|∇Gζ |2 + s̄XGζ (30)

Para [Veynante and Vervisch 2002] se assumir um relaxamento linear para as flutuações geradas
por micromisturas obtém o resultado postulado

s̄XGζ =
ρ̄G̃ζv

τt
(31)

onde τt ≈ ∆
2
Sct/νt é a escala de tempo turbulenta de acordo [Domingo et al. 2005] o número

de Schimitd pode ser é 0.7.



3. Conclusão
Propôe-se neste trabalho modelo analı́tico, baseada nas equações de fechamento turbulento
do escoamento e da integração com a combustão, visando a não incorporação de mais
equações de transporte assim como apresentado por [Génin 2009] e cálculos dinâmicos
[Germano et al. 1991], reduzindo o custo computacional com a redução dire- tá dos sistema
de equações a ser resolvido, como também a quantidade de parâmetros estimados a serem con-
trolados. Nas obras que apresentam a inclusão de outros métodos Necessitam de até 6 variável
a serem controladas, ao passo que com método proposto, este número é reduzido somente para
uma, a constante de Smagorinsky.
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