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Elipsoide Triaxial Homogéneo em Equilibrio no Sistema Solar
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Resumo. O elipsoide triaxial homogéneo, é um corpo ideal que tem sido empregado para mod-
elar a distribuicdo de massa de corpos celestes, como no caso de alguns asteroides. Neste
trabalho, as condicdes de equilibrio deste corpo ideal sdo consideradas para determinar quais
dos pequenos corpos celestes as satisfazem. As condi¢oes de equilibrio neste caso, definem o
spin em funcdo da distribuicdo de massa e da densidade de massa do corpo, e impoe um limite
superior no semi-eixo menor. Considerando as incertezas inerentes nas observacoes para de-
terminar os pardmetros dos corpos celestes. Entdo, concluimos que o asteroide 243 Ida é um
ETHE.
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1. Introducao

O corpo ideal: elipsoide triaxial homogéneo em equilibrio (ETHE), tem sido de interesse desde
o seculo XIX, quando foi descoberto por C.G.J. Jacobi o qual foi chamado de elipsoide de Ja-
cobi (IURATO, 2014). Porem, este ndo € o tnico corpo ideal com estas caracteristicas, existem
mais quatro ETHE: elipsoide de Dedekind; de Riemann; de Roche; de Darwin. Um estudo
detalhado sobre o ETHE é encontrado em (CHANDRASEKHAR, 1969).

A partir das observagdes, alguns astroides sdo modelados como um elipsoide triaxial
(FARINELLA et al., 1981; CHAUVINEAU; FARINELLA; MIGNARD, 1993; EFROIMSKY,
2002). Estes corpos celestes sdo de interesse na comunidade cientifica, tanto assim que al-
guns deles sao objetivo de missdes espacias, algumas destas missdes no passado sdo: a missao
Hayabusa2 (2014) da Agéncia Japonesa de Exploracdo Espacial (JAXA pelas suas sigla em
ingles); a missao Danw (2007) dirigida pela NASA. No futuro, a missdao Psyche (2022) da
NASA, tem o objetivo de analisar o asteroide 16 Psyche considerado como um mundo de
metal. Informacdo sobre estas missdes € de facil acesso no site oficial das agéncias espaci-
ais correspondentes.

O modelo elipsoidal ajustado a alguns asteroides e a sua relagdo com o periodo de rotacao ob-
servado, teve inicio nos anos 70 (MCADOQ; BURNS, 1973). Em 1981, o pesquisador S. J.
Weidenschilling (WEIDENSCHILLING, 1981) aplicando o modelo de elipsoide triaxial, con-
cluiu que um periodo de rotagao de 4 horas para um asteroide, corresponderia a uma
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densidade de massa entre 2 € 3 kg/m?, e se a composi¢do do asteroide fosse de Ferro (=7
kg/m?). Entdo, o periodo de rotacdo serid de quase 2 horas.

Como mencionado acima, o elipsoide triaxial homogéneo € empregado como modelo de alguns
asteroides. Porem, ndo se encontrou na literatura a correspondéncia de corpos do sistema solar
com o ETHE. Neste trabalho, estamos interessados na busca de corpos celestes que cumpram
as condig¢des de equilibrio do ETHE.

2. Metodologia

Se uma particula sobre a superficie do elipsoide triaxial em rotacdo experimenta uma forca
resultante nula. Entdo, a particula estd em equilibrio mecanico. As forcas em equilibrio aqui
consideradas sdo: a forca gravitacional propria do corpo e a forca centrifuga gerada pela sua
rotacdo. Esta condicdo de equilibrio é expressa mediante a seguinte equagao:

1
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em que no lado esquerdo, a soma dos primeiros quatro termos da equagdo é o potencial grav-
itacional interno do elipsoide triaxial e o quinto termo € o potencial centrifugo de uma particula
sobre a superficie. 7, é o spin do corpo € «, 3 e v sdo os semi-eixos do elipsoide, tal que
a > [ > ~. Os parametros A, B, C' e D, sdo dados por:
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em que ¢(u) = [(® + u)(B% + u)(7? + u)]*/? (KELLOGG, 1953). A condigio de equilibrio
(1) é quivalente as duas equacoes:
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Ap6s manipulacao algébricas na equagdo (2a), obtemos:
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A segunda equacdo do sistema (2), € valida se a seguinte relagdo € satisfeita:
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Do anterior, as condicdes de equilibrio para um elipsoide triaxial homogéneo em rotacao uni-
forme sdo tais que: a frequéncia angular € definida pela expressao (6) e os semi-eixos satisfazem
arelacdo (4).

No que segue, escolhemos o semi-eixo o como a unidade no ETHE, portanto:
8 =qa, y=sa, com 0<s<qg<]l.
Os parametros ¢q e s formam a dupla (¢:s) a qual representa a distribuicdo de massa do corpo.

As integrais elipticas nos parimetros A e B, sdo homogéneas de grau —3/2. Fazendo uso desta
propriedade, estas integrais escritas em fun¢do de «, g e s resultam em:
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Nas duas ultimas expressdes denotamos F, = Fp(¢?, s%,1) e Fs = Fp(1, s?,¢*). A integragdo
de F, e Fj serd feita seguindo o processo definido em Carlson (1995) (neste trabalho, o
polindmio empregado na obtencdo dos pardmetros A e B é aquele obtido até a segunda iteracio,
m = 2). A p6s estas modifica¢des, o spin do ETHE € determinado mediante a expressao:
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e a condicao de equilibrio (7) é equivalente a:
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Nesta ultima relagdo, observa-se que s — 1/ V2 quando ¢ — 1 e que para cada valor de ¢
tem-se um valor maximo de s. Por tal motivo, definimos a fungdo:

2 1/2
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a qual nos permitira falar em familia de ETHE. Na expressao (6), vemos que o spin independe
do tamanho do corpo, e sim depende da distribuicao e da densidade de massa. Isto implica
a mesma dependéncia no periodo de rotagdo do ETHE, T = 27/7,, o qual é determinado
mediante a funcao:
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Um dos critérios na busca apresentada na se¢do seguinte € o periodo de rota¢do do corpo.
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3. Resultados e Discussao

Em relacdo aos valores possiveis da densidade de massa para determinar o periodo de rotagao,
no caso de asteroides, alguns exemplos de densidade de massa sdo: p ~ 1,60, p ~ 3,3,
p~3,5,p~45ep~T7,14, que correspondem aos materiais Condrito Carbondceo, Condrito
ordinario, Enstatita, Ferroro-rochosos e Ferro, em g/cm3 respectivamente, (CARRY, 2012).
Assim, escolhemos a familia de ETHE determinada pela densidade de massa no intervalo (1, 7)
kg/m3, por ¢ = 0,999 € s no intervalo (0,2, $,,4.(q)). O periodo de rotagdo para esta familia é
observado na figura 1.
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Figura 1. Periodo de rotacao da familia de ETHE.

Observa-se um periodo maximo e minimo aproximado de oito e duas horas, respectivamente,
também observa-se que o periodo de rotacdo diminui quando a densidade do primario aumenta.
E fixando o valor de p, o periodo diminui quando s — 5,,,. O periodo de rotacio maximo
observado o utilizamos como referéncia para a busca de ETHE no sistema solar.

Foi feita a busca na base de dados sobre corpos pequenos do sistema solar que possui o
Jet Propulsion Laboratory (JPL). O critério da procura corresponde as restri¢des: periodo de
rotacdo menor do que 8 horas e as dimensdes do corpo definidas. O segundo critério tem como
fim determinar se o corpo satisfaz a condi¢do de equilibrio (7). O resultado desta busca € apre-
sentado na Figura 2.
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object fullname IAT name extent rot_per GM
? ? (km) 2 ) 2 (km"35"2) 2
2 Pallas (A802 FA) Pallas 582x556x500 7.8132 143
4 Vesta (ASQT FA) Vesta 5726x5572x4464 534212766 17.288245
16 Pevche (A852 FA) Psyche 279x232x 189 4196 153
216 Eleopatra (AS80 GB)  Kleopatra 27629478 3.385
243 Tda (A884 5B} Ida 50.8x054x18.6 4634 0.00275
433 Eros (AS08 PA) Eros 34.4x11.2x11.2 3.270 4 463e-04
951 Gaspra (A216 Q) Gaspra 18.2x10.5x8.9 7.042
1620 Geographos (1951 RA) Geographos 50x2.0m2.1 5.22204
66391 Moshup (1900 K'W4) Moshup 1532x1495x 1347 27645
101955 Bennu (1900 RO36) Benmun 05047 x04918x 04567 4296061 4.8904e-9
185851 (2000 DP10T 0992 x 0938 x 0.964 27754 3224e-8
[ Befine Search |
ABOUT 88D CREDITS/AWARDS PRIVACY/COPYRIGHT GLOSSARY LINKS
- 2021-Sep-02 11: I : Ryan 5.

Figura 2. Possiveis ETHE no Sistema Solar.

Dos objetos listados, s6 os asteroides: Ida, Gaspra e Kleopatra satisfazem a condicdo de
equilibrio (7), pois distribuicao de massa é (0,424: 0,311), (0,576: 0,489) e (0,340: 0,282),
respectivamente.

No caso do asteroide Ida determinamos o periodo 7;.,, equagdo (9), usando o valor médio de
densidade observado, p = 2,6 £ 0, 5, e o apresentamos na Tabela 1. Comparando 7, € T},
vemos que 1,,s — Tieo, = 0,014 horas, o que equivale a 0,84 minutos. A diferenca entre os
valores do periodo de rotacdo pode ser produto de algum ou da combinacao dos fatores
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Tabela 1: ETHE no Sistema Solar.

Asteroide T,,s (h) Tieo () preo

Ida 4,634 4,620 -
Gaspra 7,042 - 0,793
Kleopatra 5,385 - 2,127

seguintes: da aproximacao feita nas integrais I, e '3 que compoe a equagao (9); da incerteza na
medicao da densidade de massa; da aproximacdo feita na distribuicdo de massa, aproximagao
observada comparando as Figuras 3 e 4. Levando em conta estas observacdes, podemos concluir
que o asteroide Ida é um ETHE.

Figura 4. Elipsoide com distribuicao de massa do asteroide 243 Ida.

No caso dos asteroides Gaspra e Kleopatra, a densidade de massa ainda nao estd determinada,
segundo a base de dados consultada. Por exemplo, a densidade de massa do asteroide Kleopatra
ainda € objeto de discussdao (SHEPARD et al., 2018). Para que estes dois corpos celestes sejam
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considerados um ETHE, deveriam ter p = py.,, valor definido como sendo a raiz da equagao
T(q,s,p) — Tops = 0, com ¢ e s do respectivo corpo. Na tabela 1, apresentamos os valores dos
parametros observados e tedricos dos tres asteroides.

4. Conclusao

Escolhendo o semi-eixo maior do corpo como a unidade de medida, o spin do ETHE € uma
funcao da distribuicdo de massa e da densidade do corpo e ndo depende do tamanho do corpo.
A partir do gréfico (1), observa-se que o periodo de rotacdo dos ETHE aqui considerados esté
no intervalo de 2 a 8 horas. Considerando as incertezas nas observacdes do asteroide 243 Ida,
e o erro na solucdo numérica feita para as integrais elépticas na funcdo do periodo de rotagdo,
funcao (9). Entao, consideramos este asteroide como sendo um ETHE no nosso Sistema Solar.
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