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Resumo. Este trabalho apresenta o conceito de Teoria das Conexédes Funcionais (Theory of
Functional Connections - TFC), recém desenvolvida e suas potenciais aplicacoes em problemas
da mecdnica celeste, em especial casos envolvendo o problema circular restrito dos trés corpos
(PCR3C). O PCR3C é muito utilizado em mecdnica celeste e apresenta uma literatura bastante
desenvolvida, sendo portanto um bom candidato a ser explorado como exemplo de aplicacdo fu-
tura. Trata-se de um modelo que considera um corpo de massa desprezivel em relacdo aos out-
ros corpos envolvidos, orbitando um corpo chamado primdrio e um corpo perturbador também
é considerado na dindmica do sistema. A TFC é um método de interpolacdo funcional, que
pode ser utilizado para gerar solugdo de equagaes diferenciais. Este trabalho apresenta o con-

ceito de solucdo de equacoes diferenciais que representam a dindmica do PCR3C através da
TFC.

Palavras-chave: Teoria das Conexodes Funcionais, TFC, Problema circular restrito dos trés
corpos, PCR3C.

1. Introducao

A Teoria das Conexdes funcionais recentemente desenvolvida por Daniele Mortari, ¢ uma forma
de interpolacao funcional, com diversas aplicagdes, dentre elas a solucdo de equacdes diferen-
ciais. Os modelos utilizados em mecéanica celeste, sdo descritos em geral por equagdes diferen-
ciais de segunda ordem, ndo lineares e nao homogéneas (KOPAL;LYTTLETON,1963; KUGA,
2012).

Estas equagOes que representam a dindmica do sistema ndo apresentam solucdo andlitica, exceto
em casos em que para se ter uma ideia do efeito de determinada perturbacao, por exemplo, se
faz diversas simplifica¢Oes e aproximacdes no modelo de forma a conseguir obter uma solugdo
analitica ou semi-andlitica.

No caso em que se consideram as equagdes no seu estado natural, sem demasiadas
simplificagdes e aproximacdes para obtencao de solugdes analiticas, se faz uso de técnicas para
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obtencdo de solucdes aproximadas, como por exemplo o recurso de integracio numérica. A
integracdo numérica proporciona uma solucio aproximada, ndo exata, podendo respeitar uma
determinada precisdo especificada.

A técnica da Teoria das Conexdes Funcionais apresenta um grande potencial na solucdo de
equacdes diferenciais, como serd mostrado adiante. E possivel através desta técnica obter ex-
pressoes andliticas, com erro nulo em determinados pontos especificados dentro do intervalo de
integracao obtido (MORTARI, 2017b)

O método também € robusto no sentido de ser aplicdvel tanto a problemas de valor inicial como
problemas de valores de contorno. Nos problemas de mecanica celeste o problema de valor
inicial se caracteriza pela defini¢do de um raio vetor no instante inicial e uma velocidade no
instante inicial e como resultado, obtencdo dos valores de r(t) e v(t) para todo t entre ¢, e t;
(onde %, € o instante inicial de integragdo e ¢; o instante final). J4 o problema de valor de
contorno se caracteriza pela definicdo de um raio vetor no instante inicial e no final.

Este trabalho tem como objetivo explorar a aplicagdo da TFC em problemas da mecénica ce-
leste, como por exemplo, através do PCR3C. Este modelo representa a dindmica de um corpo de
massa desprezivel em torno de um primdrio e um corpo perturbador. Através da modelagem do
sistema, obtém-se equacdes diferenciais de segunda ordem, suja solu¢io semi-analitica, aprox-
imada, pode ser obtida através do método da TFC. Neste caso a soluc¢do seria discretizada em N
pontos, e a solucdo em cada um destes N pontos € exata. J4 em intervalos de tempo diferentes
destes N pontos escolhidos, a solucao é aproximada, uma vez que se trata de uma interpolacdo
funcional.

2. Metodologia

A Teoria das conexdes funcionais é uma técnica de interpolacdo funcional. Basicamente, ao
invés de se interpolar pontos, se interpolam funcdes através da especificagdo de uma expressao
de vinculo (MORTARI, 2017; MORTARI; LEAKE, 2019). Suponha, por exemplo, uma ex-
pressdo da forma apresentada na equac@o 1, a relagio y(z) = yo quando x = x,, qualquer que
seja a expressdo p(x).

y(z) = p(x)(z — x0) + Yo (1)

A expressao de vinculo apresentada na expressdo 1 é uma das muitas formas possiveis de se
fazer interpolacdo funcional de pontos. Para mais exemplos, favor consultar Mortari (2017a) e
Johnsthon e Mortari (2018).

Outra aplicacao possivel da TFC € a solugao de equagdes diferenciais (MORTARI, 2017b). A
seguir apresenta-se 0 método passo-a-passo. Na proxima se¢ao sao apresentados trés exemplos
de aplicagao.

Passo 1) Escrever a Equacao Diferencial (ED) e identificar seus termos. Identificar se € ordinéria
ou parcial, linear ou ndo linear, homogénea ou ndo.

Passo 2.a) Definir o intervalo de avaliacdo da ED, [to, t].

Passo 2.b) Fazer uma transformacdo de tempo de forma que o intervalo esteja entre -1 e 1
(nova varidvel " z”) Isso é necessdrio para utilizar funcdes como polindmios de Schebchevy por
exemplo.
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Passo 3) A solugdo pode ser apresentada como na equagao 2.

y(@) = g(x) + > &ul) )

Passo 4) Aplicar os vinculos e obter as expressoes 7
Passo 5) Obter y(x), substituindo os 7, na equagao 2
Passo 6) Escrever a ED e a equacdo de vinculo em fun¢do da nova varidvel "x”.

Passo 7) Derivar a expressao de vinculo (obter a primeira e segunda derivada) e substituir na
ED em fungdo de "z”.

Passo 8) Descrever o sistema na forma apresentada na equagdo 3 e resolver para ¢ utilizando
por exemplo o método de minimos quadrados (MORTARI, 2018).

g(z) = h(x) 3)

A secdo 3.1 apresenta um exemplo de Problema de Valor Inicial e a secdo 3.2 apresenta um
Problema de Valor de Contorno como exemplo.

A seguir apresenta-se o problema circular restrito dos trés corpos (PCR3C), que serd objeto de
estudo e aplicacao da TFC em trabalhos futuros.

No PCR3C um corpo de massa m3 que orbita um primario de massa m, € um corpo perturbador
de massa mso, € sujeito a aceleracdo dada pela equacao 4

-, 1 2
T3 = — <%Tl3 + %W:&) “4)
13 T 23

em que r € o vetor posicao em relacdo a origem do sistema de coordenadas, j1; € a constante
gravitacional do primeiro primadrio, fio € a constante gravitacional do segundo primadrio, 713 €
23 S0 0s vetores posi¢cdo em relagdo ao primeiro e segundo primario respectivamente. A massa
mg € desprezivel em relagdo as massas m; e msy. Os vetores posi¢cao sao dados por:

iy =(z+a) +y* + 2
ray = (v — ") + 97 + 22 (5)

em que a* e b* sdo das distincia entre o primdrio e o baricentro e o segundo primdrio e o

baricentro, respectivamente. Os sistemas inercial e local sdo ilustrados na Figura 1.

As equacdes para o PRC3C (KOPAL,1963), considerando a aceleracdo devido ao segundo
harmonico (.J5), sdo apresentadas no sistema de equagdes 6:
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Figura 1. Sistema de coordenadas no problema dos trés corpos (Inercial e Local)
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em que p € dado pela relacdo entre a massa mo € a soma das massas m; € ms, S; € 0 raio
vetor entre o corpo perturbador (de massa m;) e o corpo de massa ms, So € 0 raio vetor entre o

primdrio (de massa ms) e o corpo de massa mg. A modelagem dos efeitos perturbativos se da
apenas em relacdo ao primério.

Este modelo descreve o movimento de um corpo de massa mg orbitando dois corpos de massas
my € my respectivamente, sendo que estes dois descrevem uma Orbita circular em torno do
baricentro do sistema. Para efeitos de simplificacdo a massa mg € desprezivel perante as demais.

Observa-se que € possivel utilizar a mesma metodologia (TFC), para resolver o problema de-
scrito pelo conjunto de equacdes 6, utilizando contudo o método de minimos quadrados nao-
linear, uma vez que a TFC abrange quaisquer tipos de ED.

3. Resultados e Discussao

Na secao Resultados e Discussao sdao apresentados alguns exemplos de forma a demonstrar a
aplicacdo da TFC, utilizando a metodologia apresentada na secao 2.

3.1. Exemplo de Problema de Valor Inicial resolvido com TFC
Esta secdo apresentard um exemplo de problema de valor inicial e a aplicagdo da TFC para sua
solugdo.

Passo 1) Seja a equacdo diferencial da forma apresentada na equagao 7

4
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g(t) +59(t) + 6y(t) = 0 )

para as condig¢des iniciais y(0) = 0 e y(0)=1.

Este exemplo é considerado pois é facil obter a solugdo andlitica através da equagdo carac-
teristica 72 + 5r + 6 = 0. A solucdo é dada pela expressio 8

y(t) =e 2 —e ™ @)

Passo 2.a) Define-se, por exemplo o intervalo de integracdo de 0 a 5 segundos.

Passo 2.b) Uma transformacdo conforme a expressdo 9, proporciona um novo intervalo de
integracdo na nova varidvel x de -1 a 1.

2
r=—1+ 9)

Passo 3 e 4) Assume-se uma expressao de vinculo conforme a equacgdo 10
(z) = g(@) + mpi(x) + mop2(x)
y'(x) = g'(x) + mp (x) + nap(x) (10)

Aplicando as condi¢des iniciais e resolvendo o sistema para 7; e 72, considerando P (z) = 1e
Py(z) = x, obtém-se entdo:

m=1-g(=1)—g(-1)
ne=1-g(-1) (11
Portanto a equacao de vinculo 10 (Passo 5), toma a forma da equagdo 12:

y(x) = g(z) +[1 = g(=1) = g(=D] + [1 = g(=1)] = (12)

Derivando a expressao 12 temos:

() =g () +1-g(-1)
yl/(x) — g”(.’,[;) (13)
Escrevendo a equagdo diferencial em fungdo da nova variavel x, tem-se a expressao 14:
Ay’ (z) + 5ey’ (z) + 6y(z) =0 (14)

5
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e finalmente, escrevendo o sistema na forma A(z)& = b(x), tem-se

aij(x) = h; () + 5k (w:) + 6k (x;) — 6hy;(—1) — (5¢ + 6 + 62;)h;(—1)
b; = —5c— 6 — 6x; (15)
Aqui vale ressaltar alguns pontos especificos sobre a matriz A,,,(z). A quantidade de colunas
da matriz A € a quantidade de polindmios considerados na aproximacao da solugdo andlitica
(polindmios de Schebchevy por exemplo). Ja o numero de linhas representa a quantidade de

pontos em que o intervalo [-1 1] é descritizado. A solu¢do encontrada interpola todos estes
pontos e apresentam solucao com erro 0 em cada um deles.

3.2. Exemplo de Problema de Valor de Contorno resolvido com TFC
Esta sec@o apresentard outro exemplo, desta vez um problema de valor de contorno e a aplicagao
da TFC. Considera-se a mesma equacao diferencial que o exemplo anterior (equagao 7).

Neste caso as condigdes de contorno sdo y(0) = 0 e y(1)=1.

A solugdo € da forma da equacdo 16

o2t _ o3t

y(t) = ——= (16)

=2 _ o3
Passo 2.a) Define-se, por exemplo o intervalo de integracao de 0 a 1 segundos.

Passo 2.b) Uma transformacdo conforme a expressdo 17, proporciona um novo intervalo de
integracdo na nova variavel x de -1 a 1.

r=—1+2t A7)

Passo 3 e 4) Assume-se uma expressao de vinculo conforme a expressao 18

y(z) = g(x) + mpi(z) + nap2(2) (18)

Aplicando as condigdes de contorno e resolvendo o sistema para 7; e 72, considerando P (x) =
1 e Py(z) = x, obtém-se entdo:

m =511 g(~1) — (1)
m= 5 1+ g(-1) ~ g(1) (19

Portanto a equacao de vinculo 18 (Passo 5), toma a forma da equagao 20:

1

(&) = gle) + 5 11— g(~1) — ()] + 5 [1+9(~1) — g(1)] o)

6
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Derivando a expressao 20 temos:

y' (@) =g"(2) 21

Escrevendo a equacao diferencial em func¢do da nova varidvel x, tem-se a mesma expressao que
a equagdo 14. Finalmente, escrevendo o sistema na forma A(z)& = b(x), tem-se

30, (—1) + 3ahy(—1) - gchju) — 30 (1) — 3ahy(1)

Novamente, observa-se que a expressao obtida anteriormente pode ser discretizada em tantos
pontos quanto necessdrio/desejado, utilizando tantos polindmios quanto desejado, contudo que
o numero de pontos se superior ou igual ao nimero de polindmios, ou seja (N;m).

Os préoximos passos deste trabalho sdo aplicar a técnica da TFC no PCR3C conforme apresen-
tado na secdo anterior e comparar com as solucdes obtidas numericamente, verificando assim
sua eficdcia, precisdo e robustez.

Identifica-se uma série de potenciais aplicacdes da TFC nos problemas de mecanica celeste
como por exemplo, simula¢do de problemas circulares ou elipticos no problema restrito dos
trés corpos, simulagcdo de captura gravitacional, cidlculo de manobras orbitais otimizadas, entre
outros.

4. Conclusao

Este trabalho apresentou a Teoria das Conexdes Funcionais e alguns exemplos de aplicagdo
direta. Apresentou também o problema circular restrito dos trés corpos (PCR3C) em Mecanica
Celeste e algumas potenciais aplica¢des do método. Em trabalhos futuros, buscar-se-a explorar
alguns destas potenciais aplicagdes, avaliando assim a abrangéncia e utilidade do método na
area de Mecanica Celeste.
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