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Resumo: O presente trabalho examina as propriedades de propagacdo de ondas em linhas de transmissdo
periodicas com células LC e CL. Sdo deduzidas equagoes diferenciais de primeira ordem no tempo, para
corrente e carga, e que desta forma permitem a andlise do regime transitorio das linhas sendo excitadas por um
pulso de forma arbitrdaria. No regime senoidal em particular, sdo examinadas as caracteristicas de propagacdo
em linhas periodicas nas quais células unitdrias idénticas repetem-se periodicamente, destacando-se a
interpretacdo de velocidades de fase positiva e negativa associadas respectivamente as topologias LC e CL.
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1 Introducio

Caracterizado por pardmetros constitutivos negativos (permissividade elétrica e permeabilidade magnética),
metamaterial (Eleftheriades, 2012) ¢ um material produzido artificialmente, exibindo propriedades nao
encontradas na natureza. O conceito de metamateriais foi primeiramente teorizado em 1967 por Veselago
(1968), que especulou sobre a possivel existéncia dos metamateriais e antecipou suas propriedades
eletromagnéticas Unicas tais como refragdo negativa, efeito Doppler inverso, radiacdo Vavilov-Cerenkov reversa
e focalizacdo por lente plana. Tais materiais assim imaginados foram referidos como substincias LH (left-
handed) para expressar o fato de que permitiriam a propagagdo de ondas eletromagnéticas com o campo elétrico,
o campo magnético e o vetor de propagacdo formando uma triade canhota, em contraposi¢cdo aos materiais
convencionais em que a triade destes trés vetores segue a regra da mao direita. E somente trés décadas apos, as
idéias de Veselago foram verificadas experimentalmente por Shelby et al. (2001), que usando ressoadores de
anéis repartidos em combinacdo com fios condutores demonstraram o fendomeno da refragdo negativa.
Entretanto, exibindo perdas e tendo operagdo limitada a estreitas faixas de frequéncia, logo se verificou que tais
estruturas ressonantes tornam-se de dificil implementacéo para aplicagdes em microondas (Simovski et al., 2003;
Ozbay et al., 2003). Mas a partir de 2002, notadamente dois grupos (Caloz et al., 2002; Caloz and Ithoh, 2003;
Caloz and Ithoh, 2004; Eleftheriades et al., 2002; Grbic and Eleftheriades, 2003) propuserem a utilizacdo de
linhas de transmissdo — que sdo estruturas ndo ressonantes, de baixas perdas e com larga faixa de freqii€ncia de
operacdo — para implementar e levar a pratica o conceito de metamateriais.

Do exposto, e tendo em vista a realizagdo de estruturas de metamateriais, o presente trabalho examina as
propriedades de propagagdo de ondas em linhas de transmissdo periddicas com células CL (C e L denotando a
capacitancia série e a indutancia shunt em cada célula), pois a linha CL, como sera discutido, apresenta a
caracteristica de um meio LH em que a velocidade de fase ¢ negativa, i. e., tem direcdo oposta a velocidade de
grupo. Em um estudo comparativo, ¢ feito a analise da linha periédica dual LC (L e C denotando a indutancia
série e a capacitancia shunt em cada célula). Para tanto, e tendo como varidveis de estado a carga no capacitor ¢ a
corrente que flui no indutor, sdo deduzidas equagdes diferenciais de primeira ordem no tempo para
configuracdes gerais das linhas CL e a dual LC. As equagdes assim deduzidas permitem a analise transitoria das
linhas sendo excitadas por um pulso de forma arbitraria. Investigam-se as propriedades de propagagdo no regime
estacionario senoidal, sendo discutidas as caracteristicas de dispersdo e identificando-se as bandas de frequéncia
e atraso de grupo, na faixa de frequéncias de 100 kHz a 1 MHz.
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Figura 1. Linhas de Topologia (a) LC e (b) CL.

2 Equacdes de Circuito
2.1 Linha LC (Right Handed)

A Figura 1(a) mostra uma linha LC geralizada, onde as variaveis de estado consideradas sdo a corrente /; no
indutor da se¢do k ¢ a correspondente carga O, armazenada no capacitor da se¢do k. De importancia do ponto de
vista numérico, foram adotadas estas variaveis de maneira que as equagdes diferenciais para esta linha sejam
todas de primeira ordem. Considera-se ainda uma linha com perdas, onde cada indutor tem uma resisténcia
associada rp x, cada capacitor tem uma resisténcia rc € o gerador tem uma resisténcia ri.

As equacdes a seguir foram generalizadas para qualquer nimero N de sec¢des k. Para a linha LC, as equacdes de
circuito sdo escritas para trés categorias de sec¢des: inicial, intermedidrias e final. Cada uma destas secdes

corresponde a duas equagdes, conforme apresentado a seguir:

Secao Inicial:

dl, Vi 1 TLk+1 TC.k O = Ok

Tk s s (1) 7 JL Yy Ay S~ SA N 4a

a I L (x) L (x) L, g = Ir+1) LGy (4a)
doy

a9 _, 4b
it (4b)

onde k = 1 e V, representa a tensdo de entrada, podendo ser um sinal senoidal, ou uma forma arbitraria de pulso
(trapezoidal, triangular, etc.)

Secao Intermediaria:

dl r T je 7, - —
T 0 Py A AT P (s
dt L, L, L, L,C,, L,C,

d

%:Ik; k=23,.,N-1 (5b)

Secao Final:

dil Lk TC, k-1 C,k 1

_k:__(lk)_ (Ik—l_lk)_ (Ik)+Qk 1 Qk _ Qk (63)
dt Lk Lk Lk Lka—l Lka

aoy

ko k=N 6b
df k ( )

2.2 Linha CL (Left Handed)

A Figura 1(b) mostra uma linha CL generalizada, onde as equagdes deduzidas aplicam-se a qualquer nimero N
de sec¢des k. Diferentemente do caso anterior, nesta topologia a corrente que flui no ramo shunt L-r; de cada
sec¢do ¢ descrita por uma Unica equagao:

d]k VY I N ry

ks s oSy L (1)-Isy - 10a
i "1 1 B W) e On (10a)
doy

=k _g 10b
a k (10b)
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onde Is;e (s, sao fungdes recursivas definidas como

FC N
ISk =ISk71 +T Z Ij,COIl’lIS():O (lla)
j=k
N
2 0;
Os = Osp1 + JZkC , com Qsp=0 (11b)
k“k

3 Relagoes de Dispersio
3.1 Linha LC

Para andlise no regime senoidal da linha periédica com rcy= rc, 1= 11, C),= C e Ly= L, e considerando a
variagdo espago temporal exp[—i(@t — fn)], onde n = x/ p com x denotando a posi¢do de um nd em relagdo a
fonte e p representando o comprimento hipotético da célula unitaria, e portanto exp(if) indica a mudanca de
fase através de cada célula, as equagdes para a tensdo e corrente na linha LC (Fig. 2) so

CUr =0
Uy = Vi =g = L) = Vi = I (1= €Pyre
! (12)
O =T I
Vk—l - Vk ZLI’k-H"L[k
enotando que [', = —iwl, e I;4; =17, as equagdes passam a apresentar a forma
I,(1-ePY1-iwreC)=—iaCV, (13a)
Ve -1)=1,(r; —icl) (13b)
e combinado (13a) e (13b) chega-se a relacdo de dispersao
0’LC+iwr,C =4sen*(B12)(1—iwrcC).
(13¢)
Para uma linha LC sem perdas (rc = 0, rp = 0), (13¢) reduz a
@?LC = 4sen*(B/2) (13d)

onde o fator de fase [ ¢ real para @ < 2600 ,onde @y =1/+LC , e torna-se complexo, P=r+ia(w) quando

@ > 2@\ como ilustra a Figura 4.
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Figura 4. Diagrama de dispersio para uma linha periédica LC.
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Notando que 4sen2(ﬂ /2)=2—- TP ol , determina-se a parte imaginaria de j (Fig. 4)

2
a(@)=21n %+ (@j -1 (13¢)

3.2 Linha CL

Analogamente ao caso anterior, escrevendo as equagdes para tensdo e corrente na linha CL (Fig. 3)

' 1 ] 1] Q i+1
Vie=Vi =Ly =Ly ) +r (I =1 k+1):%+”clj+1
0 (14a)
Viat =Vi=LU' L)+ (1) = ?]Jr rel;
chega-se a
1—
@*LC +ior,C =+FCC (14b)
4sen”(S/2)
que no caso sem perdas se reduz a
! ! (14c)

C=TJLC 25en(B12)

A presenga do sinal negativo (oriundo da ambiguidade de sinal & da raiz quadrada) ¢ justificada ao se examinar

(14¢) no limite f << 1, quenoslevaa S =x1/wvLC ,bsendo B/p aconstante de propagacdo da presente linha
CL de elementos concentrados. Mas da teoria de linhas de transmissdo (Ramo et al., 1965), sabemos que if,
relaciona-se com as imitincias da linha por pg=iyzZy . No presente caso, Z =1/(-iwC) e Y=1/(-iwl) e,
portanto, [ =i L

— = no limite f << 1.
oC oL oJLC

Desta forma, a relacdo de dispersdo da linha CL satisfaz as condigdes de onda regressiva e que apresenta
velocidade de fase negativa, como ilustrado na Figura 5. No intervalo de frequéncia @ > @ /2, f é puramente

real representando propagagdo sem atenuagdo no sistema; quando @ < @y/2, S é complexo, com parte
imaginaria,

1 [
b(a))=2ln{2w/w0+ o) —1} (14d)

indicando atenuagdo sem dissipagao de energia.
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Figura 5. Diagrama de dispersio para uma linha periédica CL.
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4 Resultados

Os resultados a seguir referem-se a sinais que se propagam em linhas periddicas CL e LC submetidas a excitacdo
por um sinal puramente senoidal de 1 V de amplitude. Inicialmente, considera-se o caso de baixa perdas (r; = .
=r1c=0,001 Q) e 10 segdes com imitancias L= C = 1", o que corresponde a uma frequéncia critica (ou de corte)

fo (= 0y/21) = 160 kHz.
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Figura 6. Sinal no né # 8 em uma linha CL com: (a) f=400 kHz; (b) f=350 kHz e (c) f =450 kHz.

Excitando-se a linha CL com um sinal senoidal de 400 kHz (> f(/2) observa-se que o sinal transmitido cresce

indefinidamente, conforme mostra a Figura 6(a) para o n6 #8. Por outro lado, reduzindo a frequéncia para 350
kHz ou elevando-a para 450 kHz o sinal transmitido passa a ser modulado, como ilustram a Figura 6(b) e 6(c),
respectivamente.
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Figura 7. Sinal no n6 # 8 em uma linha CL de 10 se¢des com excitacio de 400 kHz.
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Figura 8. Sinal no n6 # 8 em uma linha LC de 10 se¢des com excitacido de 220 kHz.

Mantendo a frequéncia de excitag@o ressonante de 400 kHz, mas incluindo resisténcias dissipativas (rs = rc = rcp
=0,05 Q) e 10 se¢des com imitancias L = C = 7', o sinal que antes crescia indefinidamente [Fig. 6(a)], torna-se
agora estabilizado em 0,7 V (Fig. 7). O processo de saturagdo de amplitude também ocorre para a linha LC
submetida a uma excitagao de 220 kHz (<2f;), como mostrado na Figura 8.

A seguir, consideram-se sinais propagando-se em uma linha CL com 20 se¢des e com imitancias L = 1uH, C =

1uF. Para uma linha de baixa perdas considera-se (ry = ric = rcp = 0,001 Q) e para uma linha com perdas
considera-se (r; = rc = rcp = 0,05 Q).
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Figura 9. (a) Linha CL sem perdas e com sinal de excitacio de 250 kHz e (b) Linha CL com perdas (r; =1,
=rc = 0,05 Q) com 20 secdes e sinal de excitacao de 200 kHz.

A Figura 9(a) mostra a variagdo temporal de sinais propagando-se em uma linha CL sem perdas e sendo excitada
por um sinal de 250 kHz. As cores preta, vermelha, verde e azul correspondem respectivamente aos nos #0, #1,
#3 e #5, onde os sinais sdo calculados. Nota-se que o sinal azul (n6 #5) atinge o pico positivo (¢ = 0,3 us) antes
dos outros sinais correspondentes as posi¢des anteriores {0, 1 ¢ 3} e que se acham mais proximos da fonte
excitadora. Este ¢ um fendmeno de avango de fase em uma linha CL, ficando claramente demonstrado pela
posigdo do pico do sinal azul em 3 ps, antes dos outros sinais, que somente atingem os respectivos picos depois
de 3,5 ps. Situagdo semelhante ¢ mostrada na Figura 9(b) que apresenta uma variagdo temporal de sinais
propagando-se em uma linha CL com perdas e excitada por um sinal de 200 kHz. Nota-se que os sinais
distorcem-se nos instantes iniciais (t < 2us) para que ocorra a sequéncia de pulsos de ordem decrescente {5, 3, 1,
0} em instantes posteriores a 8us, quando todos os sinais passam a apresentar varia¢ao senoidal.

A seguir, consideram-se sinais propagando-se em uma linha LC com 20 se¢des e com imitancias L = 1uH, C =
1uF. Para uma linha de baixa perdas considera-se (r; = r ¢ = rcp = 0,001 Q) e para uma linha com perdas
considera-se (r; = rc = rcp = 0,05 Q).
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Figura 10. (a) Linha LC sem perdas com 20 secdes e sinal de excitacio de 50 kHz e (b) Linha LC com
perdas (r; =ryc =rc, = 0,05 Q) com 20 secbes e sinal de excitacdo de 20 kHz.

A Figura 10(a) mostra a variagdo temporal de sinais propagando-se em uma linha LC excitada por um sinal de
50 kHz. As cores preta, vermelha, verde e azul correspondem respectivamente aos nos #0, #1, #3 e #5, onde os
sinais sdo calculados. Verifica-se que a velocidade de fase é positiva, sendo o atraso de fase na linha LC sem
perdas indicado claramente pela posicdo relativa dos picos, em que o sinal azul, por exemplo, atinge o primeiro
pico em 10us apds os sinais 0, 1 e 3 terem atingido seus respectivos picos. Para uma linha LC com perdas
excitadas com um sinal de 20 kHz [Fig. 10(b)] nota-se que este mesmo pulso azul (n6 #5) tera a menor
amplitude entre os pulsos da sequéncia {0, 1, 3}.

5 Conclusées
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Foram investigados fendmenos de propagacdo em linhas de transmissdo constituidas de células LC e CL. Para
tanto, usando a corrente no indutor e a carga armazenada no capacitor como variaveis de estado, um sistema de
equagdes de primeira ordem foi deduzido para cada topologia de linha (LC e CL) e resolvido numericamente
com auxilio do aplicativo Mathematica (Mathematica, v.5).

Considerando linhas periddicas, com ou sem perdas, em que indutores e capacitores idénticos repetem-se
periodicamente em cada se¢do, foram examinados os processos transitorios e de saturacdo que ocorrem nos
sinais quando excitados por uma fonte senoidal, ficando claramente demonstrado o avango de fase para sinais
que se propagam na linha CL. Discutiu-se que esta topologia satisfaz as condigdes para excitagdo de ondas
regressivas, como acontece em BWOs (“backward wave oscillator”). Ressalte-se que todos os circuitos
periodicos possuem um numero igual de harmonicas espaciais regressivas e progressivas, mas na linha CL ¢é o
modo fundamental que apresenta velocidade de fase negativa que ¢ associada a uma onda regressiva. Para a
topologia dual (ou complementar) LC foram discutidos exemplos que ilustram o significado de uma velocidade
de fase positiva.
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Apéndice

Apresentamos neste apéndice as equagdes implementadas no aplicativo Mathematica para a solugdo das
equagdes diferenciais que descrevem o comportamento temporal e a propagagdo de ondas de tensdo e corrente,
nas linhas duais RH (LC) e LH (CL).
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Equagdo para a 1 Segdo

Vs[t] Re[k] (qlk][t] -q[k+1][t]) RI1[k]

egi = Table[{i[k]'[t] = - (i[k][t] -i[k+1][t]) - £N - ifk][t],
Ls[k] Ls[k] Ls[k] Cs[k] Ls [k]
i[k][t]
alk]'[t] = ———}, {k, 1, 1}];
£N

Equagdo para as segdes intermedidrias

eqs = Table[{i[k]'[t] =

Relk-1] ) (qlk -1]1[t] -q[k][t]) Re[k] _
————— (ilk-1][t] -i[k][t]) + £N« - (L[k][t] -ilk+1][t]) -
Ls[k] Ls[k] Cs[k-1] Ls[k]
(alk][t] -alk+11[t])  Ri[k] ilk] [t]
* - ifk][t], qlk] '[t] = ———}, {k, 2, NN-1}];
Ls[k] Cs[k] Ls[k] £N

Equagdo para a dltima segdo

. Re[k-1] . (alk -1][t] -alk][t])
eqf = Table[{i[k] '[t] = ————— (i[k-1][t]-i[k][t]) + £Nx =
Ls[k] Ls[k] Cs[k-1]
Re[k] | (alk][t]) R1[k] ifk][t]
(i[k][t]) - £N % = i[k][t], a[k] '[t] = ——}, {k, NN, NN}];
Ls[k] Ls[k] Cs[k] Ls[k] £N

Figura Al. Equacdes implementadas no aplicativo Mathematica, para uma linha LC.

Definigdo das Fungdes Recursivas para Corrente e Carga

denq = Table[Ls[k] Cs[j], {j, 1, NN}];

. Re[3]] .
multi = Table| . {3, 1, NN} ];
Ls[k]
2nEt
Vs[t_] := Sin[—] (* time normalized to us %)
1.0106

i alillel
denq[[k]]

Qs[k_] := Qs[k-1] + fN«

NN
Is[k_] := Is[k-1] + multi[[k]] % Zi[j] [t]
j=k

Equagdo das Correntes e Cargas para N segdes

Vs[t] Rs

Ls[k] Ls[k]

R

1[k] ifk][t]
Ls[k]

*i[k][t] - Is[k] - Q@s[k], qlk] ' [t] = ———},
£N

NN
* D A[310¢E] -

j=k

egs = Table [{i[k]'[t] =

{k, 1, ¥N}];

Figura A2. Equacdes implementadas no aplicativo Mathematica, para uma linha CL.

Note que os elementos do circuito sdo indexados para quaisquer valores de Ry, R¢, Ry, Ly ,Ci em cada célula
unitaria. As condigdes iniciais sdo: [; (0) =0 ¢ O, (0) = 0.

Os graficos abaixo comparam as solugdes obtidas para a tensdo no ponto 11, nos Aplicativos Circuit Maker
(CircuitMaker 2000) e Mathematica, respectivamente, para uma Linha RH com carga. Para este exemplo os
elementos do circuito sdo: rc = 1Q, rp = 1Q, ry=1Q, Ly =1 pH, C, =1 pH, f= 200 kHz, e as condigdes iniciais
sdo: [; (0) =0e O, (0)=0.

3.000mv 58 /—\.\

2.500mv. * . /" el ‘\ J
2.000mv
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Figura A3. Comparacao entre as solucdes obtidas para o né #11 de uma linha LC com carga r;,q = 1 ohm
com os aplicativos CircuitMaker e Mathematica, respectivamente.
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