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APLICAÇÃO DO CONTROLADOR MISTO H2/H∞ NO

CONTROLE DA ATITUDE DE UM MICROSSATÉLITE
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• Ao meu orientador Professor Luiz Carlos Gadelha, que sempre me motivou

e com toda boa vontade tirou todas as minhas dúvidas.
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RESUMO

O projeto de um sistema de controle de atitude de um satélite é de suma impor-
tância para o sucesso das missões espaciais, e tem como objetivo realizar manobras
angulares para manter uma orientação espećıfica. Devido as limitações financeiras
das missões espaciais, constelações de satélites pequenos seriam uma escolha econo-
micamente viável. No entanto, o sistema de controle de atitude de microssatélites
é mais vulnerável às incertezas devido às variações do momento de inércia. Saté-
lites artificiais estão sujeitos a dois tipos de incertezas: incerteza estruturada, que
representa a incertezas de alguns parâmetros e a incerteza não estruturada, que está
relacionada aos erros de modelagem. Essas incertezas devem ser levadas em con-
sideração no projeto do sistema de controle, pois este pode perder desempenho e
robustez. Para o caso de microssatélites com massa menor que 100kg a atitude é
muito senśıvel a perturbações externas e as variações no momento de inércia. Diante
de perturbações e incertezas, surge a necessidade de projetar um controle que seja
robusto e ao mesmo tempo mantenha um bom desempenho. A proposta deste tra-
balho é a modelagem de um microssatélite e o estudo do controlador misto H2/H∞
via LMI e com alocação regional de pólos.
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ABSTRACT

The design of the satellite attitude control system is paramount to the success of
the space missions that aims to perform angle maneuver and to maintain a specific
orientation. Due to the space missions limited budget, small satellite cluster or con-
stellation would be an economical choice. From risk-sharing viewpoint, a number of
smaller satellites have a significant reliability advantage over a bigger one. However,
microsatellite attitude control system design becomes more vulnerable to uncertainty
disturbances due to moment-of-inertia variation as the satellite has great decrease in
size and weight. Artificial satellites are subject to two kinds of uncertainty: structure
uncertainty that represent some satellite parameter variation and the unstructured
uncertainty, which represent some kind of the satellite model error. These uncer-
tainty must be considered into the design of satellite attitude control, because the
lost of robustness and performance. For microsatellite with mass less than 100kg the
attitude is more sensitive to external disturbance and the moment-of-inertia varia-
tion. The purpose of this work is to model a microsatellite and to perform a mixed
H2/H∞ Control via LMI optimization with regional pole placement.
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4.7 Valor singular do ângulo de pitch com incerteza. . . . . . . . . . . . . . . 40

4.8 Planta com incerteza para roll e yaw . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.9 Representação da TLF do sistema com incertezas. . . . . . . . . . . . . . 45

5.1 Estrutura do filtro de Kalman. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2 Diagrama de blocos do LQG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.3 Estrutura do LQG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.1 Sistema G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.2 Sistema G com o controlador K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

6.3 configuração do H2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.4 Estrutura do LQG na configuração geral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.5 Configuração do H∞. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2

(γ = 100). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

7.17 Sinal de controle aplicado para estabilizar o ângulo de roll referente à uma
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1 INTRODUÇÃO

Os primeiros satélites a serem lançados eram pequenos, por causa das limitações

da tecnologia de satélites e da capacidade dos véıculos lançadores. Após alguns anos,

devido a demanda e com o avanço da tecnologia dos véıculos lançadores, o tamanho

dos satélites foi aumentando. Atualmente o tamanho dos satélites estão diminuindo,

pois com o avanço da tecnologia é posśıvel construir satélites pequenos capazes de

realizar missões complexas. Um satélite pequeno também é mais economicamente

viável.

Os microssatélites são muito importantes em várias missões espaciais, tais como

posicionamento e localização, observação da terra ( GRASSI et al., 1995 ), coleta de

dados atmosféricos ( SAHRAOUI et al., 1998 ), experimentos cient́ıficos (WOLFE et al.

, 1989 ) e comunicação (MUNCHEBERG , 1996 ).

Para se se alcançar a precisão nos requerimentos de desempenho de apontamento,

é necessário aplicar um controle de atitude nos três eixos do microssatélite, o que

resulta em sistema de controle multivariável.

Para véıculos espaciais de órbitas baixas (LEO) abaixo de 1000km de altitude, o

torque de gradiente de gravidade, torque aerodinâmico, e o torque devido ao campo

magnético da terra são as perturbações mais influentes. Alguns equipamentos que se

movem no satélite, tais como câmeras, antenas, telescópio e painéis solares podem

causar uma pequena mudança no momento de inércia. Para microssatélites com

massa menor que 100kg o momento de inércia geralmente é menor que 20kgm2, o

que torna a atitude mais senśıvel às perturbações e às variações no momento de

inércia (WERTZ; LARSON , 1989 ).

Na literatura encontram-se várias aplicações de técnicas de controle no projeto

do sistema de controle de um véıculo espacial. Cada técnica de controle aplicada

deve atingir as especificações do sistema a ser controlado. No entanto para que essas

especificações sejam atingidas é necessário fazer algumas aproximações que muitas

vezes deixam o modelo muito simplificado não correspondendo com a realidade.

Neste trabalho é discutido sobre controle moderno, mostrando como se dá o pro-

jeto dos controladores LQR (Linear Quadratic Regulator), LQG (Linear Quadratic

Gaussian), LQG/LTR (LQG Loop Transfer Recovery) para posteriormente mostrar

que esses controladores são casos especiais do controlador H2.

Este trabalho se justifica a partir de outras abordagens para o problema, tais
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como: no artigo (MARTINS-FILHO et al., 2005 ) é projetado um controlador LQG para

um satélite de grande porte, no qual os atuadores usados são jatos de gás. No artigo

(SHOW et al. , 2002 ) é projetado um controlador PID robusto para o controle de

atitude de um véıculo espacial, no qual é considerado uma dinâmica não linear e

incertezas, já no trabalho de Pittelkau (1992 ) é projetado um controlador LQG

para controle do ângulo de pitch de um satélite no qual os torques externos são

modelados como sendo uma constante mais uma senóide, e inseridos nas equações

do sistema, e no trabalho ( LAHDHIRI, 1993) é feito o mesmo, porém os torques

externos não são modelados, mas são tratados como um rúıdo branco.

Esses artigos muitas vezes se omitem quando o assunto a ser tratado é a atenuação

da perturbação, atenuação dos rúıdos e incertezas paramétricas. O controlador misto

H2/H∞ fornece uma abordagem sistemática para tratar desse tipo de problema.

Controle robusto é ideal para a analise e śıntese de sistemas de controle com

incerteza e perturbação. Os controles H2 e H∞ são as duas principais correntes na

teoria de controle robusto ( ZHOU et al., 1996 ). A interpretação no domı́nio do tempo

da norma H2 é a medida do valor quadrático médio do sinal de sáıda dirigido por

um impulso unitário ou um rúıdo branco, e a norma H∞ é a medida da estabilidade

robusta com respeito à incerteza estabelecida no domı́nio da frequência que repre-

senta o pior caso de atenuação de uma entrada senoidal. Assim a combinação do

controle H2 e H∞, chamado de controle misto H2/H∞, foi primeiro introduzido por

Bernstein e Haddad (1989 ) que minimiza a norma H2 de alguma função em malha

fechada sujeita a um v́ınculo dado pela norma H∞ de alguma outra função em malha

fechada. Khargonekar e Rotea (1991 ) consideraram os problemas de realimentação

de estados e de sáıda para o controle misto H2/H∞ e usaram uma abordagem de oti-

mização convexa para resolver as equações matriciais de Riccati não linear. Scherer

(1995 ) utilizou a parametrização de Youla para os requerimentos de desempenho

medidos pelas normas H2 e H∞ e reduziu o problema de controle H2/H∞ a uma

sequência do problema de otimização convexa de dimensão finita.

Nos últimos anos tem-se desenvolvido algoritmos numéricos para resolver pro-

blemas do tipo LMI(Linear Matrix Inequality), e a abordagem da LMI tem surgido

como uma ferramenta muito útil para resolver uma ampla variedade de problemas

de controle. Chilali e Gahinet (1996 ) resolveram o problema de controle H2/H∞

com a alocação de pólos via LMI. Scherer (1995 ) apresentou uma visão geral da

abordagem LMI para a śıntese do controle misto H2/H∞ para controladores com

realimentação de estados e realimentação de sáıda. Na verdade, LMIs podem ser re-
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solvidas por algoritmos de otimização de ponto interior como descrito na referência

(BOYD et al. , 1994 ). Por outro lado, software como MATLAB possui ferramentas

que podem resolver problemas de controle via LMI de maneira eficiente (GAHINET

et al. , 1995).

A proposta deste trabalho é desenvolver um controlador misto H2/H∞ com

realimentação de sáıda para controlar a atitude de um microssatélite que orbita a

terra sujeito às perturbações externas e incertezas no momento de inércia. Neste

trabalho o controlador H2/H∞ é projetado usando a função hinfmix que oferece

um algoritmo de solução de LMIs usando o método dos pontos interiores, e fornece

um controle por realimentação de sáıda. Além do mais é considerado a técnica de

alocação de pólos em regiões LMI, que também é realizada com a função hinfmix.
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2 DINAMICA DA ATITUDE DE MICROSSATÉLITES

A orientação de um satélite, isto é, a direção para a qual o satélite aponta é denomi-

nada de atitude. Compreender como se dá este movimento de atitude é importante

para prever o comportamento do satélite, e a partir dáı desenvolver um controlador

robusto para controlar a sua atitude. Neste caṕıtulo será mostrado o desenvolvimento

das equações de Euler, que são as equações de movimento de um corpo ŕıgido, que

nesse caso é um microssatélite.

2.1 Representação da atitude

A atitude de um corpo ŕıgido é a sua orientação em relação a um referencial, e

pode ser descrita como uma rotação usando os ângulos de Euler ( TEWARI, 2007 ;

WERTZ; LARSON , 1989 ).

2.1.1 Sistemas de Referencia

Para representar a atitude de um corpo ŕıgido é necessário definir vários sistemas

de referências. Esta seção apresenta alguns sistemas que são mais comuns quando

se trata de satélites (BRENDO , 2005 ).

2.1.2 Referencial Inercial Celeste

O referencial inercial celeste é um sistema de referência no qual as leis de Newton

são válidas. Esse referencial está fixo no espaço e a sua origem é o centro da terra

com eixo z apontando para o polo norte. O eixo x aponta para o equinócio vernal, o

ponto onde o plano da órbita da terra em torno do sol cruza o Equador indo do sul

para o norte, e o eixo y é determinado pela regra da mão direita ( TEWARI, 2007 ;

WERTZ; LARSON , 1989 ).

2.1.3 Referencial Vertical Local Horizontal Local (VLHL)

O referencial VLHL se move com o satélite e é conhecido como sistema de

coordenadas do satélite. O eixo z aponta na direção da terra, o eixo y aponta na

direção normal ao plano da órbita e o eixo x é determinado pela regra da mão direita,

e aponta na direção do movimento ao longo da trajetória da órbita e é perpendicular

ao vetor radial.
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2.1.4 Referencial do Corpo

O referencial do corpo é um sistema de referência que tem sua origem no centro

de massa do satélite e nesse caso os eixos x, y e z coincidem com os eixos principais

de inércia. O eixo z é apontado para a terra, o eixo y na direção normal a órbita

e o eixo x é determinado pela regra da mão direita. Quando esse referencial está

alinhado com o referencial VLHL diz-se que o ângulo de atitude é de 0o em roll,

pitch e yaw. A variação desse referencial em relação ao referencial VLHL é o que

descreve a atitude do satélite.

2.1.5 Sensores de atitude

Sensores de estrela são projetados para ser um sensor de atitude sofisticado que

determinam a atitude de um satélite precisamente. Há uma variedade de sensores de

atitude, mas os sensores de estrela oferecem um melhor desempenho quando compa-

rados com outros sensores. Os sensores solares e os sensores de terra são limitados em

suas ordens de operação, magnetômetros exigem satélites sem componentes magné-

ticos e são limitados a órbitas baixas, e GPS são limitados em seu ângulo de operação

e altitude orbital. Sensores de estrela, no entanto, oferecem informações de três ân-

gulos, uma ordem de operação ampla, habilidade de operar em qualquer órbita, não

depene de dispositivos adicionais de navegação, e possui uma boa precisão.

Os sensores de estrela são os sensores mais precisos atualmente. O seu grau de

precisão pode chegar a 1 arco de segundo. Eles ficam fixos nos satélites, são pequenos

e leves. Infelizmente eles são muito complexos, sua operação necessita de algoritmos

complicados e possui um preço muito elevado. Porém dependendo da missão, é mais

vantajoso usar o sensor de estrela pelo seu grau de precisão.

2.1.6 Ângulos de Euler

Existem várias maneiras de representar a atitude/orientação de um satélite. Uma

orientação geral de um satélite no espaço pode ser obtida usando sucessivas rotações

em torno dos eixos do referencial VLHL. O mı́nimo número de rotações necessárias

para especificar uma rotação, que são os graus de liberdade, é três ( TEWARI, 2007 ).

Esta maneira de representar a atitude por três ângulos é chamada de representação

por ângulos de Euler Θ = [ ψ θ φ ]T .

Considere que o referencial VLHL possui os seguintes vetores unitários

{a1, a2, a3}, com a1 na mesma direção do movimento orbital do microssatélite, a3

apontando para a terra e a2 na direção determinada pela regra da mão direita. Para
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descrever a orientação do referencial do corpo, que tem os vetores unitários {i, j,k},
com respeito ao referencial VLHL em termos dos três ângulos de Euler, são aplicadas

as seguintes rotações dos ângulos de Euler ( YANGA; SUN, 2005)

• Rotacionar o referencial {a1, a2, a3} em torno de a3 por um ângulo ψ,

resultando assim o refencial {a′1, a′2, a′3};

• Rotacionar o referencial {a′1, a′2, a′3} em torno de a′2 por um ângulo θ, re-

sultando assim o refencial {a′′1, a′′2, a′′3};

• Rotacionar o referencial {a′′1, a′′2, a′′3} em torno de a′′1 por um ângulo φ,

resultando assim o refencial {i, j,k};

Resultando assim na seguinte matriz de rotação

R1(φ)R2(θ)R3(ψ) =




cθcψ cθsψ −sθ
sφsθcψ − cφsψ sφsθsψ + cφcψ sφcθ

cφsθcψ + sφsψ cφsθsψ − sφcψ cφcθ


 . (2.1)

Sendo sφ ≡ senφ e cφ ≡ cosφ. Os ângulos φ, θ e ψ, são chamados de roll, pitch e

yaw.

2.2 Equações da dinâmica

Considerando um corpo ŕıgido se movimentando em um referencial inercial, pode-

se descrever o movimento do corpo como um movimento de translação do seu centro

de massa, junto com o movimento rotacional do corpo em torno de algum eixo que

passa no seu centro de massa. Dessa forma, pode-se determinar a seguinte operação

em um dado vetor ~A

d

dt
~A |I=

d ~A

dt
|B +~ω × ~A, (2.2)

que mostra que a variação temporal de um certo vetor ~A observado em um referencial

fixo (I: inercial nesse caso) é igual a variação temporal do vetor ~A como observada

em um referencial que gira com uma velocidade ~ω (B: referencial do corpo), mais

um termo dado por: ~ω × ~A (SIDI , 1997).

Na figura 2.1 é suposto que três eixos ortogonais e unitários i, j e k estão loca-

lizados no centro de massa do corpo, e estão alinhados com os eixos do referencial.
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Figura 2.1 - Movimento rotacional de um corpo ŕıgido.

Para uma part́ıcula mi no corpo B, ~Ri = ~R0 + ~ri, tal que

~̇Ri = ~̇R0 + ~̇ri + ~ω × ~ri,
~̇Ri = ~v0 + ~vi + ~ω × ~ri, (2.3)

sendo ~ω a velocidade angular do corpo B com respeito ao referencial inercial. O

momento angular da part́ıcula mi é (SIDI , 1997)

~hi = ~ri ×mi
~̇Ri,

~hi = ~ri ×mi( ~̇R0 + ~̇ri + ~ω × ~ri). (2.4)

No entanto, por definição tem-se que ~̇ri = 0 em um corpo ŕıgido. Dessa forma, tem-se

o seguinte resultado

~hi = ~ri ×mi( ~̇R0 + ~ω × ~ri),
~hi = −~v0 ×mi~ri + ~ri ×mi(~ω × ~ri). (2.5)

Para encontrar o momento angular do corpo como um todo, faz se necessário somar

as componentes dos momentos de todas as part́ıculas de massa:

~h =
∑

mi

−~v0 ×mi~ri +
∑

mi

~ri ×mi(~ω × ~ri),

~h = −~v0 ×
∑

mi

mi~ri +
∑

mi

~ri ×mi(~ω × ~ri). (2.6)

Visto que o momento angular em torno do centro de massa é nulo, pois se está
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trabalhando com um corpo ŕıgido :
∑

mi
mi~ri = 0. Finalmente:

~h =
∑

mi

~ri × (~ω × ~ri)mi. (2.7)

Para o caso de um corpo ŕıgido com uma distribuição cont́ınua de massa,

considera-se que a part́ıcula de massa mi seja a massa ρdV de um pequeno ele-

mento de volume dV , sendo o escalar ρ a densidade de massa no ponto. Somando

sobre todo o volume do corpo ŕıgido cada elemento infinitesimal, obtém-se a seguinte

integral

~h =

∫

V

ρ~r × (~ω × ~r)dV. (2.8)

sendo ~r o vetor posição do elemento de volume dV .

Após realizar os produtos vetoriais na equação acima, obtém-se

~r × (~ω × ~r) =

[
ωx(y

2 + z2)− ωy(yx)− ωz(xz)

]
i

+

[
ωy(x

2 + z2)− ωx(xy)− ωz(yz)

]
j (2.9)

+

[
ωz(x

2 + y2)− ωz(xz)− ωy(yz)

]
k.

Os momentos de inércia são definidos da seguinte maneira

Ixx =

∫

V

r(y2 + z2)dV,

Iyy =

∫

V

r(x2 + z2)dV , (2.10)

Izz =

∫

V

r(x2 + y2)dV,

defini-se também os produtos de inércia

Ixy = Ixz =

∫

V

rxydV,

Ixz = Izx =

∫

V

rxzdV , (2.11)

Iyz = Izy =

∫

V

ryzdV.
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Usando a equação (2.8) e as definições (2.10)-(2.11), o momento angular pode ser

escrito da seguinte maneira:

~h =

[
ωxIxx − ωyIxz − ωzIyx

]
i +

[
ωyIyy − ωxIyx − ωzIyz

]
j +

[
ωzIzz − ωzIzx − ωyIzy

]
k

= hxi + hyj + hzk, (2.12)

~h é o vetor momento angular do corpo ŕıgido.

Definindo o vetor velocidade angular como: ~ω = [ ωx ωy ωz ]T a equação (2.12)

pode ser escrita na seguinte forma matricial

~h =




Ixx −Ixy −Ixz
−Iyx Iyy −Iyz
−Izx −Izy Izz






ωx

ωy

ωz


 = [I]~ω. (2.13)

Por simetria, é deduzido que Ixy = Iyx, Ixz = Izx e Iyz = Izy. A matriz [I] é o tensor

de inércia, ou matriz de inércia.

2.2.1 Energia Cinética Rotacional de um Corpo Rı́gido

Considera-se um corpo ŕıgido se movendo no espaço com um conjunto de eixos

cuja a origem coincide com o centro de massa do corpo. A energia cinética é dada

por ∆T = 1
2
v2∆m ( TEWARI, 2007 ). De acordo com a figura e a equação 2.2, tem-se

que

~vi = ~v0 + ~ω × ~ri.

a velocidade ao quadrado é dada por

v2
i = ~vi · ~vi = v2

0 + 2~v0 · (~ω × ~ri) + (~ω × ~ri) · (~ω × ~ri).

A energia cinética é dada por

T =
1

2

∫

M

v2dm =
1

2

∫
v2

0dm+
2

2

∫
~v0 · (~ω × ~r) +

1

2

∫
(~ω × ~r) · (~ω × ~r)dm

=
1

2
v2

0M + ~v0 · ~ω ×
∫
~rdm+

1

2

∫
(~ω × ~r) · (~ω × ~r)dm

= Ttransl + ~v0 · ~ω × 0 +
1

2

∫
(~ω × ~r) · (~ω × ~r)dm

= Ttransl + Trot. (2.14)
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Por definição o movimento angular é em torno do centro de massa do corpo ŕıgido,

então
∫
~rdm = 0. Dessa forma a equação acima é reescrita da seguinte maneira

Trot =
1

2

∫

M

(~ω × ~r) · (~ω × ~r)dm

=
1

2

∫

M

[(ωxz − ωzy)2 + (ωzx− ωxz)2 + (ωxy − ωyx)2] (2.15)

Após realizar a integral sobre a massa M do corpo e usar as definições de momentos

de inércia e produtos de inércia, encontra-se o seguinte resultado

Trot =
1

2
[(ω2

xIx + ω2
yIy + ω2

zIz − 2ωyωxIyx − 2ωyωzIzy − 2ωzωxIzx]

=
1

2
[ωx(ωxIx − ωzIzx − ωyIyx) +

+ωy(ωyIy − ωzIyz − ωxIyx) + ωz(ωzIz − ωyIzy − ωxIzx)]. (2.16)

Que pode ser escrito da seguinte forma matricial

Trot =
1

2
~ωT [I]~ω. (2.17)

Pode-se observar que a energia rotacional é expressa em termos da matriz de

inércia e que juntamente com momento angular descrevem o movimento rotacional

do corpo ŕıgido.

2.2.2 Referencial Principal do Corpo

O problema a ser resolvido agora é transformar a matriz de inércia (2.13) em uma

matriz diagonal. O referencial do corpo usado para derivar as equações de Euler pos-

sui uma orientação arbitrária relativa ao corpo ŕıgido. Existem infinitas maneiras em

que os eixos podem ser fixados no centro de massa do corpo. Uma grande simplifica-

ção acontece nas equações de Euler quando se escolhe uma orientação particular do

referencial do corpo relativo ao corpo ŕıgido tal que os produtos de inércia se tornam

zero. Esse referencial é chamado de referencial principal do corpo ( TEWARI, 2007

). A matriz de inércia calculada nesse referencial é uma matriz diagonal, Ip. Para

calcular um conjunto de eixos unitários no referencial principal ip, jp e kp a partir

de um referencial do corpo arbitrário, i, j e k é necessário fazer uma transformação
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através da matriz de rotação definida como




i

j

k


 = Cp




ip

jp

kp


 . (2.18)

A relação entre um vetor calculado no referencial principal e o mesmo vetor

calculado em referencial do corpo arbitrário é feita através da matriz de rotação Cp.

O vetor velocidade angular pode ser denotado por

~ω = Cp~ωp. (2.19)

Visto que não há mudança na energia cinética causada por uma transformação de

coordenadas, a equação (2.17) pode ser escrita da seguinte forma

Trot =
1

2
~ωTp [I]p~ωp. (2.20)

Substituindo a equação (2.19) na equação (2.20), e comparando os termos ambos os

lados da equação, tem-se

~ωTp [I]p~ωp = ~ωT [I]p~ω = ~ωTp C
T
p [I]pCp~ωp, (2.21)

aplicando a condição de ortogonalidade da matriz de rotação, obtém-se

[I]p = CT
p [I]Cp. (2.22)

Visto que [I]p é diagonal, os seus elemento da diagonal são os autovalores de [I]

( TEWARI, 2002 ), e os autovetores de [I] são as colunas de Cp. Ressaltando que os

elementos da diagonal são os momentos principais de inércia.

No decorrer do trabalho será usado apenas o referencial principal do corpo e não

será usado o ı́ndice subscrito p.

2.2.3 Equações de Movimento para a Atitude de um Satélite

No presente trabalho o microssatélite está equipado com três rodas de reação,

uma em cada eixo, que serão usadas como atuadores ao se projetar o sistema de

controle. Também será levado em consideração a ação dos torques de perturbação

externa, tais como: torque de gradiente de gravidade, aerodinâmico e magnético.

Dessa forma, as equações de Euler que serão derivadas devem considerar todos os
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torques produzidos por essas perturbações externas e internas.

~T = ~̇hI = ~̇hB + ~ω × ~h. (2.23)

Essa é a equação de movimento de Euler. O ı́ndice subscrito I indica que a

derivada acontece no referencial inercial e o ı́ndice subscrito B indica que a derivada

acontece no referencial do corpo. O torque ~T será dividido em duas partes: ~Tc, que

serão os torques de controle; e ~Td, os torques externos provenientes de fenômenos

naturais. O torque total será dado por ~T = ~Tc + ~Td.

O momento angular do sistema por completo é dado pelo momento angular do

corpo ŕıgido hB = [ hx hy hz ]T e o momento angular das rodas de reação hw =

[ hwx hwy hwz ]T sendo o momento angular total dado por ~h = ~hB + ~hw. Com

essas definições e usando a equação 2.12 as equações de movimento se tornam

~T = ~Tc + ~Td = [ḣx + ḣwx + (ωyhz − ωzhy) + (ωyhwz − ωzhwy)]i
+[ḣy + ḣwy + (ωzhx − ωxhz) + (ωzhwx − ωxhwz)]j (2.24)

+[ḣz + ḣwz + (ωxhy − ωyhx) + (ωxhwy − ωyhwx)]k.

Aqui i, j e k são os vetores unitários dos eixos do referencial do corpo. Essa equação

é a equação completa do movimento de atitude de um satélite.

2.2.3.1 Torque de Gradiente de Gravidade

Se o campo gravitacional for uniforme sobre o corpo, o centro de massa se torna

o centro de gravidade, e o torque gravitacional sobre o centro de massa é zero. No

espaço, o campo gravitacional não é uniforme, e as variações resultantes na força

gravitacional (em magnitude e direção) sobre o corpo leva, em geral, ao torque

gravitacional em torno do centro de massa.

Considere um corpo β, não necessariamente ŕıgido, imerso no campo gravitacio-

nal, como mostrado na figura 2.2, onde β representa o véıculo espacial. O campo é

devido a outros corpos, e ρn é a posição de dm com respeito a dmn em βn. Os corpos

βn representam a fonte gravitacional.

A força gravitacional em dm é dada por

d~f = −Gdm
N∑

n=1

∫

βn

~ρndmn

ρ3
n

, (2.25)
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Figura 2.2 - Representação de um corpo ŕıgido imerso no campo gravitacional.

onde ρn é a magnitude de ~ρn e G é a constante gravitacional.

G = 6, 67× 10−11N ·m2/Kg2. (2.26)

Portanto a força gravitacional e o torque (em torno de O) em β são

~f =

∫

β

d~f = −G
N∑

n=1

∫

βn

∫

β

~ρndmndm

ρ3
n

, (2.27)

~g0 =

∫

β

~r × d~f = −G
N∑

n=1

∫

βn

∫

β

~r × ~ρndmndm

ρ3
n

. (2.28)

Essas equações são muito gerais, as integrações múltiplas fazem com que o seu de-

senvolvimento seja praticamente imposśıvel sem fazer algumas considerações. Porém

após fazermos algumas considerações, os aspectos mais importantes para a análise

da dinâmica de atitude de um véıculo espacial poderão ser explorados.

Serão feitas quatro considerações que simplificarão as expressões para o torque

gravitacional. Duas se referem ao véıculo espacial e duas ao campo gravitacional:

• Apenas um corpo celeste (fonte gravitacional) será considerado.

• Esse corpo possui uma distribuição de massa esfericamente simétrica.

• O véıculo espacial é pequeno comparado com a sua distância em relação

ao centro de massa da fonte gravitacional.

• O véıculo espacial consiste de apenas um corpo.
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De acordo com as considerações acima, temos a figura 2.3

Figura 2.3 - Representação de um corpo ŕıgido imerso no campo gravitacional após algu-
mas considerações.

A primeira consideração permite que o somatório em (2.27) e (2.28) pode ser feito

para um único termo, então:

~f = −G
∫

β1

∫

β

~ρ1dm1dm

ρ3
1

, (2.29)

~gc = −G
∫

β1

∫

β

~r × ~ρ1dm1dm

ρ3
1

. (2.30)

A segunda consideração nos permite trocar a integração sobre βn por uma massa

pontual equivalente no centro de massa de βn. Dessa forma

~f = −Gm1

∫

β

~ρ1dm

ρ3
1

, (2.31)

~gc = −Gm1

∫

β

~r × ~ρ1dm

ρ3
1

. (2.32)

A terceira consideração pode ser traduzida como r/Rc � 1, onde r é a dimensão

do véıculo espacial e Rc é a distância entre o véıculo espacial e a fonte gravitacional.

Assim temos

~R = ~Rc + ~r. (2.33)
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A ultima consideração nos permite escolher, sem perda de generalidade, o centro

de massa do véıculo espacial como sendo nosso ponto de referência em β. Dessa

forma as equações podem ser escritas da seguinte maneira

~f = −Gm1

∫

β

~R

R3
dm, (2.34)

~gc = −Gm1

∫

β

~r × ~R

R3
dm. (2.35)

Substituindo a equação (2.33), nas equações (2.34) e (2.35), obtem-se

~f = −Gm1

∫

β

~Rc + ~r

R3
dm

~f = −Gm1

∫

β

~Rc

R3
dm, (2.36)

~gc = −Gm1

∫

β

~r × (~Rc + ~r)

R3
dm

~gc = −Gm1

∫

β

~r × ~Rc + ~r × ~r
R3

dm

~gc = −Gm1

∫

β

~r × ~Rc

R3
dm. (2.37)

O termo R−3, pode ser desenvolvido da seguinte maneira:

| ~R | = | ~Rc + ~r |,
(2.38)

que após algumas manipulações, chega-se no seguinte resultado

R−3 = R−3
c

(
1 +

2~Rc · ~r
R2
c

+
r2

R2
c

)−3/2

. (2.39)

Lembrando que r/R � 1, podemos desenvolver a equação anterior usando a

expansão binomial, que é dada por

(1 + xm) = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 + · · · (2.40)
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sendo x� 1

Dessa forma, tem-se que

R−3 = R−3
c

[
1− 3

(~Rc · ~r)
R2
c

+O

(
r2

R2
c

)
.

]
(2.41)

Substituindo (2.41), nas equações (2.36) e (2.37), obtendo assim

~f = −Gm1

∫

β

~Rc

R3
c

[
1− 3

(~Rc · ~r)
R2
c

]
dm,

~gc = −Gm1

∫

β

~r × ~Rc

R3
c

[
1− 3

(~Rc · ~r)
R2
c

]
dm.

Desenvolvendo as equações acima e considerando que
∫
~rdm = ~0:

~f = −
(
µm

R3
c

)
~Rc, (2.42)

~gc = −
(

3µ

R5
c

)∫

β

(~r · ~Rc)(~r × ~Rc)dm, (2.43)

sendo µ = Gm1.

O vetor Rc que vai do centro de massa do corpo ao centro da terra em termos

dos eixos principais do corpo é dado por

~Rc = Rc(−senθi + senφcosθj + cosφcosθk). (2.44)

O vetor r que é o vetor de um elemento de massa do corpo relativo ao centro de

massa do corpo em termos dos eixos principais de inércia é dado por

r = xi + yj + zk (2.45)

Substituindo (2.44) e (2.45) na equação (2.43), e considerando ~gc = Tgxi+Tgyj+
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Tgzk, obtém-se o seguinte resultado

Tgx =
3µ

R3
c

(Iz − Iy)cos2θcosφsenφ,

Tgy =
3µ

R3
c

(Iz − Ix)cosθcosφsenθ, (2.46)

Tgz =
3µ

R3
c

(Ix − Iy)cosθsenφsenθ.

Que são as equação para o torque de gradiente de gravidade.

Considerando um corpo ŕıgido em uma órbita circular e pequenas variações dos

ângulos de Euler, as equações (2.46) podem ser grandemente simplificadas. A velo-

cidade angular lateral de um corpo em uma órbita circular é dada por v =
√
µ/Rc

(SIDI , 1997), assim a velocidade angular orbital ou frequência orbital do corpo será

n = v/Rc =
√
µ/R3

c . Visto que, será considerado pequenas variações dos ângulos de

Euler nas equações (2.46), tem-se o seguinte resultado

Tgx = 3n2(Iz − Iy)φ,
Tgy = 3n2(Iz − Ix)θ, (2.47)

Tgz = 0.

As componentes lineares do torque de gradiente de gravidade (2.47) são usadas

para encontrar as equações linearizadas da dinâmica de atitude.

2.2.3.2 Equações da Dinâmica de Atitude Linearizadas

As equações de Euler foram calculadas no sistema de referência fixo no corpo (B)

e os vetores unitários dos eixos são i, j e k, a variação desse referencial em relação

ao referencial VLHL (A) é o que descreve a atitude do satélite. O sistema LVLH

possui os seguintes vetores unitários {a1, a2, a3}, com a1 na direção da velocidade

do satélite no plano orbital, a3 apontando para a terra, e a2 normal ao plano da

órbita.

Para descrever a orientação do referencial fixo no corpo B com respeito ao re-

ferencial A em termos dos ângulos de Euler, faz-se a seguinte transformação de

coordenadas (3-2-1):




i

j

k


 =




cθcψ cθsψ −sθ
sφsθcψ − cφsψ sφsθsψ + cφcψ sφcθ

cφsθcψ + sφsψ cφsθsψ − sφcψ cφcθ







a1

a2

a3


 . (2.48)
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Dessa forma, a velocidade angular do referencial fixo no corpo (B) relativa ao refe-

rencia LVLH (A) será

~ωB/A = ωB/Ax i + ωB/Ay j + ωB/Az k, (2.49)

sendo



ω
B/A
x

ω
B/A
y

ω
B/A
z


 =




1 0 −sθ
0 cφ sφcθ

0 −sφ cφcθ






φ̇

θ̇

ψ̇


 . (2.50)

A velocidade angular do referencial fixo no corpo B relativa a um referencial inercial

N fixo no centro da terra se torna

~ω = ~ωB/N = ~ωB/A + ~ωA/N = ~ωB/A − n~a2. (2.51)

Substituindo as equações (2.48)-(2.50) na equação (2.51), tem-se

~ω = ωx~i+ ωy~j + ωz~k, (2.52)

sendo 

ωx

ωy

ωz


 =




1 0 −sθ
0 cφ sφcθ

0 −sφ cφcθ






φ̇

θ̇

ψ̇


− n




cθsψ

sφsθsψ + cφcψ

cφsθsψ − sφcψ


 .

Para pequenos desvios da atitude do referencial VLHL, obtém-se a seguinte

cinemática da atitude linearizada

ωx = φ̇− nψ,
ωy = θ̇ − n, (2.53)

ωz = ψ̇ + nφ.

Substituindo as equações (2.47) e (2.53) na equação (2.24), tem-se as equações

de Euler com o torque de gradiente de gravidade linearizadas

Td = Ixφ̈− n(Ix − Iy + Iz)ψ̇ + 4n2(Iy − Iz)φ+ Jz(Ω̇− n) + ḣwx − nhwz,(2.54)

Td = Iyθ̈ + 3n2(Ix − Iz)θ + ḣwy, (2.55)

Td = Izψ̈ + n(Ix − Iy + Iz)φ̇+ n2(Iy − Ix)ψ + ḣwz + nhwx. (2.56)
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Nesse trabalho o sistema de controle não será integrado, ou seja, no projeto do

controlador não haverá os momentos angulares da roda de reação. O torque da roda

de reação será impĺıcito no sinal de controle u. Dessa forma as equações (2.54)-(2.56)

se reduzem a

ux + Tdx = Ixφ̈− n(Ix − Iy + Iz)ψ̇ + 4n2(Iy − Iz)φ, (2.57)

uy + Tdy = Iyθ̈ + 3n2(Ix − Iz)θ, (2.58)

uz + Tdz = Izψ̈ + n(Ix − Iy + Iz)φ̇+ n2(Iy − Ix)ψ. (2.59)

Sendo Tdi, os torques magnético e aerodinâmico e ui os sinais de controle.

2.2.4 Torque Magnético

A interação de materiais magnéticos dos véıculos espaciais com o campo magné-

tico da terra, resulta em um torque que pode ser expresso da seguinte maneira

~Tm = ~M × ~B, (2.60)

sendo ~M o momento magnético residual do véıculo espacial causado pelo magnetismo

permanente e induzido, e ~B é a densidade de fluxo de magnético geocêntrico. A

magnitude do campo magnético da terra pode ser aproximado da seguinte forma

(WERTZ; LARSON , 1989 )

B =
µE
r3

(1 + 3sen2Θ)1/2, (2.61)

sendo r = 6878km a distância do centro do dipolo ao satélite, µE = 7, 96×1015tesla ·
m3 a magnitude do vetor de momento magnético ao longo da direção magnética

axial, e Θ é a latitude magnética medida do equador geomagnético. Com esses dados

temos que para o pior caso o campo magnético será equivalente a B = 5 × 10−5.

Considerando que o dipolo magnético do satélite ~M tenha magnitude 1A·m2, tem-se

Tm = 5× 10−5N ·m. (2.62)
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2.2.5 Torque Aerodinâmico

O rápido movimento de um véıculo espacial na atmosfera causa torque aerodi-

nâmico. O torque pode ser expresso como (WERTZ; LARSON , 1989 )

~Ta =
1

2
ρV 2CdA(~u× ~scp), (2.63)

sendo ρ = 3×10−11kg/m3 a densidade atmosférica t́ıpica para a altitude, Cd = 1, 5 o

coeficiente de arrasto, V = 7613m/s a velocidade do véıculo espacial,A = 0, 5×0, 6 =

0.3m2 a área do véıculo espacial perpendicular a ~u, ~scp é o vetor que vai do centro

de massa ao centro de pressão e ~u o vetor unitário na direção da velocidade, sendo

neste trabalho | ~u× ~scp |= 0, 04m. Dessa forma, obtém-se o seguinte resultado

Ta =
1

2
× 3× 10−11 × 76132 × 1, 5× 0, 3× 0, 04 = 1, 56× 10−5N ·m. (2.64)

A densidade atmosférica ρ é altamente dependente da atividade solar. Em uma

altura de 500 km, do dia para a noite a densidade atmosférica pode variar aproxi-

madamente 2 ordens de magnitude. Da mesmo forma, devido a complexa interação

magnética entre o vento solar e o campo geomagnético, torna-se trabalhoso encon-

trar um modelo para campo magnético bem exato. No entanto o pior caso estimado

para os torque magnéticos e aerodinâmicos podem ser úteis para análise do projeto

do controle de atitude.
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3 CONTROLE MULTIVARIÁVEL

Neste caṕıtulo é feito uma pequena introdução a sistemas que possuem múltiplas

entradas e múltiplas sáıdas. É discutido sobre resposta em frequência e valores sin-

gulares, que representam o ganho para um sistema multivariável.

3.1 Sistemas MIMO

Um sistema MIMO (Multiple-input and multiple-output) é caracterizado por ser

um sistema que possui múltiplas entradas (l entradas) e múltiplas sáıdas (m sáıdas).

As entradas são dadas por um vetor u(m×1) e as sáıdas são dadas pelo vetor y(l×1).

Quando se faz uma mudança na primeira entrada u1, geralmente todas as sáıdas,

y1, y2,...,yl são afetadas. i.e. há uma interação entre as entradas e as sáıdas. Uma

planta não interativa se caracteriza pelo seguinte: u1 afeta y1, u2 afeta y2, e assim

sucessivamente (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ; MACIEJOWSKI, 1989 ).

3.1.1 Sistemas de controle com retroação negativa

Para um sistema com retroação de estados dado pela figura 3.1 define-se L como

sendo a função de transferência em malha aberta. Considerando que o “loop”consiste

de uma planta G e um controlador K, tem-se

L = GK

Figura 3.1 - Sistema de controle com retroação negativa.

A sensitividade e a sensitividade complementar são definidas como

S , (I + L)−1, (3.1)

T , I − S = L(I + L)−1, (3.2)
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na figura 3.1, T é a função de transferência de r a y, e S é a função de transferência

de d1 a y.

3.1.2 Resposta em frequência

Uma função de transferência é uma função da variável de Laplace s e pode ser

usada para representar a dinâmica do sistema. Fixando uma frequência s = jω,

tem-se uma matriz complexa l ×m dada por G(jω). Essa matriz G(jω) representa

a resposta a um sinal senoidal de frequência ω.

O domı́nio da frequência é ideal para o estudo de direções em sistemas multiva-

riáveis em qualquer frequência (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). Considere o

sistema dado pela figura 3.2 com entrada d e sáıda y:

y(s) = G(s)d(s)

Figura 3.2 - Sistema G(s) com entrada d e sáıda y.

Os elementos da matriz G são dados por gij(jω), que representa a resposta se-

noidal da entrada j à sáıda i. Aplica-se uma entrada senoidal no canal j

dj(t) = dj0sen(ωt+ αj), (3.3)

a sáıda no canal i também é um sinal senoidal de mesma frequência

yi(t) = y0isen(ωt+ βi), (3.4)

sendo que a amplificação (ganho) e o desvio de fase podem ser obtidos da seguinte

maneira

yio
dj0

= |gij(jω)|, (3.5)
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βi − αj = ∠gij(iω). (3.6)

Na notação de fase, pode-se escrever de maneira compacta a resposta senoidal des-

crita pelas equações (3.3)-(3.6) da seguinte maneira

yi(ω) = gij(jω)dj(ω), (3.7)

sendo dj(ω) = dj0e
jαj e yi(ω) = yi0e

jβi . É usado ω e não jω como argumento de

dj(ω) e ji(ω), no qual indica que estes números são complexos, e representam a

magnitude e a fase dos sinais senoidais (3.3) e (3.4) em cada frequência.

A resposta à entradas simultâneas de mesma frequência em múltiplos canais de

entrada é, pelo prinćıpio de superposição para sistemas lineares, igual a soma das

respostas individuais (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). Da equação (3.7) tem-

se

yi(ω) = gi1(jω)d1(ω) + gi2(jω)d2(ω) + · · · =
∑

j

gij(jω)dj(ω), (3.8)

na forma matricial

y(ω) = G(jω)d(ω), (3.9)

com os vetores d(ω) e y(ω) dados por

d(ω) =




d1(ω)

d2(ω)
...

dm(ω)




(3.10)

y(ω) =




y1(ω)

y2(ω)
...

ym(ω)




(3.11)

3.1.3 Direções em sistemas multivariáveis

Para sistemas SISO, y = Gd, o ganho em uma dada frequência é dado por
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|y(ω)|
|d(ω)| =

|G(jω)d(ω)|
|d(ω)| = |G(jω)|. (3.12)

Pode ser observado que o ganho depende da frequência ω, e por se tratar de um

sistema linear, não há uma dependência da entrada |d(ω)|.

Para sistemas MIMO, essa abordagem não é tão simples, pois os sinais de entrada

e de sáıda são vetores, e é necessário “somar”as magnitudes dos elementos em cada

vetor usando alguma norma. Usando a norma-2, tem-se em uma dada frequência ω

a magnitude do vetor de sinal de entrada

‖d(ω)‖2 =

√∑

j

|djω|2 =
√
d2

10 + d2
20 + · · ·, (3.13)

e a magnitude do vetor de sinal de sáıda é

‖y(ω)‖2 =

√∑

i

|yiω|2 =
√
y2

10 + y2
20 + · · ·. (3.14)

O ganho do sistema G(s) para um sinal de entrada particular d(ω) é dado pela razão

‖y(ω)‖2

‖d(ω)‖2

=
‖G(jω)d(ω)‖2

‖d(ω)‖2

=

√
y2

10 + y2
20 + · · ·√

d2
10 + d2

20 + · · ·
. (3.15)

Assim como acontece em um sistema SISO o ganho depende da frequência ω, e

é independente da magnitude da entrada ‖d(ω)‖2. No entanto, para um sistema

MIMO há alguns graus de liberdade a mais e o ganho também depende das direções

da entrada d1 (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). O ganho máximo em uma

dada direção é o valor singular máximo de G,

max
d6=0

‖Gd‖2

‖d‖2

= max
‖d‖2=1

= ‖Gd‖2 = σ̄(G). (3.16)

e o ganho mı́nimo é o valor singular mı́nimo

min
d6=0

‖Gd‖2

‖d‖2

= min
‖d‖2=1

= ‖Gd‖2 = σ(G). (3.17)

Essas identidades são verdadeiras porque o ganho é independente da magnitude do

1O termo direção se refere aos vetores normalizados de comprimento unitário
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sinal de entrada para um sistema linear.

3.1.4 Valores Singulares

A magnitude dos autovalores de uma função de transferência matricial

(|λi(G(jω))|), não é a generalização do ganho para um sistema SISO (|G(jω)|).
Os autovalores só podem ser calculados para uma matriz quadrada, e mesmo assim

os resultados não são satisfatórios muitas vezes funciona para um caso em particular

mas não para outros casos.

Considere um sistema MIMO G(jω) com m entradas e l sáıdas. Qualquer matriz

G (para simplificar G(jω) ≡ G) pode ser decomposta em valores singulares, que se

procede da seguinte maneira:

G = UΣV H . (3.18)

• Σ é uma matriz l×m com k = min{l,m} valores singulares não negativos,

σi, que se encontram em ordem decrescente na diagonal principal; os outro

elementos fora da diagonal são todos zeros (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE ,

2005 ; MACIEJOWSKI, 1989 ). Os valores singulares são as ráızes quadradas

positivas dos dos autovalores de GHG, sendo GH a transposta da complexa

conjugada de G,

σi(G) =
√
λi(GHG). (3.19)

• U é uma matriz l × l das sáıdas dos vetores singulares, ui.

• V é uma matriz m×m das entradas dos vetores singulares, vi.

3.1.5 Direções de sáıda e de entrada

Os vetores das colunas de U , denotados por ui, representam as direções de sáıdas

da planta. Eles são ortogonais e de comprimento unitário (ortonormal) i.e.

‖ui‖2 =
√
|ui1|2 + |ui2|2 + · · ·+ |uil|2 = 1, (3.20)

uHi ui = 1, uHi uj = 0, i 6= j. (3.21)

Da mesma forma, os vetores das colunas de V , denotados por vi, são ortogonais
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e de comprimento unitário, e representam as direções das entradas. Essas direções

de entrada e de sáıdas então relacionadas pelos valores singulares. Visto que V é

unitária tem-se V HV = I, de acordo com a equação (3.18) pode-se escrevê-la como

GV = UΣ, que para a coluna i tem-se

Gvi = uiσi, (3.22)

sendo vi e ui vetores e σi escalar. O que quer dizer que ser for considerado uma

entrada na direção vi, a sáıda será na direção ui. Dessa forma, se ‖vi‖2 = 1 e

‖ui‖2 = 1 pode ser observado que o i-ésimo valor singular σ é o ganho da matriz G

nessa direção. Em outras palavras

σi(G) = ‖Gvi‖2 =
‖Gvi‖2

‖vi‖2

. (3.23)

Algumas vantagens da decomposição em valores singulares para analisar os ganho

de um sistema multivariavel são (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ):

• Os valores singulares fornecem melhores informações sobre os ganhos da

planta.

• As direções obtidas da decomposição em valores singulares são ortogonais.

• A decomposição em valores singulares aplica-se diretamente à plantas não

quadradas.

3.1.6 Valores singulares máximos e mı́nimos

Pode ser mostrado também que o maior ganho para qualquer direção de entrada

é igual ao máximo valor singular

σ̄(G) ≡ σ1(G) = max
d6=0

‖Gd‖2

‖d‖2

=
‖Gv1‖2

‖v1‖2

, (3.24)

e o menor ganho para qualquer direção de entrada é igual ao mı́nimo valor singular

σ(G) ≡ σk(G) = min
d6=0

‖Gd‖2

‖d‖2

=
‖Gvk‖2

‖vk‖2

, (3.25)
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sendo k = min{l,m}. Assim, para qualquer vetor d, que não esteja nos espaço nulo

de G, tem-se

σ(G) ≤ ‖Gd‖2

‖d‖2

≥ σ̄(G). (3.26)

Definindo u1 = ū, v1 = v̄, uk = u e vk = v, e segue que

Gv̄ = σ̄ū

Gv = σu. (3.27)

O vetor v̄ corresponde à direção de entrada com a maior amplificação, e ū é a

correspondente direção de sáıda em que as entradas são mais efetivas. As direções

envolvendo v̄ e ū são algumas vezes referidas como as direções de“maiores ganhos”ou

“mais importantes”. Por outro lado as direções associadas com v e v são referidas

como sendo as direções “menos importantes”ou de “menores ganhos”.
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4 MODELOS DE INCERTEZA E ANÁLISE DE ROBUSTEZ

Neste caṕıtulo será estudado modelos dinâmicos na presença de incertezas. A incer-

teza que será considerada é a incerteza paramétrica.

4.1 Incertezas

Ao projetar um sistema de controle usa-se um sistema simplificado para facilitar

o projeto, porém o controlador deve ser aplicado a um sistema f́ısico real que é

não linear e está sujeita à perturbações externas. Quando o controlador mantém o

sistema estável mesmo diante de todas as perturbações e não linearidades, diz-se

que o controlador é robusto. A principal ideia de um controlador robusto é que as

especificações do projeto sejam satisfeitas mesmo diante do pior caso de incerteza.

No projeto deve-se determinar as incerteza do sistemas, ou seja, encontrar um mo-

delo matemático do sistema com incerteza, posteriormente verificar a estabilidade

robusta para saber se o sistema permanece estável para todo conjunto de incertezas

e por último determinar o desempenho robusto, que implica em verificar se as espe-

cificações são satisfeitas para todo o conjunto de incertezas. Incertezas na planta do

modelo pode ter várias origens:

• Sempre há parâmetros no modelo linear que não são muito bem conhecidos

pelo projetista.

• Os parâmetros no modelo linear podem variar devido às não linearidades

ou mudanças nas condições de operação.

• Os instrumentos de medidas não são perfeitos e podem oferecer valores um

pouco diferentes dos valores reais.

• Em altas frequências tanto a estrutura quanto a ordem do modelo são

desconhecidos.

• Mesmo quando um modelo do sistema bem detalhado está dispońıvel,

prefere-se trabalhar com um modelo nominal (ordem baixa) e represen-

tar a dinâmica negligenciada como incerteza.

Essas fontes de incertezas mencionadas acima podem ser divididas em dois tipos:

a) Incerteza paramétrica: A estrutura do modelo é conhecida (incluindo

a ordem), mas alguns parâmetros são incertos.
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b) Incerteza dinâmica: Há erros no modelo por causa da dinâmica negli-

genciada durante a linearização. Qualquer modelo de um sistema real irá

conter essa fonte de incerteza.

Para quantificar a incerteza paramétrica considera-se que cada parâmetro é deli-

mitado dentro de uma região [αmin, αmax ]. Os parâmetros são representados da

seguinte forma:

αp = ᾱ(1 + rα∆),

sendo ᾱ é o valor nominal ou valor médio do parâmetro, rα = (αmax −
αmin)/(αmax + αmin) é a incerteza relativa no parâmetro, e ∆ é um escalar real

que satisfaz |∆| ≤ 1.

Incerteza dinâmica é menos precisa e mais dif́ıcil de quantificar, porém é represen-

tada no domı́nio da frequência. Dessa forma, a incerteza dinâmica é uma perturba-

ção complexa que é normalizada tal que ‖∆‖∞ ≤ 1. Neste trabalho será considerado

apenas incertezas paramétricas.

Incertezas paramétricas são algumas vezes chamadas de incertezas estrutura-

das e incertezas dinâmicas são chamadas de incertezas não estruturadas. Incertezas

paramétricas afetam o desempenho em baixa frequência (DA-WEI GU et al. , 2005 ).

Uma maneira geral de manipular incertezas paramétricas foi proposta no trabalho

( PACKARD, 1988 ). Considera-se o modelo no espaço de estados:

ẋ = Apx+Bpu, (4.1)

y = Cpx+Dpu. (4.2)

Assume que a incerteza é causada pela variação de alguns parâmetros reais δ1,

δ2,...δi (que pode ser temperatura, massa, volume, etc), e assume-se também que as

matrizes do espaço de estados dependem linearmente desses parâmetros, i.e.

Ap = A+ ΣδiAi, (4.3)

Bp = B + ΣδiBi, (4.4)

Cp = C + ΣδiCi, (4.5)

Dp = D + ΣδiDi. (4.6)

A, B, C e D são as matrizes do modelo nominal do sistema. Essa descrição têm

múltiplas perturbações, e não pode ser representada como apenas uma perturbação.
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Essas perturbações que afetam A, B, C e D podem ser colocadas juntas em uma

matriz diagonal ∆ com δi’s ao longo da diagonal.

4.2 Transformação Linear Fracionária (TLF)

A configuração geral da representação da incerteza em um sistema é dada pela

figura 4.1. Essa tipo de representação foi feita pela primeira vez em 1950 em análise

de circuitos, e mais tarde foi aplicado no estudo de controle robusto ( SAFONOV,

1982 ).

2.3 Linear Fractional Transformations 21

in the circuit analysis back in 1950s ([128, 129]). It was later adopted in the
robust control study ([132]) for uncertainty modelling. The general framework
is depicted in Figure 2.13.

Fig. 2.13. Standard M -∆ Configuration

The interconnection transfer function matrix M in Figure 2.13 is parti-
tioned as

M =

�
M11 M12

M21 M22

�

where the dimensions of M11 conform with those of ∆. By routine manipula-
tions, it can be derived that

z =
�
M22 + M21∆(I − M11∆)−1M12

�
w

if (I − M11∆) is invertible. When the inverse exists, we may define

F (M,∆) = M22 + M21∆(I − M11∆)−1M12

F (M,∆) is called a linear fractional transformation(LFT) of M and ∆.
Because the “upper”loop of M is closed by the block ∆, this kind of linear
fractional transformation is also called an upper linear fractional transfor-
mation(ULFT), and denoted with a subscript u, i.e., Fu(M,∆), to show the
way of connection. Dually, there are also lower linear fractional transforma-
tions(LLFT) which are usually used to indicate the incorporation of a con-
troller K into a system. Such a lower LFT can be depicted as in Figure 2.14
and defined by

Fl(M, K) = M11 + M12K(I − M22K)−1M21

With the introduction of linear fractional transformations, the unstruc-
tured uncertainty representations discussed in Section 2.1 may be uniformly
described by Figure 2.13 with appropriately defined interconnection matrix
Ms as listed below.

Figura 4.1 - Configuração padrão M −∆

A função de transferência de correlação M na figura 4.1 é dada por

M =

[
M11 M12

M21 M22

]
, (4.7)

sendo a dimensão de M11 de acordo com a dimensão de ∆. A relação entre a entrada

e a sáıda é dada por

z = [M22 +M21∆(I −M11∆)−1M12]w, (4.8)

considerando que I −M11∆ seja invert́ıvel. Tem-se então

z = F (M,∆)w, (4.9)

33



F (M,∆) = [M22 +M21∆(I −M11∆)−1M12]. (4.10)

F (M,∆) é chamada de transformação linear fracionária (Linear fractional transfor-

mation) de M e ∆. O bloco M fecha o loop com ∆ por cima, por esse motivo essa

transformação fracionária também é conhecida como transformação linear fracioná-

ria superior, e descrita com o u subscrito, i.e. Fu(M,∆), para mostrar como acontece

a conexão. Da mesma maneira acontece a transformação linear fracionária inferior

que geralmente é usada para indicar a presença de um controlador K no sistema.

Essa transformação pode ser observada na figura 4.2 e é definida por

Fl(M,K) = [M22 +M21K(I −M11K)−1M12]. (4.11)

22 2 Modelling of Uncertain Systems

Fig. 2.14. Lower LFT Configuration

1. Additive perturbation:

M =

�
0 I
I Go

�
(2.10)

2. Inverse additive perturbation:

M =

�
−Go Go

−Go Go

�
(2.11)

3. Input multiplicative perturbation:

M =

�
0 I
Go Go

�
(2.12)

4. Output multiplicative perturbation:

M =

�
0 Go

I Go

�
(2.13)

5. Inverse input multiplicative perturbation:

M =

�
−I I
−Go Go

�
(2.14)

6. Inverse output multiplicative perturbation:

M =

�
−I Go

−I Go

�
(2.15)

Figura 4.2 - Configuração LFT inferior.

Um microssatélite com incertezas paramétricas pode ser representado de acordo

com a figura 4.1.

4.3 Ângulo de Pitch com Incerteza Aditiva

Nesta seção será considerado apenas a equação do ângulo de pitch do microssa-

télite. Esse microssatélite possui incerteza no momento de inércia, ou seja, tem-se

uma incerteza paramétrica. A equação é dada por

Iyθ̈ + 3n2(Ix − Iz)θ = uy + d, (4.12)

o diagrama de blocos do sistema pode ser observado na figura 4.3.

O valor reaĺıstico dos momentos de inércia não são conhecidos, pois eles podem
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Figura 4.3 - Diagrama de blocos para o ângulo de pitch.

sofrer variações. Portanto define-se o valor dos momentos de principais inércia dentro

de um certo intervalo

Ii = Īi + piδi |δi| ≤ 1, i=x, y, z (4.13)

sendo Īi o valor nominal para o momento de inércia e pi a variação do momento de

inércia. Neste caso está sendo considerado uma variação de 10%, então −10%× Ii <
pi < 10%× Ii ( YANGA; SUN, 2005).

Os três blocos constantes da figura 4.3 podem ser escritos em termos de Īi, pi e

δi.

Usando o conceito das transformações lineares fracionárias, o primeiro bloco pode

ser representado da seguinte maneira

1

Iy
=

1

Īy + pyδy
, (4.14)

=
1

Īy
− py
Īy
δy

(
1 +

1

Īy
δy

)−1
1

Īy
, (4.15)

comparando com a equação (4.8), chega-se a seguinte matriz

M1 =

[
−py
Īy

1
Īy

−py
Īy

1
Īy

]
. (4.16)

De maneira similar para segundo e terceiro bloco:

3n2Ix = 3n2(Īx + pxδx), (4.17)
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M2 =

[
0 1

3n2px 3n2Īx

]
, (4.18)

3n2Iz = 3n2(Īz + pxδz), (4.19)

M3 =

[
0 −1

3n2pz −3n2Īz

]
. (4.20)

Para representar o modelo do sistema como uma TLF das perturbações reais δx,

δy e δz usa-se o diagrama de blocos dado pela figura 4.4, e denota-se as entradas e

as sáıdas de δx, δy e δz como sendo y1, y2, y3 e u1, u2, u3 respectivamente.

Figura 4.4 - Diagrama de blocos para o ângulo de pitch com incerteza.

As equações que relacionam as entradas com as sáıdas são dadas por:

[
y1

θ̈

]
=

[
−py
Īy

1
Īy

−py
Īy

1
Īy

][
u1

uy + d− (v2 + v3)

]
, (4.21)

[
y2

v2

]
=

[
0 1

3n2px 3n2Īx

][
u2

θ

]
, (4.22)
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[
y3

v3

]
=

[
0 −1

3n2pz −3n2Īz

][
u3

θ

]
, (4.23)

definindo x1 = θ, x2 = θ̇ e y = θ, obtém-se as seguintes equações:

ẋ1 = x2 (4.24)

ẋ2 = −py
Īy
u1 +

1

Īy
(uy + d− v3 − v2), (4.25)

y1 = −py
Īy
u1 +

1

Īy
(uy + d− v3 − v2), (4.26)

y2 = x1, (4.27)

y3 = −x1, (4.28)

v2 = 3n2(pxu2 + Īxx1), (4.29)

v3 = 3n2(pzu3 − Īzx1). (4.30)

(4.31)

Eliminando v2 e v3

−v3 − v2 = 3n2(−pzu3 + Īzx1 − pxu2 − Īxx1), (4.32)

= 3n2[−pzu3 − pxu2 + (Īz − Īx)x1]. (4.33)

Então

ẋ2 = −3n2 (Īx − Īz)
Īy

x1 −
py
Īy
u1 − 3n2px

Īy
u2 − 3n2pz

Īy
u3 +

1

Īy
uy +

1

Īy
d, (4.34)

e

y1 = −3n2 (Īx − Īz)
Īy

x1 −
py
Īy
u1 − 3n2px

Īy
u2 − 3n2pz

Īy
u3 +

1

Īy
uy +

1

Īy
d. (4.35)

A representação no espaço de estados é dada por:

P =



A B1 B2,

C1 D11 D12,

C2 D21 D22


 , (4.36)
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θ̇

θ̈

y1

y2

y3

y




=




0 1 0 0 0 0 0
−3n2(Ix−Iz)

Iy
0 −py

Iy
−3n2px

Iy
−3n2pz

Iy
− 1
Iy
− 1
Iy

−3n2(Ix−Iz)
Iy

0 −py
Iy
−3n2px

Iy
−3n2pz

Iy
− 1
Iy
− 1
Iy

1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0







θ

θ̇

u1

u2

u3

d

u




,

A =

[
0 1

−3n2(Ix−Iz)
Iy

0

]
, B1 =

[
0 0 0 0

−py
Iy
−3n2px

Iy
−3n2pz

Iy
− 1
Iy

]
, B2 =

[
0
1
Iy

]
,

C1 =




1 0

−1 0

1 0


 D11 =



−py
Iy
−3n2px

Iy
−3n2pz

Iy
− 1
Iy

0 0 0 0

0 0 0 0


 D12 =




1
Iy

0

0


 ,

C2 =

[
1 0

0 1

]
D21 =

[
0 0 0 0

0 0 0 0

]
C2 =

[
0

0

]
.

A planta P que denota a entrada e a sáıda do sistema leva em consideração as

incertezas do momento de inércia é ilustrada na figura 4.5. P tem quatro entradas

(u1, u2, u3, uy), quatro sáıdas (y1, y2, y3, y) e dois estados (x1, x2).

Figura 4.5 - Entradas e sáıdas na planta generalizada P.

O sistema com incerteza é representado como uma transformação matricial fracio-

nária superior

y = Fu(P,∆)u, (4.37)

com a matriz de incerteza diagonal ∆ = diag(δx, δy, δz), como está na figura 4.6.

Pode-se notar que a matriz ∆, que será chamada de matriz de incerteza, possui uma

estrutura fixa, o que caracteriza uma incerteza estruturada (paramétrica).
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u1

u2

u3


 =



δy 0 0

0 δx 0

0 0 δz






y1

y2

y3


 . (4.38)

Figura 4.6 - Representação da TLF do sistema com incertezas.

A figura 4.7 mostra a resposta em frequência para o ângulo de pitch com incerteza.
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Figura 4.7 - Valor singular do ângulo de pitch com incerteza.

4.4 Ângulos de Roll/Yaw com Incerteza Aditiva

Nesta seção será considerado os ângulos de roll/yaw com incerteza. As equações de

Euler para os ângulos de rooll/yaw (2.57) e (2.59) podem ser representadas na forma

matricial

MẌ +DẊ +KX = Gu+ Td, (4.39)

sendo

M =

[
Ix 0

0 Iz

]
, D =

[
0 −n(Ix − Iy + Iz)

n(Ix − Iy + Iz) 0

]
,

K =

[
4n2(Iy − Iz) 0

0 n2(Iy − Ix)

]
, G = T =

[
1 0

0 1

]
,

40



e X =
[
φ ψ

]
o vetor do espaço de estados dos ângulos de Euler.

Esse sistema matricial está sujeito à incerteza no momento de inércia. De maneira

análoga ao ângulo de pitch essa incerteza é dada por

Ii = Īi + piδi |δi| ≤ 1, i=x,y,z (4.40)

• Primeiro bloco

Usando o conceito das transformações lineares fracionárias, ao inserir a incerteza no

primeiro bloco, tem-se o seguinte

M =

[
Ix 0

0 Iz

]
=

[
Īx + pxδx 0

0 Īz + pzδz

]
(4.41)

M =

[
Īx 0

0 Īz

]
+

[
px 0

0 pz

][
δx 0

0 δz

]
(4.42)

M = M̄ +Mp∆m, (4.43)

a inversa é dada por

M−1 = (M−1
p M̄ + ∆m)−1M−1

p . (4.44)

Usando o lema de inversão de matriz

M−1 = M̄−1 − M̄−1Mp∆M(I2×2 + M̄−1Mp∆m)−1M̄−1 (4.45)

A formulação geral da TLF é dada por

Fu(QM ,∆M) = QM22 +QM21∆D(I −QM11∆M)−1QM12, (4.46)

sendo QM11 = −M̄−1Mp, QM12 = M̄−1, QM21 = −M̄−1Mp e QM22 = M̄−1. Dessa

forma, tem-se
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QM =

[
−M̄−1Mp M̄−1

−M̄−1Mp M̄−1

]
. (4.47)

• Segundo bloco

Para o segundo bloco com incerteza tem-se a seguinte matriz

D =

[
0 −n(Īx + pxδx − Īy − pyδy + Īz) + pzδz

n(Īx + pxδx − Īy − pyδy + Īz) + pzδz 0

]
.

Após algumas manipulações, obtém-se

D =

[
0 −n(Īx − Īy + Īz)

n(Īx − Īy + Īz) 0

]
+

[
0 −px 0 −pz 0 −py
px 0 pz 0 py 0

]


δx 0 0 0 0 0

0 δx 0 0 0 0

0 0 δz 0 0 0

0 0 0 δz 0 0

0 0 0 0 δy 0

0 0 0 0 0 δy





1 0

0 1

1 0

0 1

−1 0

0 −1



D = D̄ +Dp∆dΠd. (4.48)

A formulação geral TLF é dada por

Fu(QD,∆D) = QD22 +QD21∆D(I −QD11∆D)−1QD12, (4.49)

sendo QD11 = 06×6, QD12 = ΠD, QD21 = Dp e QD22 = D̄. Dessa forma, tem-se

QD =

[
06×6 ΠD

Dp D̄

]
. (4.50)

• Terceiro bloco

O terceiro bloco com incerteza é dado por

K =

[
4n2(Īy + pxδx − Īz)− pzδz 0

0 n2(Īy + pyδy − Īx − pxδx)

]
. (4.51)
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Após algumas manipulações, obtém-se

K =

[
4n2(Īy − Īz) 0

0 n2(Īy − Īx)

]
+

[
py 0 0 0 −4pz 0

0 py 0 0 0 −px

]




δy 0 0 0 0 0

0 δy 0 0 0 0

0 0 δx 0 0 0

0 0 0 δz 0 0

0 0 0 0 δz 0

0 0 0 0 0 δx







4 0

0 1

0 0

0 0

δz 0

0 δx




K = K̄ +Kp∆KΠK (4.52)

Forma geral da TLF

Fu(QK ,∆K) = QK22 +QK21∆K(I −QK11∆K)−1QK12, (4.53)

sendo QK11 = 06×6, QK12 = ΠK , QK21 = Kp e QK22 = K̄. Dessa forma, tem-se

QK =

[
06×6 ΠK

Kp K̄

]
. (4.54)

O diagrama de blocos do sistema com incerteza é dado pela figura 4.8.

As equações que relacionam as entradas com as sáıdas são dadas por

[
yM

Ẍ

]
=

[
−M̄−1Mp M̄−1

−M̄−1Mp M̄−1

][
uM

Gu+ Td− (vD + vK)

]
, (4.55)

[
yD

vD

]
=

[
06×6 ΠD

Dp D̄

][
uD

Ẋ

]
, (4.56)
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Figura 4.8 - Planta com incerteza para roll e yaw

[
yK

vK

]
=

[
06×6 ΠK

Kp K̄

][
uK

X

]
. (4.57)

Definindo x1 = φ, x2 = ψ, x3 = φ̇ e x4 = ψ̇. As equações no espaço de estados serão

ẋ1 = x3 (4.58)

ẋ2 = x4 (4.59)

Ẍ =

[
ẋ3

ẋ4

]
= −M̄−1MpuM + M̄−1Gu+ M̄−1Td− M̄−1(vD + vK) (4.60)

yM = M̄−1MpuM + M̄−1Gu+ M̄−1Td− M̄−1(vD + vK) (4.61)

yD = ΠDẊ (4.62)

yK = ΠKX (4.63)

vD = DpuD + D̄Ẋ (4.64)

vK = KpuK + K̄X (4.65)
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Para eliminar vD e vK faz-se o seguinte:

vD + vK = DpuD + D̄Ẋ +KpuK + D̄X, (4.66)

dessa forma,

[
ẋ3

ẋ4

]
= −M̄−1K̄X − M̄−1D̄Ẋ − M̄−1MpuM − M̄−1DpuD − M̄−1KpuK + M̄−1Td+ M̄−1Gu.

De maneira análoga

yM = −M̄−1K̄X − M̄−1D̄Ẋ − M̄−1MpuM − M̄−1DpuD − M̄−1KpuK + M̄−1Td+ M̄−1Gu.

Colocando as equações acima no formato matricial




ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

yM

yD

yK

y




=




0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

−M̄−1K̄ −M̄−1D̄ −M̄−1Mp −M̄−1Dp −M̄−1Kp M̄−1T M̄−1G

−M̄−1K̄ −M̄−1D̄ −M̄−1Mp −M̄−1Dp −M̄−1Kp M̄−1T M̄−1G

0 Πp 0 0 0 0 0

ΠK 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0







x1

x2

x3

x4

uM

uD

uK

d

u




,

O sistema com incerteza é representado como uma transformação matricial fra-

cionária superior

Figura 4.9 - Representação da TLF do sistema com incertezas.
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A relação das entradas com as sáıdas do bloco de incertezas é dada por



uM

uD

uK


 =




∆M 0 0

0 ∆D 0

0 0 ∆K






yM

yD

yK


 . (4.67)

Escrevendo (4.67) de maneira reduzida

d̃ = ∆z̃.

∆ é a matriz de ganho normalizada das incertezas nos momentos de inércia, z̃ é a

sáıda do sistema nominal para o bloco das incertezas, e z̃ é a entrada do bloco das

incertezas no sistema nominal.
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5 CONTROLE ÓTIMO

O objetivo da teoria de controle ótimo é determinar os sinais de controle que resultam

em um processo que satisfaça os v́ınculos f́ısicos e ao mesmo tempo minimize ou

maximize algum critério de performance (KIRK , 2004).

5.1 Regulador Linear Quadrático (LQR)

O problema do regulador consiste em aplicar uma entrada de controle em uma

planta em que os estados são diferentes de zero e fazer com que os estados sejam zero

ou um valor próximo de zero. Este problema geralmente ocorre em quando a planta

está sujeita a perturbações não desejadas (a atitude de uma satélite por exemplo).

No caso do regulador linear quadrático (LQR), assume-se que todos os estados

estão dispońıveis para realimentação. Considere a dinâmica do sistema dada por

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (5.1)

y(t) = Cx(t), (5.2)

sendo A uma matriz n × n, B uma matriz n × m, C uma matriz k × n e D uma

matriz k ×m.

Define-se uma função de custo dada por

J =

∫ ∞

0

[xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)]dt. (5.3)

O funcional J representa a soma da energia dos estados e do sinal de controle

que deve ser minimizado em relação ao sinal de controle u. A matriz de peso Q

é uma matriz semi-definida positiva que penaliza os estados e a matriz de peso

R é uma matriz definida positiva e penaliza os sinais de controle. Se a matriz Q

aumenta enquanto R permanece constante, o tempo de acomodação será reduzido

assim como os estados aproximarão de zero com uma razão maior. Se R é muito

maior se comparado com Q, a energia de controle é penalizada de maneira mais

intensa.

Para resolver o problema de controle ótimo usa-se o prinćıpio de Pontriagin (KIRK
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, 2004). Primeiro, definisse a hamiltoniana

H(x, λ, t) =
1

2
(xTQx+ uTRu) + λT (Ax+Bu). (5.4)

De acordo com o prinćıpio de minimização, o controle ótimo e as trajetórias dos

estados devem satisfazer as seguintes equações

ẋ =
∂H

∂λ
,

−λ̇ =
∂H

∂x
, (5.5)

∂H

∂u
= 0,

sendo x(0) = x0 o estado e λ(T ) = 0 é o v́ınculo.

Usando o sistema dado pela equação (5.1), as equações se tornam

ẋ = Ax+Bu,

−λ̇ = Qx+ ATλ, (5.6)

u∗ = −R−1BTλ,

sendo u∗ o sinal de controle ótimo e R uma matriz positiva definida na qual a sua

inversa existe. As equações diferenciais acima formam um problema de valor de

contorno em dois pontos que por causa da condição de contorno mista, torna-se

dif́ıcil encontrar uma solução numérica. Escrevendo (5.6) no formato de espaço de

estados

[
ẋ

λ̇

]
=

[
A −BR−1BT

−Q −AT

][
x

λ

]
. (5.7)

A matrix no lado direito é conhecida como a matriz hamiltoniana, H, e possui uma

importância muito grande na teoria do LQR. O problema de valor de contorno me

dois pontos não precisa necessariamente ser resolvido, para isso faz-se a seguinte

substituição

λ = Px, (5.8)

Diferenciando ambos os lados da equação (5.8) e substituindo na equação (5.7),
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tem-se

dλ

dt
=

dP

dt
x+ P

dx

dt
,

=
dP

dt
x+ PAx− PBR−1BTPx, (5.9)

e inserindo o λ̇ da equação (5.6)

−Qx− ATPx =
dP

dt
x+ PAx− PBR−1BTPx. (5.10)

A equação (5.10) deve ser verdadeira para qualquer x, assim uma condição suficiente

para o controle ótimo é que P deve satisfazer

dP

dt
= Q+ ATP + PA− PBR−1BTP. (5.11)

A equação (5.11) é conhecida como a equação diferencial de Riccati. É uma equa-

ção diferencial não linear de primeira ordem. A formulação apresentada para a solu-

ção do LQR é conhecida como o problema de tempo finito. Toda essa formulação do

LQR resulta em um controlador com retroação de estados linear variante no tempo,

dado por

u(t) = −K(t)x(t), (5.12)

sendo K(t) = R−1BTP (t).

Na situação em que o processo a ser controlado reside em um intervalo de tempo

infinito fornece uma solução simples para encontrar o controlador do LQR (KIRK

, 2004). Se o par (A,B) é controlável, o par (A,C) é observável e as matrizes A,

B, R e Q são constantes, P (t) → P (uma matriz constante) quando tf → ∞. Se

estas condições são satisfeitas, a lei de controle ótimo para um processo de duração

infinita é estacionária. Dessa forma a equação diferencial de Riccati (5.11) passa a

ser uma equação algébrica

PA+ ATP + CTQC − PBR−1BTP = 0, (5.13)

pois, dP
dt

= 0 na equação (5.11). Dessa forma o sinal de controle que minimiza o
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funcional J é dado por

u(t) = −Krx(t), (5.14)

sendo Kr = R−1BTP,

Substituindo a equação (5.14) na equação (5.1) ter-se-á o controle da dinâmica

em malha fechada

ẋ(t) = (A−BKr)x(t). (5.15)

Uma propriedade do controlador LQR é que se o sistema é controlável e observável

o sistema em malha fechada é assintóticamente estável, ou seja, os auto-valores de

A−BKr possuem a parte real negativa.

5.2 Filtro de Kalman

Quando não se tem todos os estados dispońıveis para realimentação, é necessário

estimar estes estados, para isso usa-se o filtro de Kalman. O filtro de Kalman é

um estimador recursivo usado amplamente, pois é de fácil implementação e devido

a sua natureza recursiva há uma economia de memória de armazenamento, já que

as observações são processadas à medida que vão sendo coletadas (KUGA , 2005;

GREWAL E ANDREWS, 2001 ).

Uma abordagem do filtro de Kalman pode ser feita para o caso de um sistema

cont́ınuo e invariante no tempo:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Gww, (5.16)

y(t) = Cx(t) + ν.

A covariância dos rúıdos dinâmicos será E{wwT} = W > 0 e a covariância dos

rúıdos de medida será E{ννT} = V > 0.

Se o sistema for observável é posśıvel encontrar um ganho ótimo, conhecido como

ganho de Kalman, capaz de estimar os estados não dispońıveis para medida. Neste

caso o filtro de Kalman terá a forma de um observador de estados, que tem como

entrada os vetores de sáıda y e o sinal de controle u e como sáıda o vetor de estado

estimado x̂. O filtro de Kalman utiliza a matriz de ganho ótima dada por

Kf = PfC
TV −1, (5.17)
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sendo que Pf = P T
f ≥ 0 é solução única da equação de Riccati invariante no tempo

dada por

PfA
T + APf + PfC

TV −1CPf +BWBT = 0. (5.18)

Dessa forma a equação de estados do filtro de Kalman será

˙̂x(t) = Ax̂+Bu+Kf (y − Cx̂). (5.19)
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0HQHPBRBPAPPA T
r

T1
rrr

T                        (4.17) 

com Pr = Pr
T   0. 

O segundo problema é o filtro de Kalman Bucy (FKB) que é um estimador de 

estado da forma:  

 

yKuBxCKAx ff ˆˆ                                   (4.18) 

 

com uma lei de controle u = - Kr x̂    , onde x̂  é o estado estimado. A estrutura 

do FKB é visto na figura (4.2). 

 

 
Figura 4.2 Estrutura do Filtro de Kalman-Bucy.  

 

O ganho do FKB é Kf dado por:  

 

1VCPK T
ff                                                (4.19) 

Figura 5.1 - Estrutura do filtro de Kalman.

5.3 Regulador Linear Quadrático Gaussiano (LQG)

Considerando uma planta em que nem todos os estados estão dispońıveis para re-

alimentação e o sinal de medida é corrompida por rúıdos, temos a seguinte dinâmica

do sistema

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Gww, (5.20)

y(t) = Cx(t) +D2ν.

O LQG é a técnica de controle que combina o LQR com o filtro de Kalman (ver

figura 5.2), que consiste em encontrar um compensador que, ao utilizar as entradas u

e as medidas y, gera um sinal de controle que minimiza a função de custo dada pela

equação (5.3) para o sistema estocástico dado pela equação (5.20). Desta forma, o

LQG se divide em dois subproblemas diferentes: o subproblema do regulador que é

o LQR, e o subproblema da estimativa de estados, resolvido pelo filtro de Kalman.
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)(0 1 tKBKBRQKAKA TT                             (4.7) 

que é a equação algébrica matricial de Riccati. 

 

4.2 Linear Quadrático Gaussiano (LQG) 

4.2.1 Introdução 

A metodologia do Linear Quadrático Gaussiano (LQG), introduzida por Doyle e 

Stein (1981), habilita o projeto de um controlador combinando técnicas no 

domínio de freqüência e no domínio do tempo para um sistema de mínima-

fase. O problema do LQG passou por uma importante evolução de 

interpretação.  Os diversos parâmetros envolvidos (covariâncias dos ruídos e 

funções peso), antes manipulados de modo a se obter uma minimização de 

erros quadráticos, passaram a ser interpretados como parâmetros 

“sintonizadores”, ou “dispositivos para moldar” as funções de transferências 

tomadas em determinadas pontos da malha visando obter as melhores 

características de sensibilidade e desempenho (VALDIVIA, 2005).  

A figura (4.1) representa o diagrama de blocos do LQG.  

 

 
Figura 4.1 Diagrama de Blocos do LQG 

 
Figura 5.2 - Diagrama de blocos do LQG.

O sinal de controle do LQG é dado por

u(t) = −Krx̂(t), (5.21)

sendo que Kr é o ganho dado pelo LQR e x̂(t) o estado estimado pelo filtro de

Kalman. A equação de estado do filtro de Kalman (observador) é dada por

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) +Kf (y − Cx̂), (5.22)

o ganho de Kalman é representado por Kf . O Filtro de Kalman é ótimo quando as

perturbações que afetam a dinâmica do processo e da medida são modelados como

um rúıdo branco.

Substituindo a equação (5.21) na equação (5.22), tem-se

˙̂x(t) = (A−BKr)x̂+Kf (y − Cx̂), (5.23)

que é a equação do novo estado estimado através do Filtro de Kalman.

A função de transferência do compensador do LQG é dada por

KLQG = Kr(sI − A+BKr +KfC)−1Kf . (5.24)

Algo importante que deve ser ressaltado é que o LQG não possui uma garantia

de estabilidade, como acontece no LQR (DOYLE , 1978 ). Na verdade essa margem é

pequena. Fazendo algumas mudanças nas matrizes Q, R e na intensidade dos rúıdos,

pode ser observado que as propriedades dos sistema são drasticamente afetadas.
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e Pf  satisfaz outra equação algébrica de Riccati: 

 

01 T
r

T
frf

T WPCVCPAPPA                     (4.20) 

com Pf = Pf
 T  0. 

 

As matrizes Kr e Kf existem, e o sistema de malha-fechada é internamente 

estável. O sistema é estabilizável e detectável, isto é, qualquer modo não-

controlável ou não-observável é assintóticamente estável (todos os autovalores 

desses modos têm partes reais negativas, não sendo permitidas partes reais 

nulas).  

Quando a teoria LQG é usada como um método para sintetizar controladores, 

as matrizes Q, R, W e V são parâmetros de ajustes. Basicamente, projeta-se 

um compensador com uma estrutura interna particular a qual está conectada 

em série com um filtro de Kalman, estrutura apresentada na figura (4.3). 

 

 
Figura 4.3 Planta Estruturada do LQG. 
Figura 5.3 - Estrutura do LQG.

5.4 LTR

Visto que o LQR e o filtro de Kalman possue boas propriedades tais como boa

robustez e desempenho, é de se esperar que o mesmo acontecesse com o LQG, porém

isso não acontece, pois o LQG apresenta uma margem de estabilidade pequena.

Felizmente há uma maneira de projetar o compensador tal que todas as propriedades

de robustez e desempenho são recuperadas.

A função de transferência em malha aberta do LQR é dada por

L1 = Kr(sI − A)−1B. (5.25)

A função de transferência em malha aberta do LQG é dada por

L2 = Kr(sI − A+BKr +KfC)−1KfC(sI − A)−1B. (5.26)

A idéia do LTR é fazer com L2 se aproxime de L1 a partir do projeto do ganho de

Kalman, que no processo de recuperação poderá ser aumentado até que as proprie-

dades de robustez e performance sejam recuperadas ( DOYLE; STEIN, 1979 ). Deve-se

levar em consideração que a planta é de fase mı́nima, ou seja, não possui zeros no

semi-plano direito ?? .

Tem-se as seguintes considerações: Φ(s) = (sI−A)−1 e Ψ(s) = (sI−A+BKr)
−1.

Dessa forma, a equação (5.26) pode ser escrita da seguinte maneira (sendo Φ em vez

de φ(s), etc)

L2 = Kr(Ψ
−1 +KfC)−1KfCΦB, (5.27)
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que após algumas manipulações se torna

L2 = KrΨKf [I + CΨKf ]
−1CΦB. (5.28)

Agora o ganho de Kalman Kf será calculado com a matriz de covariância dos

rúıdos dinâmicos dada por

W = W0 + qΣ, (5.29)

sendo Σ = ΣT ≥ 0, e q é um parâmetro positivo e real. Neste caso W0 pode ser uma

estimativa do valor real da covariância do rúıdo dinâmico (w). Para realizar o LTR

é necessário aumentar o valor de q, teoricamente aumentar até um valor muito alto

( MACIEJOWSKI, 1989 ; SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ).

Substituindo W na equação (5.18), obtém-se

PfA
T

q
+
APf
q

+
PfC

TV −1CPf
q

+
BW0B

T

q
+BΣBT = 0. (5.30)

Se a planta não possui zeros no semi-plano direito e o número de entradas for

igual ao número de sáıdas, tem-se

lim
q→∞

Pf
q

= 0. (5.31)

Quando q = 0, o filtro será ótimo com respeito ao rúıdo verdadeiro (modelado).

Quando q aumenta o filtro não irá funcionar completamente para a rejeição do rúıdo,

porém haverá uma melhora significativa da estabilidade em malha fechada ( DOYLE;

STEIN, 1979 ).

Das equações (5.30) e (5.31), tem-se

lim
q→∞

(BΣBT )1/2 = PfC
TV −1/2. (5.32)

Porém

Kf = PfC
TV −1, (5.33)

então

Kf → q1/2BΣ1/2V −1/2 quando q →∞. (5.34)
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Considerando que Σ = I e que C(sI−A)−1B não possua zeros no semi-plano direito

Kf → q1/2BV −1/2 quando q →∞. (5.35)

Substituindo a equação (5.35) na equação (5.28), obtém-se

L2 −→ q1/2KrΨBV
−1/2[I + q1/2CΨBV −1/2]−1CΦB quando q →∞

−→q→∞ KrΨBV
−1/2[CΨBV −1/2]−1CΦB. (5.36)

Assumindo que CΨB é quadrada, isto é, a planta possui o mesmo número de entra-

das e sáıdas e notando que

Ψ = Φ[I +BKrΦ]−1, (5.37)

obtém-se

lim
q→∞

L2 = KrΨB(CΨB)−1CΦB, (5.38)

que após algumas manipulações, chega-se ao seguinte resultado

lim
q→∞

L2 = KrΦB. (5.39)

Nota-se que o lado direito da equação é a função de transferência em malha aberta

do sistema com o LQR (5.25).

Há uma vasta literatura sobre o desenvolvimento e as aplicações do LTR. Porém

como um método para controle multivariável o LTR é muito limitado em sua apli-

cabilidade e algumas vezes o seu uso se torna dif́ıcil. A sua principal limitação é

que só pode ser aplicado para plantas de fase mı́nima. Isso ocorre porque o proce-

dimento de recuperação acontece através do cancelamento dos zeros da planta, e o

cancelamento dos zeros de uma planta de fase não mı́nima pode levar o sistema a

instabilidade. Quando se deseja uma recuperação completa, faz se necessário atingir

o limite q →∞, porém nesse limite os ganho ficam muito altos, causando assim pro-

blemas na dinâmica não modelada. Dessa forma, no procedimento de recuperação

evita-se chegar ao limite, seleciona-se um conjunto de valores para q e escolhe um

valor que seja aceitável (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ).
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6 CONTROLE ROBUSTO

Os controladores H2 e H∞ são as duas principais correntes na teoria de controle

robusto. A interpretação da norma H2 no domı́nio do tempo é a medida da energia

do sinal de sáıda do sistema devido uma entrada impulso e está relacionada ao de-

sempenho. A norma H∞ representa a máxima amplificação do sinal de sáıda devido

a uma entrada senoidal e está relacionada à robustez. A combinação do controle H2

e H∞ e chamada de controlador misto H2/H∞.

6.1 Normas

Figura 6.1 - Sistema G.

Dado o sistema da figura 6.1, com uma função de transferência matricial G(s) e

uma matriz de resposta ao impulso g(t), pode-se calcular o desempenho do sistema

através de uma norma, pois dado um sinal de entrada w, calcula-se o quanto a sáıda

z(t) vai aumentar ou diminuir.

Os sinais de sáıda são analisados através da norma-2,

‖z(t)‖2 =

√∑

i

∫ ∞

−∞
|zi(τ)|2dτ (6.1)

Neste trabalho será estudado dois tipos de normas: a norma H2 e a norma H∞.

Cada uma possui uma interpretação e seu entendimento é fundamental para a apli-

cação dos controladores H2 e H∞.

6.1.1 Norma H2

Considera-se uma planta G(s) dada por

G(s) = C(SI − A)−1B +D, (6.2)
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essa planta é estritamente própria, i.e. D = 0. Para a norma H2 usa-se a norma

de Frobenius para uma matriz (‖G(jω)‖2
F =

∑
ij |Gij(jω)|2) e integra-se sobre a

frequência

‖G(s)‖2 ,

√
1

2π

∫ ∞

−∞
tr(G(jω)HG(jω))dω. (6.3)

Pode ser observado que G(s) deve ser estritamente própria, caso contrário a norma

H2 seria infinita. Pelo teorema de Parseval ( DOYLE et al. , 1992 ), a equação (6.3) é

igual à norma H2 da resposta ao impulso

‖G(s)‖2 = ‖g(t)‖2 ,

√
1

2π

∫ ∞

0

tr(g(τ)Tg(τ))dτ . (6.4)

A norma H2 pode ser interpretada como a norma-2 do sinal de sáıda devido a

várias entradas tipo impulso unitário δj(t), e essas entradas que acontecem uma

após a outra permitem que o sinal de sáıda vá a zero antes da aplicação da próxima

entrada (SKOGESTAD; POSTLEHWAITE , 2005 ). De maneira mais clara

|G(s)|2 =

√√√√
m∑

i=1

‖zi(t)‖2
2, (6.5)

sendo zi(t) o vetor de sáıda resultado da aplicação de um impulso unitário δi na

i-ésima entrada. Dessa forma a norma H2 possui a seguinte interpretação determi-

ńıstica

‖G(s)‖2 = max
w(t)=δi

‖zi(t)‖2. (6.6)

A matriz de resposta ao impulso é dada por

g(t) =

{
0 t < 0

CeAtB +Dδ(t) t ≥ 0
(6.7)

Para o cálculo numérico da norma H2, considera-se a realização em espaço de

estados G(s) = C(sI − A)−1B e substitui-se a equação (6.7) na equação (6.4),

obtendo o seguinte resultado

‖G(s)‖2 =
√

tr(BTQB), (6.8)
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ou

‖G(s)‖2 =
√

tr(CPCT ). (6.9)

Sendo P e Q as observabilidade e controlabilidade Gramian, respectivamente, que

são dadas por

P ,
∫ ∞

0

eAτBBT eAτdτ, (6.10)

e

Q ,
∫ ∞

0

eAτCTCeAτdτ. (6.11)

6.1.2 Norma H∞

Considere um sistema próprio e linear G(s) (i.e. D 6= 0 é permitido). Para a norma

H∞ usa-se o valor singular (norma-2 induzida) espacial (para matriz) e seleciona-

se o valor maior valor (pico) como uma função da frequência (SKOGESTAD; POS-

TLEHWAITE , 2005 )

‖G(s)‖∞ , max
ω

σ̄(G(jω)). (6.12)

Em termos de desempenho pode ser visto a partir da equação (6.12) que a norma

H∞ é o pico da magnitude da função de transferência. No entanto a norma H∞

possui muitas interpretações de desempenho no domı́nio do tempo.

Uma interpretação da norma H∞ é que ela representa o ganho do pior caso para

uma entrada senoidal em qualquer frequência. Fazendo t→∞, e seja z(ω) a resposta

do sistema a uma entrada senoidal persistente w(ω) tem-se z(ω) = G(jω)w(ω). Em

uma dada frequência ω, a amplificação (ganho) ‖z(ω)‖2/‖w(ω)‖2 depende da direção

de w(ω), e o ganho no pior caso de direção é dado pelo máximo valor singular:

σ̄(G(jω)) = max
w(ω)6=0

‖z(ω)‖2

‖w(ω)‖2

. (6.13)

O ganho também depende da frequência, e o ganho para o pior caso é dado pela

norma H∞:

‖G(s)‖∞ = max
ω

max
w(ω)6=0

‖z(ω)‖2

‖w(ω)‖2

= max
‖w(ω)‖2=1

‖z(ω)‖2. (6.14)
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A norma H∞ é calculada numericamente como o menor valor de γ tal que a matriz

hamiltoniana H não possua autovalores no eixo imaginário, sendo H dada por

H =

[
A+BR−1DTC BR−1BT

−CT (I +DR−1DT )C −(A+BR−1DTC)T

]
. (6.15)

e R = γ2I − DTD ( ZHOU et al., 1996 ). Esse procedimento é iterativo, e pode-se

começar com um valor grande para γ e reduzi-lo até que o autovalor imaginário de

H apareça.

6.2 Desigualdades Matriciais Lineares

Na teoria de controle encontra-se uma grande variedade de problemas que po-

dem ser reduzidos a problemas padrões de otimização convexos ou quasi-convexos

que envolvem LMIs (Linear Matrix Inequalities). Esses problemas podem ser re-

solvidos numericamente de forma eficaz usando os métodos dos pontos interiores,

encontrando assim uma solução atrativa para o problema original (GAHINET et al. ,

1995).

O uso de LMIs na análise de sistemas dinâmicos começou com Lyapunov em 1890

quando ele publicou o trabalho no qual hoje chamamos de teoria de Lyapunov. Ele

mostrou que a equação diferencial

d

dt
x(t) = Ax(t) (6.16)

é estável se e somente se existe uma matriz P positiva-definida tal que

ATP + PA < 0. (6.17)

A condição ATP + PA < 0 é o que chamamos de inequação de Lyapunov em

P, que é uma forma especial de LMI. Lyapunov também mostrou que esta LMI

poderia ser resolvida. Na verdade, pode-se escolher qualquer Q = QT > 0 e resolver

a equação linear ATP + PA = −Q para a matriz P , que é positiva-definida se os

sistema (6.16) é estável.

Em 1940 Lur’e, Postnikov, e outros na União Soviética aplicaram o método de

Lyapunov em alguns problemas espećıficos e práticos da engenharia de controle,

especificamente no problema de estabilidade de sistemas de controle com não li-
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nearidade no atuador. Apesar de não terem escrito as matrizes na forma de LMI,

os critérios de estabilidade tinha forma de LMI. Essas inequações foram reduzidas

a inequações polinomiais e resolvidas analiticamente. Obviamente esse método era

limitado a sistemas pequenos de no máximo terceira ordem.

O próximo avanço feito na teoria foi em 1960, quando Yakubovich, Popov, Kalman

e outros pesquisadores que tiveram sucesso em resolver problemas de ordem maiores

através de métodos gráficos, usando o que hoje é conhecido por lema positivo-real

(PR).

O lema PR e suas extensões foram estudadas intensivamente na metade da década

de 1960, e foi relacionado a ideias de passividade, critério do ganho pequeno intro-

duzido por Zames e Sandberg, controle ótimo quadrático. Em 1970, foi descoberto

que o lema PR poderia ser resolvido não apenas por métodos gráfico, mas também

resolvendo uma equação algébrica de Riccati (EAR). Em 1971 Willems (1971 ) fez

o seguinte para o problema do controle quadrático ótimo

H =

[
ATP + PA+Q PB + CT

BTP + C R

]
(6.18)

essa equação pode ser resolvida através do estudo de soluções simétricas da EAR

ATP + PA− (PB + CT )R−1(BTP + C) +Q = 0 (6.19)

que pode ser resolvida por vários métodos.

Em 1971, pesquisadores já conheciam muitos métodos para resolver alguns tipos

especiais de LMIs: direto (para pequenos sistemas), métodos gráficos, e resolvendo

as equações de Lyapunov ou Riccati. Todos esses métodos oferecem uma solução

anaĺıtica para algumas LMIs.

Em 1971 foi sugerido que um algoritmo computacional poderia ser mais eficiente

para resolver LMIs. A partir dai começa um novo caṕıtulo no estudo das LMIs. Um

grande avanço pode ser resumido na seguinte frase: As LMIs que aparecem na teoria

de controle podem ser formuladas como uma otimização convexa (ver apêndice A)

que são viáveis para soluções computacionais.

Essa observação foi feita de maneira expĺıcita por vários pesquisadores. Pyatnitskii

e Skorodinskii (1982 ) foram os primeiros pesquisadores que fizeram esses pontos

claros e completos. Eles reduziram o problema original de Lur’e (caso estendido de
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múltiplas não linearidades) a um problema de otimização convexa envolvendo LMIs,

que foi resolvido usando o algoritmo elipsoide. Pyatnitskii e Skorodinskii (1982 )

também foram os primeiros a descrever a função de Lyapunov como um problema

de otimização convexa, e aplicar um algoritmo que garante uma solução otimizada.

O caṕıtulo final dos estudos sobre LMIs são relativamente recentes e de grande

importância prática: o desenvolvimento de métodos eficientes como o método do

ponto-interior resolve as LMIs que surgem na teoria de controle. Karmarkar’s publi-

cou vários trabalhos na área de métodos de ponto-interior para programação linear.

Em 1988, Nesterov e Nemirovskii desenvolveram métodos de ponto-interior que se

aplicam diretamente a problemas convexos envolvendo LMIs.

Em resumo, os principais eventos na história das LMIs na teoria de controle foram:

• 1890: a primeira LMI aparece; solução anaĺıtica da LMI de Lyapunov atra-

vés da equação de Lyapunov;

• Década de 40: aplicação dos métodos de Lyapunov a problemas reais da

engenharia de controle. Pequenas LMIs resolvidas analiticamente;

• Ińıcio da década de 60: o Lema Real-Positivo fornece técnicas gráficas para

resolver uma outra famı́lia de LMIs;

• Final dos anos 60: a observação de que a mesma famı́lia de LMIs pode ser

resolvida resolvendo uma EAR (Equação Algébrica de Riccati);

• Ińıcio dos anos 80: reconhecimento de que muitas LMIs poderiam ser re-

solvidas pelo computador através da programação convexa;

• Final dos anos 80: desenvolvimento dos algoritmos de pontos-interiores,

poderosos e eficientes, para tratamento das LMIs.

Uma desigualdade matricial linear (LMIs) possui a seguinte forma

F (x) , F0 +
m∑

i=1

xiFi > 0, (6.20)

sendo

• x = (x1 · · · xm)T ∈ <m a variável;
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• Fi = F T
i ∈ <n×n a matriz simétrica;

• o śımbolo de inequação, >, significa que a matriz F (x) é positiva definida,

i.e., uTF (x)u > 0 para todo u ∈ <n diferente de zero;

Há também LMIs na forma F (x) ≥ em que o sinal ≥ significa que a matriz é

semidefinida positiva, e LMIs na forma F (x) < 0 que são equivalentes a −F (x) > 0.

Um conjunto de múltiplas LMIs, tais como F (1)(x) > 0, ...,F (p) > 0, pode ser

agrupado em apenas uma LMI:




F1(x) 0 · · · 0

0 F2(x) 0
...

. . .
...

0 0 Fp(x)



> 0 (6.21)

como consequência não há distinção entre um conjunto de LMIs e apenas uma LMI.

6.2.0.1 Complemento de Schur

Quando as matrizes Fi são diagonais, a LMI F (x) > 0 é apenas um conjunto de

inequações não lineares. Inequações não lineares (convexas) são transformadas em

LMIs usando o complemento de Schur. A ideia é a seguinte: a LMI

H =

[
Q(x) S(x)

S(x)T R(x)

]
> 0. (6.22)

sendo as matrizes Q(x) = Q(x)T , R(x) = R(x)T , e S(x) = S(x)T , é equivalente a

R(x) > 0 Q(x)− S(x)R(x)−1S(x)T > 0. (6.23)

Em outras palavras, o conjunto de inequações não lineares (6.23) pode ser represen-

tado como uma LMI.

6.2.0.2 Variáveis matriciais

Há muitos problemas em que as variáveis são matrizes, por exemplo, a inequação

de Lyapunov

ATP + PA < 0, (6.24)
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sendo a matriz A ∈ <n×n dada e P = P T a variável. Neste caso não se escreve a LMI

explicitamente na forma F (x) > 0, mas deixa-se claro que matrizes são as variáveis.

A frase “a LMI ATP + PA < 0 em P ”significa que a matriz P é uma variável.

Deixando LMIs na forma condensada como (6.24), pode-se realizar um cálculo mais

eficiente.

Um outro exemplo é o caso da inequação quadrática matricial

ATP + PA+ PBR−1BTP +Q < 0, (6.25)

sendo A, B, Q = QT , R = RT > 0 matrizes de tamanhos apropriados, e P = P T

é a variável. Note que essa é uma inequação matricial quadrática em P . Pode-se

expressar essa inequação da seguinte forma

[
−ATP − PA−Q PB + CT

BTP + C R

]
> 0. (6.26)

Essa representação mostra que a inequação matricial quadrática (6.25) é convexa

em P , o que não é óbvio.

6.2.0.3 Vı́nculos lineares

Em alguns problemas encontram-se v́ınculos lineares nas variáveis, por exemplo

P > 0, ATP + PA < 0, TrP = 1, (6.27)

sendo P ∈ <k×k é a variável. Pode-se eliminar o v́ınculo para escrever (6.27) na

forma F (x) > 0. Seja P1, ...,Pm a base para matrizes simétricas k × k com traço

igual a zero (m = (k(k + 1)/2) − 1) e seja P0 uma matriz simétrica k × k com

TrP0 = 1. Então faz-se F0 = diag(P0,−ATP0 − P0A) e Fi = diag(Pi,−ATPi − PiA)

para i = 1, ...,m.

6.2.1 Tipos de problemas LMI

Há vários tipos diferentes de problemas abordados via LMI, esses subgrupos de

problemas incluem problemas de viabilidade, problemas de autovalor e problema de

autovalor generalizado.
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6.2.1.1 Problemas viabilidade de LMI

Dada uma LMI F (x) > 0, o problema LMI correspondente é encontrar x∗ tal que

F (x∗) > 0 ou determinar que a LMI é inviável. Esse é o problema de viabilidade

convexa.

Como um exemplo, considere o problema de estabilidade de Lyapunov: É dado

Ai ∈ <n×n, i = 1, ..., L, encontrar P que satisfaça a LMI

P > 0, ATP + PA < 0, i = 1, ..., L, (6.28)

ou determinar que tal P não existe. Determinar que tal P não existe é equivalente

a encontrar Q0, ..., QL, sendo que nem todos são diferentes de zero, tal que

Q0 > 0, ..., QL ≥ 0 Q0 =
L∑

i=1

(QiA
T
i + AiQi), (6.29)

6.2.1.2 Problemas de autovalor

O problema de autovalor consiste em minimizar o máximo autovalor de uma ma-

triz que depende das variáveis matriciais, sujeito a um v́ınculo LMI (ou determinar

que tal v́ınculo é inviável )

minimizar λ (6.30)

sujeito a λI − A(x) > 0, B(x) > 0 (6.31)

A e B são matrizes simétricas que dependem da variável de otimização x. Esse é um

problema de otimização convexa.

O cálculo da norma H∞ de um sistema linear também pode ser tratado como

uma LMI. Considere o sistema linear

ẋ = Ax+Bω (6.32)

z = Cx+Dω (6.33)

o problema de encontrar a norma H∞ da função de transferência matricial Tzω de

ω para z é equivalente ao seguinte problema de otimização em P > 0 (SKOGESTAD;
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POSTLEHWAITE , 2005 )

minimizar γ

tal que



ATP + PA PB CT

BTP γI DT

C D γI


 < 0. (6.34)

apesar de que γ > 0 ser único, não se pode garantir que P > 0 seja única. Esse

problema pode ser resolvidos usando software, tal como MATLAB.

6.2.1.3 Problemas de autovalor generalizado

O problema de autovalor generalizado consiste em minimizar o máximo autovalor

generalizado de um par de matrizes que dependem de uma variável, sujeito a um

v́ınculo LMI. A formulação é a seguinte:

minimizar λ (6.35)

sujeito a λB(x)− A(x) > 0, B(x) > 0, C(x) > 0 (6.36)

A, B e C são matrizes simétricas que são funções afim de x. O problema pode ser

expressado da seguinte maneira

minimizar λmax(A(x), B(x)) (6.37)

sujeito a B(x) > 0, C(x) > 0 (6.38)

sendo λmax(X, Y ) o máximo autovalor generalizado de λY − X com Y > 0, i.e., o

maior autovalor da matriz Y −1/2XY Y −1/2. Este problema é um problema de otimi-

zação quasi-convexo visto que o v́ınculo é convexo e o objetivo λmax(A(x), B(x)), é

quasi-convexo.

Uma forma alternativa para esse problema é

minimizar λ (6.39)

sujeito a A(x, λ) > 0, (6.40)

sendo A(x, λ) afim em x para fixo λ e afim em λ para fixo x, e satisfaz a condição

λ > µ =⇒ A(x, λ) ≥ A(x, µ).
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Um exemplo desse problema é

maximizar α (6.41)

sujeito a −ATP − PA− 2α > 0, P > 0 (6.42)

a matriz A é dada, e as variáveis de otimização são as matrizes simétricas P e o

escalar α.

6.2.2 Método do ponto interior

Resolver esses problemas formulados anteriormente significa determinar se o pro-

blema é viável ou não, e se for, calcular o ponto de viabilidade com um valor objetivo

que excede o mı́nimo global por menos que algum dado valor de precisão.

Nesse trabalho será usado a função hinfmix, essa função otimiza a LMI através do

método dos pontos interiores (GAHINET et al. , 1995) e calcula o controlador misto

H2/H∞. Alguns detalhes serão mostrados mais adiante.

6.2.3 Regiões LMI

Estabilidade é o mı́nimo de exigência de um sistema de controle. No entanto,

na maioria das situações práticas, um bom controlador também deve fornecer uma

resposta rápida e amortecida. Uma maneira garantir um transiente satisfatório é

colocar os pólos da malha fechada em uma região estratégica do plano complexo. Essa

técnica é chamada de alocação de pólos regional, em contraste à alocação de pólos

pontual em que os pólos são colocados em algum lugar espećıfico do plano complexo.

Alocação de pólos regional pode ser aplicado em conjunto com os controladores H∞,

H2 e H2/H∞ ( CHILALI; GAHINET, 1996 ).

As regiões consideradas nesse trabalho são regiões LMI que foram introduzidas

por Chilali e Gahinet (1996 ). Essa classe de região abrange uma grande variedade

de regiões, tais como, semi-planos, discos, cônicas, entre outras.

Serão usadas as seguintes definições: ⊗ é o produto de Kronecker, M = [µkl]1≤,l≤m

significa que M é uma matriz m × m com uma entrada genérica µkl ( CHILALI;

GAHINET, 1996 ).

Um subconjunto D do plano complexo é chamada de região LMI se existe uma
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matriz simétrica βkl ∈ <m×m e uma matriz αkl ∈ <m×m tal que

D = {z ∈ C : FD < 0, } (6.43)

com

fD(z) = α + zβ + z̄βT = [αkl + βklz + βklz̄]1≤k,l≤m. (6.44)

FD é chamada de função caracteŕıstica de D. Alguns exemplos de regiões LMI são:

• semi-plano Re(z) < −α : fD(z) = z + z̄ + 2α < 0;

• disco centrado em (−q, 0) com raio r:

fD(z) =

[
−r q + z

q + z̄ −r

]
< 0 (6.45)

• cônica centrada na origem e ângulo interno θ.

fD(z) =

[
sen θ

2
(z + z̄) cos θ

2
(z − z̄)

cos θ
2
(z − z̄) sen θ

2
(z + z̄)

]
< 0 (6.46)

Vale destacar alguns fatos sobre regiões LMI

• Intersecções de regiões LMI também são regiões LMI;

• Qualquer região convexa que é simétrica com respeito ao eixo real pode ser

aproximada a uma região LMI;

• Uma matriz real A é D-estável, i.e., posui todos o seus autovalores na região

LMI D, se somente se existir uma matriz X simétrica tal que

MD(A,X) := α⊗X + β ⊗ (XA) + βT ⊗ (ATX) < 0, X > 0.

= [αklX + βklAX + βlkXA
T ]1≤k,l≤m. (6.47)

Alocação de pólos regionais LMI pode ser tratado como um problema

de otimização convexa.
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6.3 Projeto dos Controladores

Nesta seção será estudado os controladores H2, H∞ e H2/H∞. Essas técnicas

de controle podem ser abordadas de várias maneiras diferentes, nesta seção será

mostrado a solução para o H2 e H∞ via ARE e LMI. O controlador misto H2/H∞

será resolvido apenas via LMI.

6.3.0.1 Formulação Geral

Há várias maneiras de formular o problema de controle por retroação afim de

aplicar a otimização da norma H2 e H∞. É muito importante ter uma formulação

padrão no qual qualquer problema particular possa ser manipulado. Tal formulação

para a aplicação da otimização da norma H2 e H∞ pode ser observado na figura 6.2

control problem formulation into which we can cast all and optimizations
of practical interest. The general and problems will be described along with
some specific and typical control problems. It is not our intention to describe in detail
the mathematical solutions, since efficient, commercial software for solving such
problems is now so easily available. Rather we seek to provide an understanding
of some useful problem formulations which might then be used by the reader, or
modified to suit his or her application.

9.3.1 General control problem formulation

There are many ways in which feedback design problems can be cast as and
optimization problems. It is very useful therefore to have a standard problem

formulation into which any particular problem may be manipulated. Such a general
formulation is afforded by the general configuration shown in Figure 9.8 and
discussed earlier in Chapter 3. The system of Figure 9.8 is described by

Figure 9.8: General control configuration

(9.24)

(9.25)

with a state-space realization of the generalized plant given by

s (9.26)

The signals are: the control variables, the measured variables, the exogenous
signals such as disturbances and commands , and the so-called “error” signals
which are to be minimized in some sense to meet the control objectives. As shown in
(3.102) the closed-loop transfer function from to is given by the linear fractional
transformation

(9.27)

Figura 6.2 - Sistema G com o controlador K.

Esse sistema é descrito por

[
z

v

]
= P (s)

[
w

u

]
=

[
P11(s) P12(s)

P21(s) P22(s)

][
w

u

]
. (6.48)

A planta P generalizada é dada por

P =



A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22


 . (6.49)

Os sinais são

• u: variáveis de controle;

• w : sinais de perturbação e de comandos;

• z : erro a ser minimizado afim de alcançar os objetivos de controle;
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A função de transferência em malha fechada de w para z é dada por

z = Fl(P,K)w, (6.50)

sendo

Fl(P,K) = P11 + P12K(I − P22K)−1P21. (6.51)

O controle H2 e H∞ envolve a minimização das normas H2 e H∞ de Fl(P,K)

respectivamente.

Antes de aplicar o algoritmo para se resolver o problema de controle H2 e H∞ é

necessário fazer as seguintes considerações

(A1) (A,B2, C2) é estabilizável e observável;

(A2) D12 e D21 possui rank(posto) completo;

(A3)

[
A− jωI B2

C1 D12

]
possui rank competo para qualquer ω;

(A4)

[
A− jωI B1

C2 D21

]
possui rank competo para qualquer ω;

(A5) D11 = 0 e D22 = 0;

A consideração (A1) é requerida para a existência de um controlador estabilizável

K, a consideração (A2) assegura que os controladores são próprios e realizáveis. As

considerações (A3) e (A4) assegura que os controlador ótimo não irá cancelar os

pólos e os zeros no eixo imaginário causando assim instabilidade em malha fechada.

A consideração (A5) é convencional para o controle H2 e H∞, pois simplifica o

algoritmo.

Essas considerações estão implementadas no software usado para resolver o pro-

blema de controle H2 e H∞ (Robust Control toolbox of MATLAB).
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Figura 6.3 - configuração do H2.

6.3.1 Controle ótimo H2

O controle ótimo H2 consiste em encontrar um controlador K que minimiza

‖Twz2‖2 =

√
1

2π

∫ ∞

−∞
tr(Twz2(jω)HTwz2(jω))dω;

(6.52)

A planta P é composta pela planta do modelo, as interconexões da estrutura, e os

pesos que são propostos pelo projetista.

A norma H2 possui diferentes determinações determińısticas. Supõe-se que na

formulação dada pela figura 6.3 o sinal de entrada w seja um rúıdo branco de inten-

sidade unitária. Tem-se então

E{w(t)w(t)T} = Iδ(t− τ). (6.53)

o valor esperado do sinal de erro z é dado por

E

{
lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
z(t)T z(t)dt

}
= trE{z(t)z(t)H},

=
1

2π

∫ ∞

−∞
tr[(Twz2(jω)HTwz2(jω))]dω, (6.54)

pelo teorema de Parseval

= ‖Twz2‖2
2 (6.55)

Dessa forma, minimizando a norma H2 da sáıda (ou erro) do sistema generali-

zado, devido à entrada unitária do rúıdo branco, é minimizado; o que está sendo

minimizado é o valor quadrado médio (rms) do valor de z.
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6.3.2 LQG: Um caso especial do controlador H2

No caṕıtulo anterior foi desenvolvido o controlador ótimo LQG para um sistema

estocástico. Agora será visto que o LQG é um controlador H2. Considere o seguinte

sistema

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + wd, (6.56)

y(t) = Cx(t) + wn. (6.57)

sendo que

E

{[
wd

wn

] [
wd wn

]}
=

[
W 0

0 V

]
δ(t− τ). (6.58)

O LQG consiste em encontrar u = K(s)y tal que o seguinte funcional é minimi-

zado

J = E

{
lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)]dt

}
. (6.59)

com Q = QT ≥ 0 e R = RT > 0. Para que esse problema fique no formato da norma

H2, faz-se o seguinte. Define um sinal de erro z como sendo

z =

[
Q1/2 0

0 R1/2

][
x

u

]
, (6.60)

e as entradas podem ser representadas como

[
wd

wn

]
=

[
W 1/2 0

0 V 1/2

]
w, (6.61)

sendo w um rúıdo branco de intensidade unitária. A função de custo do LQG pode

ser manipulada e reescrita da seguinte maneira

J = E

{
lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[z(t)T z(t)]dt

}
= ‖Twz2‖2

2, (6.62)

sendo que

z(s) = Twz2w(s). (6.63)
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e a planta generalizada P é dada por

P =




A W 1/2 0 B

Q1/2 0 0 0

0 0 0 R1/2

C 0 V 1/2 0



. (6.64)

Essa abordagem do LQG é ilustrada pela figura 6.4. A aplicação do algoritmo

para encontrar o controlador através da minimização da norma H2 resulta no mesmo

controlador encontrado pelo LQG tradicional (5.24).

where
(9.40)

and the generalized plant is given by

s

- - - - - - - - - - - - - - - - -
(9.41)

The above formulation of the LQG problem is illustrated in the general setting in
Figure 9.9. With the standard assumptions for the LQG problem, application of the
general formulas (Doyle et al., 1989) to this formulation gives the familiar LQG
optimal controller as in (9.17).

+ +

++

Figure 9.9: The LQG problem formulated in the general control configuration

9.3.4 optimal control

With reference to the general control configuration of Figure 9.8, the standard
optimal control problem is to find all stabilizing controllers which minimize

(9.42)

As discussed in Section 4.10.2 the norm has several interpretations in terms of
performance. One is that it minimizes the peak of the maximum singular value of

. It also has a time domain interpretation as the induced (worst-
case) 2-norm. Let , then

(9.43)

Figura 6.4 - Estrutura do LQG na configuração geral.

6.3.3 Controle H2 por Riccati

Considerando novamente a configuração da figura 6.3, deseja-se projetar um con-

trolador que estabiliza o sistema e ao mesmo tempo minimiza a amplitude do sinal

de sáıda devido uma entrada w. Será considerado a planta generalizada



ẋ

z2

y


 =




A B1 B2

C2 0 D22

Cy Dy1 0






x

w

u


 . (6.65)
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Deseja-se um controlador

K2 :

[
˙xK

u

][
AK BK

CK DK

][
xK

y

]
, (6.66)

tal que a malha fechada seja dada por

Twz2 =

[
Acl Bcl

Ccl1 Dcl1

]
. (6.67)

Como já foi explicado anteriormente o objetivo é encontrar um controlador que

estabiliza internamente o sistema e minimiza a norma H2 da função de transferência

em malha fechada de w a z2 que é denotada por ‖Twz2‖2.

Considera-se as seguintes equações de Riccati

ATX2 +X2A−X2B2B
T
2 X2 + CT

2 C2 = 0, (6.68)

AY2 + Y2A
T − Y2C

T
y CyY2 +B1B

T
1 = 0. (6.69)

Essas equações podem ser associadas às hamiltonianas ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER,

1998 )

H2 =

[
A −B2B

T
2

−CT
2 C2 −AT

]
. (6.70)

J2 =

[
AT −CT

y Cy

−B1B
T
1 −A

]
. (6.71)

que pertencem ao dom(Ric), e além do mais, X2 = Ric( H2) ≥ 0 e X2 = Ric(J2) ≥
0. A partir dessas suposições tem-se as ferramentas para encontrar a solução do

controle H2.

O controlador ótimo e único H2 é dado por

K2 =

[
AFL L2

−F2 0

]
(6.72)

com o correspondente valor ótimo de ‖Twz2‖2 é dado por

min‖Twz2‖2 = ‖Gc(s)B1‖2
2 + ‖F2Gf (s)‖2

2 (6.73)
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sendo

Gc(s) =

[
AFL I

C1F 0

]
(6.74)

Gf (s) =

[
AL B1L

I 0

]
(6.75)

AF = A+B2F2 (6.76)

C1F = C2 +D22F2 (6.77)

AL = A+ L2C2 (6.78)

AFL = A+B2F2 + L2Cy (6.79)

B1L = B1 + L2Cy (6.80)

B1L = B1 + L2D22 (6.81)

F2 = −BT
2 X2 (6.82)

X2 = Ric(H2) (6.83)

L2 = −Y2Cy (6.84)

Y2 = Ric(J2) (6.85)

Os detalhes das afirmações acima podem ser encontradas nos livros de controle

robusto, tais como ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER, 1998 ; ZHOU et al., 1996 ).

6.3.4 Controle H2 por LMI

A norma H2 pode ser calculada da seguinte maneira (SCHERER et al., 1997 )

‖Twz2‖2 = Tr(Ccl1S0Ccl1)T , (6.86)

sendo S0 a solução da equação de Lyapunov

AclS0 + S0A
T
cl +BclB

T
cl = 0. (6.87)

Visto que S0 < S para qualquer S satisfazendo

AclS + SATcl +BclB
T
cl < 0. (6.88)
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é rapidamente verificado que ‖Twz2‖2
2 < ν se e somente se existe S > 0 satisfazendo

(6.88) e Tr(Ccl1S0Ccl1)T < ν. Com um parametro auxiliar Q, obtém-se o seguinte

resultado: Acl é estável se existe uma matriz simétrica X2 = S−1 e Q tal que

[
ATclX2 +X2Acl Bcl

BT
cl −I

]
< 0, (6.89)

[
Q Ccl1X2

X2C
T
cl1 −X2

]
> 0, (6.90)

Tr(Q) < ν, Dcl1 = 0. (6.91)

6.3.5 Controle ótimo H∞

O problema do controle ótimo H∞ consiste em encontrar um controlador K que

minimiza a função de transferência de w a z∞ dada por Twz∞ figura 6.5. A norma

H∞ da função de transferência Twz∞ dada por

‖Twz∞‖∞ = max
ω

σ̄(Twz∞)(jω)). (6.92)

Figura 6.5 - Configuração do H∞.

Como já discutido anteriormente a norma H∞ possui várias interpretações. Uma

delas é que ela representa o pico do máximo valor singular. Uma outra interpretação
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é dada por

‖Twz∞‖∞ = max
w(ω)6=0

‖z(ω)‖2

‖w(ω)‖2

, (6.93)

sendo ‖z(t)‖2 =
√∫∞

0

∑
i |zi(t)|2 a norma-2 do sinal vetorial.

Na pratica não é necessário e muitas vezes indesejável projetar um controladorH∞

ótimo, porém o problema se torna mais simples quando se projeta um controlador

sub-ótimo (algo muito próximo do ótimo). Um controlador sub-ótimo pode ter boas

propriedades (ex. banda passante) em relação ao ótimo. Seja γmin o mı́nimo valor

de ‖Twz∞‖∞ para todo K. Então o H∞ sub-ótimo problema é: dado um γ > γmin,

encontrar um controlador K tal que

‖Twz∞‖∞ < γ. (6.94)

Esse v́ınculo pode ser interpretado como a rejeição à perturbação e assegura também

a estabilidade robusta. Especificamente esse v́ınculo assegura que a malha fechada

permaneça estável para todas as perturbações em que ‖∆‖∞ < 1/γ (SCHERER et al.,

1997 ).

6.3.6 Controlador H∞ por Riccati

Considerando a seguinte planta no espaço de estados




ẋ

z∞

y


 =




A B1 B2

C∞1 D∞1 D∞2

Cy Dy1 Dy2






x

w

u


 . (6.95)

Deseja-se um controlador

K∞ :

[
˙xK

u

][
AK BK

CK DK

][
xK

y

]
, (6.96)

tal que a malha fechada seja dada por

Twz∞ =

[
Acl Bcl

Ccl1 Dcl1

]
. (6.97)
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De maneira análoga ao controlador H2 tem-se as seguintes equações de Riccati

ATX∞ +X∞A+ CT
∞1C∞1 +X∞(γ−2B1B

T
1 −B2B

T
2 )X∞ = 0, (6.98)

AY∞ + Y∞A
T +B1B

T
1 + Y∞(γ−2CT

∞1C∞1 − CT
y Cy)Y∞ = 0, (6.99)

Essas equações podem ser associadas às hamiltonianas ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER,

1998 )

H∞ =

[
A γB1B

T
1 −B2B

T
2

−CT
∞1C∞1 −AT

]
. (6.100)

J∞ =

[
AT γCT

∞1C∞1 − CT
y Cy

−B1B
T
1 −A

]
. (6.101)

A priori não é garantido que H∞, J∞ ∈ dom(Ric) nem que Ric(H∞) ≥ 0,

Ric(J∞) ≥ 0. Na verdade essas condições estão intimamente ligadas a um controla-

dor sub-ótimo. Nota-se que quando γ →∞ então H∞ → H2 e J∞ → J2.

Da configuração do H∞ dada pela figura 6.5 e das considerações feitas acima

existe um controlador K(s) tal que ‖Twz∞‖∞ < γ se e somente se

(i) H∞ ∈ dom(Ric) e X∞ := Ric(H∞) ≥ 0.

(ii) J∞ ∈ dom(Ric) e Y∞ := Ric(J∞) ≥ 0.

(ii) ρ(X∞Y∞) < γ2

Após todos esses passos o controlador K∞ = Fl(Kc, Q) é dado por

Kc(s) =




A∞ −Z∞L∞ Z∞B2

F∞ 0 I

−Cy I 0


 , (6.102)

F∞ = −BT
2 X∞, (6.103)

L∞ = −Y∞CT
y , (6.104)

Z∞ = (I − γ−2Y∞X∞)−1, (6.105)

A∞ = A+ γ−2B1B
T
1 X∞ +B2F∞ + Z∞L∞Cy. (6.106)
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e Q é qualquer função de transferência estável e própria tal que ‖Q‖∞ < γ. Para

Q = 0 tem-se o controlador central

Kc(s) =

[
A∞ −Z∞L∞
F∞ 0

]
. (6.107)

Esse controlador possui o mesmo número de estados que a planta generalizada.

Assim como no controlador H2 , esse controlador pode ser separado em estimador

˙̂x = Ax̂+B1γ
−2BT

1 X∞x̂+B2u+ Z∞L∞(Cyx̂− y) (6.108)

e uma retroação de estados

u = F∞x̂. (6.109)

Comparando o estimador do filtro de Kalman (5.19) com o estimador (6.108),

nota-se algumas diferenças, a saber, o uso de Z∞L∞ em vez de apenas L∞ e o termo

adicional B1(γ−2BT
1 X∞x̂). O termo γ−2BT

1 X∞x̂ pode ser interpretado como uma

estimativa do pior caso de perturbação. Da mesma forma, Z∞L∞ é o ganho do filtro

ótimo para a estimação do sinal de controle, u = F∞x, na presença do pior caso

de perturbação ( SANCHEZ-PENA; SNAZAIER, 1998 ; SKOGESTAD; POSTLEHWAITE ,

2005 ).

Iteração-γ: Deseja-se encontrar γmin com uma devida tolerância, para isso faz-se

teste para valores de γ para determinar se esse valor é menor que γmin ou se é maior

que γmin.

6.3.7 Controlador H∞ por LMI

O controlador H∞ pode ser resolvido facilmente através das soluções das equa-

ções de Riccati mostradas anteriormente, porém quando é acrescentado a alocação

de pólos, torna-se necessário recorrer a outros métodos para encontrara a solução

do problema. Tratando esse problema como um problema de otimização convexa

usa-se LMI para encontrar a solução. A abordagem tratada nessa seção leva em

consideração a alocação de pólos.

Como já foi afirmado anteriormente uma matriz A só é D-estável se satisfazer

ATX +XA < 0, X > 0. (6.110)
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Dessa forma, pode-ser afirmar que o v́ınculo da alocação de pólos é satisfeito se e

somente se existe XD > 0 tal que

[αklXD + βklAclXD + βlkXDA
T
cl]1≤k,l≤m < 0. (6.111)

De acordo com o Bounded Real Lemma (SCHERER , 1990 ), Acl é estável e a

norma H∞ de Twz∞ é menor que γ se e somente se existe uma matriz X∞ simétrica

com (WU et al. , 2009 ; GAHINET et al. , 1995)



AclX∞ +X∞A

T
cl Bcl X∞C

T
cl

BT
cl −I DT

cl1

CclX∞ Dcl1 −γ2I


 < 0, X∞ > 0. (6.112)

6.3.8 Controle Misto H2/H∞

O controle misto H2/H∞ é um problema multiobjetivo, no qual o controle por

retroação deve responder de maneira favorável duas especificações de desempenho.

Tipicamente na śıntese H2/H∞, o H∞ é usado para aumentar a robustez do sistema,

e enquanto que o H2 garante o desempenho do sistema. Considera-se a seguinte

Figura 6.6 - Planta com perturbação e sáıdas z2 e z∞

planta em espaço de estados




ẋ

z∞

z2

y




=




A B1 B2

C∞ D∞1 D∞2

C2 D21 D22

Cy Dy1 Dy2






x

w

u


 . (6.113)
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Esse sistema possui duas funções de transferência: Twz∞ que é a função de trans-

ferência de w a z∞ e Twz2 que é a função de transferência de w a z2. Deseja-se

encontrar um controlador K que no espaço de estados é dado por

K :

[
˙xK

u

][
AK BK

CK DK

][
xK

y

]
, (6.114)

tal que, o sistema em malha fechada



ẋcl

z∞

z2


 =



Acl Bcl

Ccl1 Dcl1

Ccl2 Dcl2



[
xcl

w

]
. (6.115)

satisfaça as seguintes propriedades:

a) Estabilidade interna: K estabiliza exponencialmente em malha fechada;

b) Desempenho fixo H∞: O controle H∞ possui um desempenho fixo tal

que ‖Twz∞‖∞ ≤ γ;

c) Desempenho ótimo H2: O desempenho H2 ‖Twz2‖2 é minimizado entre

todos K satisfazendo 1 e 2.

As propriedades acima podem ser resumidas da seguinte maneira:

minimizar f(K) := ‖Twz2‖2
2 (6.116)

sujeito a g(K) := ‖Twz∞‖2
∞ ≤ γ2 (6.117)

Quando o problema do controlador misto H2/H∞ é tratado como um problema

de otimização convexa usa-se LMI para encontrar a solução ótima do poblema. Essa

abordagem é muito eficaz, pois se existir pelo menos um controlador que estabiliza

o sistema tal que ‖Twz∞‖2
∞ ≤ γ2, certamente haverá uma solução para o H2. Para

encontrar a solução ótima é necessário resolver um conjunto de equações de Riccati

não lineares e acopladas e então sintetizar o controlador. Assim, pode-se considerar a

abordagem de otimização convexa como uma maneira efetiva para resolver equações

de Riccati não lineares e acopladas.

De acordo com o que foi discutido nos problemas H2 e H∞, o problema do con-

trolador misto H2/H∞ é equivalente a minimizar o Tr(Q) sobre as matrizes XD,

X∞, X2, Q e K satisfazendo (6.89)-(6.91) e (6.111)-(6.112). O problema do H∞ e
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H2 separados são problemas convexos, porém quando juntos se torna um problema

não convexo.

Enquanto que esse problema é não convexo nas variáveis (XD, X∞, X2, Q,K), a

convexidade pode ser forçada pela procura de uma solução comum

X = XD = X∞ = X2 > 0 (6.118)

para (6.89)-(6.91) e (6.111)-6.112). As matrizes (6.89)-(6.91) e (6.111)-6.112) serão

reescritas em termos de X, Q e uma variável auxiliar Y = KX. Essa simples mu-

dança de variável leva ao seguinte problema de otimzação.

Minimizar Tr(Q) sobre X = XT , Q = QT , e Y que satisfazem as seguintes

inequações matriciais lineares

[αklX + βkl(AX +B2Y ) + βlk(AX +B2Y )T ] < 0. (6.119)



AX −B2Y + (AX −B2Y )T B1 (C∞X −D∞2Y )T

BT
1 −I DT

∞1

C∞X −D∞2Y D∞1 γ2I


 < 0, (6.120)

[
Q C2X −D22Y

(C2X −D22Y )T X

]
> 0 (6.121)

Assumindo que as LMIs (6.120) e (6.120) são viáveis e a solução desse problema de

otimização seja X∗, Q∗ e Y ∗, o controlador será dado por

K∗ = Y ∗(X∗)−1. (6.122)

Resultando em

‖Twz∞‖∞ ≤ γ, (6.123)

‖Twz2‖2 ≤
√

Tr(Q). (6.124)

De acordo com o que foi discutido no caṕıtulo 3 sobre incerteza, o requisito de
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Figura 6.7 - Planta com perturbação e sáıdas z2 e z∞

estabilidade com respeito a incerteza ∆ é representado por

z∞ = z̃. (6.125)

Lembrando que

d̃ = ∆z̃, (6.126)

e de acordo com a figura 6.7 a incerteza aparece como sendo uma perturbação

d̃. O controle H∞ irá minimizar a função de transferência que vai da entrada da

perturbação d̃ a sáıda z̃ e ao mesmo tempo encontrar um controlador que estabiliza

a planta diante de incertezas em que ‖∆‖∞ < 1/γ. Se o valor de γ for pequeno, a

malha fechada permanece estável para um grande valor de incerteza, ou seja, uma

grande variação momento de inércia.

Quando se trata do controle H2, a perturbação externa pode ser modelada como

uma entrada impulso de direção aleatória, sendo que o controle ótimo H2 minimiza

o rms da resposta ao impulso (calculado pela norma H2).

Nos canais minimizados pela norma H2 estarão os estados e o sinal de controle

para evitar a saturação do controlador.

z2 =



Qx 0

0 Qẋ

0 0



[
X

Ẋ

]
+




0

0

R


u. (6.127)
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os estados e o sinal de controle são ponderados através dos pesos Qx, Qẋ e R.

No próximo caṕıtulo será feito a aplicação do controle misto H2/H∞ através da

função do MATLAB hinfmix.
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7 RESULTADOS

Neste caṕıtulo será mostrado os resultados do controle da atitude de um microssa-

télite com incerteza no momento de inércia e perturbações externas. É aplicado o

controlador misto H2/H∞ com alocação de pólos.

7.1 Análise e resultados

O satélite considerado será um microssatélite genérico, os parâmetros e espe-

cificações são mostrados na tabela 7.1. Será considerado que o microssatélite está

equipado com um sensor de estrela, ou seja, ter-se-á somente a medida dos ângu-

los. Um exemplo de sensor de estrela para microssatélite é mostrado no trabalho (

SUNDE, 2005 ) e as suas especificações estão na tabela 7.2.

Tabela 7.1 - Parâmetros do microssatélite

Momentos de inércia (Kgm2) I1 = 18, 4
I2 = 18, 2
I3 = 6, 8

Massa (Kg) 60
Tamanho (cm) 50× 50× 60
Altitude (Km) 500
Atitude inicial (graus) (φ, θ, ψ) = (0, 0, 0)
Velocidade angular inicial (graus/s) ωbib = [0, 6; 0, 6; 0, 6]T

Para realizar o controle, é usado no microssatélite três rodas de reação, uma

em cada um dos eixos principais. As rodas de reação são usadas para regular a

velocidade do véıculo espacial através da conservação do momento angular. Quando

o microssatélite sofre uma perturbação externa que resulta em uma variação da

velocidade angular, o excesso de velocidade angular do microssatélite é transferido

para o momento angular das rodas de reação por meio de um torque interno que

é gerado por um motor DC que muda a velocidade de rotação tal que a atitude

do microssatélite volta ao seu estado original. Um exemplo de roda de reação é

da empresa Microsat Systems Canada Inc. ( MSCI, 2013) cuja especificações estão

dispońıveis na tabela 7.3.
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Tabela 7.2 - Dados do sensor de estrela

Propriedades Valor
Dimensão 10× 10× 4, 5 cm
Massa 10 gr
Precisão 1 arcseg
Velocidade angular acima de 10 graus/s
Confiabilidade 99,99 %
Razão de atualização 8 Hz

Tabela 7.3 - Atuador: Roda de reação

Velocidade (rpm) ±10000
Capacidade de momento (N m s) 4
Torque (N m) 150× 10−3

Massa (Kg)
Roda de reação < 3, 55
Motor < 1, 2
Dimensão (cm) 25× 25× 11

7.2 Controlador misto H2/H∞

Será explicitado aqui a solução apenas para o ângulo de pitch, porém para os

ângulos de roll/yaw a solução é análoga. Vale ressaltar que nesse primeiro momento

não será considerado a alocação de pólos.

A planta generalizada para o ângulo de pitch é dada por:




θ̇

θ̈

z∞
z2

y
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d̃ = ∆z̃

ẋ = Ax+B1w +B2u, (7.1)

z∞ = C1x+D11w +D12u. (7.2)

z2 = C2x+D22u. (7.3)

A =

[
0 1

−3n2(Ix−Iz)
Iy

0

]
, B1 =

[
0 0 0 0

−py
Iy
−3n2px

Iy
−3n2pz

Iy
− 1
Iy

]
, B2 =

[
0
1
Iy

]
,

C1 =



−3n2px

Iy
0

−1 0

1 0


 D11 =



−py
Iy
−3n2px

Iy
−3n2pz

Iy
− 1
Iy

0 0 0 0

0 0 0 0


 D12 =




1
Iy

0

0


 ,

C2 =



Q1 0

0 Q2

0 0


 D22 =




0

0

R




Figura 7.1 - Sistema com incerteza.

∆ é a matriz de ganho normalizada das incertezas nos momentos de inércia, z̃ é a

sáıda do sistema nominal para o bloco das incertezas, e d̃ é a entrada dos bloco das

incertezas ao sistema nominal.
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Os requisitos de estabilidade robusta com respeito à incerteza ∆ é representada

por z̃, i.e.

z̃ = z∞

se existe um controlador que satisfaz ‖ z∞
d̃
‖∞ < γ então o sistema em malha fechada

será estável e robusto para qualquer incerteza ‖∆‖∞ < 1
γ
.

O problema do controlador misto será resolvido via LMI, para isso será usado a

seguinte função do MATLAB:

[gopt, h2opt, K] = hinfmix (P, r, obj).

• P = Planta generalizada;

• r = [z2 y u] especifica o tamanho de z2, y e u;

• obj = [γ0, ν0, α, β] especifica o problema a ser resolvido.

Para aplicar o controlador misto no ângulo de pitch de um véıculo espacial usa-se

a seguinte configuração:

• P = Planta generalizada dada pela matriz acima;

• r = [3 2 1]. Três sinais serão minimizados peloH2 (z2 = 3). Será considerado

duas medidas (y = 2). Tem-se um sinal de controle (u = 1) ;

• obj = [γ, 0, 0, 1], minimizar ‖T2‖2 sujeito à ‖T∞‖∞ < γ.

Os pesos referentes aos sinais do H2 serão : Q1 = 2, Q2 = 2 e R = 10. Esses

valores são escolhidos pelo projetista, e podem variar de acordo com as especificações

do sistema.

Para encontrar o γ do H∞, faz-se

[gopt, h2opt, K] = hinfmix (P, [3 2 1], [0, 0, 1, 0])

obtendo assim gopt=0,11. Que é o menor valor de γ do H∞, tal que minimiza a

norma ‖T∞‖∞ e mantém o sistema estável.

Agora basta calcular o controlador misto para um conjunto de valores de γ, i.e.,

‖Tz∞w‖∞ < γ, γ = { 0,2; 2; 100 }. Ao se aplicar o controlador misto H2/H∞ é
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observado que ao se fazer o valor de γ próximo do valor de γmin, o resultado é o

mesmo obtido pelo H∞ puro, e ao se fazer o valor de γ muito maior que γmin o

resultado é o mesmo obtido pelo H2.

• γ = 0, 2 corresponde ao H∞ puro (γ ≈ γmin).

• γ = 2 corresponde ao controlador misto (H2 sujeito a γ = 2);

• γ = 100 corresponde ao H2 puro (γ tendendo a infinito).

7.3 Robustez com respeito às incertezas no momento de inércia

O microssatélite considerado pode sofrer uma variação de 10% no momento de

inércia. Essa variação acontece devido ao movimento de antenas, câmeras, telescópio

e painéis solares. Satélites com a massa menor que 100 kg são mais senśıveis às

perturbações e às variações no momento de inércia.

Para analisar o desempenho do controlador misto H2/H∞ em uma planta com

incerteza, foi considerado duas plantas: planta com incerteza 1 e planta com incerteza

2 para os ângulos roll/yaw e para pitch, pois as equações são desacopladas .

Robustez com respeito às incertezas no momento de inércia é muito importante

no projeto do sistema de controle de atitude, principalmente quando se trata de um

satélite de pequeno porte. A incerteza no momento de inércia é representada como

uma perturbação no modelo nominal. Para quantificar a robustez com respeito às

incertezas no momento de inércia usa-se a norma H∞. De acordo com o teorema do

pequeno ganho se o controlador satisfazer o menor valor de γ da norma ‖z∞/d‖∞, ou

seja, |z∞/d| < γ, a malha fechada do sistema será estável para uma grande variação

do valor nominal (a incerteza poderá ser grande), i.e, ‖∆‖∞ < 1/γ.

Será considerado uma variação do momento de inércia de 10% para mais e para

menos. Esses valores são valores aceitáveis e estão baseados no artigo ( YANGA; SUN,

2005).

• Variações do momento de inércia para o ângulo de pitch:

Planta com incerteza 1: ∆Ix = −10%Ix, ∆Iy = +10%Iy e ∆Iz = −10%Iz.

Planta com incerteza 2: ∆Ix = +10%Ix, ∆Iy = −10%Iy e ∆Iz = +10%Iz.
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• Variações do momento de inércia para os ângulos de roll e yaw:

Planta com incerteza 1: ∆Ix = +10%Ix, ∆Iy = −10%Iy e ∆Iz = −10%Iz.

Planta com incerteza 2: ∆Ix = −10%Ix, ∆Iy = +10%Iy e ∆Iz = +10%Iz.

• Condição inicial: A condição inicial considerada representa o momento em

que o microssatélite se separa do véıculo lançador. ( YANGA; SUN, 2005).

x(0) =
[

0 0 0
]
,

ẋ(0) =
[

0, 6 0, 6 0, 6
]
.

De acordo com as figuras 7.2–7.7 o controlador H∞ puro (γ = 0.2 ) possui

o melhor desempenho para com respeito às incertezas, pois o comportamento

da planta nominal e das plantas com incertezas são quase o mesmo. Por outro

lado, para o controlador H2 puro (γ = 100) pode ser observado que há uma

certa diferença da planta nominal para as plantas com incerteza, ou seja, esse

controlador não é robusto com respeito às incertezas. O controlador misto H2/H∞

com um valor de γ pequeno, fornece um melhor desempenho de robustez com

respeito às incertezas no momento de inércia e quando aumenta o valor de γ o

controlador fica mais senśıvel às incertezas. Pode ser observado também que o

controlador misto com o γ muito grande possui uma resposta muito lenta com

respeito à uma dada condição inicial, para um γ pequeno a resposta é mais

rápida. Dessa forma, escolhe-se um valor de γ que não seja muito grande nem

muito pequeno quando comparado com o γmin, no caso do microssatélite que está

sendo estudado o valor escolhido foi γ = 2. Pode ser observado que a resposta não

é lenta e o sistema continua robusto com respeito às incertezas (ver figuras 7.2–7.7 ).

Vale ressaltar também que o sinal de controle é muito maior para o controlador

H∞. Como pode ser observado nas figuras 7.8-7.10 o sinal de controle para o ângulo

de roll chega a 0.5 Nm para o H∞ puro, e de acordo com a tabela 7.3 o máximo valor

permitido para o torque de controle é 0.15 Nm. Para o controlador H2 puro o sinal

de controle é bem pequeno, porém apresenta uma resposta lenta. Já o controlador

misto H2/H∞ com γ = 2, apresenta um bom desempenho e não satura o atuador.
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Figura 7.2 - Resposta às condições iniciais para o ângulo de roll, comparação dos contro-
ladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.3 - Resposta às condições iniciais para o ângulo de pitch, comparação dos con-
troladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.4 - Resposta às condições iniciais para o ângulo de pitch, comparação dos con-
troladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.5 - Velocidade do ângulo de roll para a resposta às condições iniciais, comparação
dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.6 - Velocidade do ângulo de pitch para a resposta às condições iniciais, compa-
ração dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.7 - Velocidade do ângulo de yaw para a resposta às condições iniciais, comparação
dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.8 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o ângulo de roll referente à condição
inicial. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2

(γ = 100).
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Figura 7.9 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o ângulo de pitch referente à con-
dição inicial. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2)
e H2 (γ = 100).
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Figura 7.10 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o ângulo de yaw referente à con-
dição inicial. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2)
e H2 (γ = 100).
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7.4 Robustez com respeito à entrada impulso

Uma entrada do tipo impulso representa uma perturbação de pequena duração.

No caso de um microssatélite pode ser o movimento de uma antena, porém sem levar

em consideração os modos de vibração. A simulação é realizada para um impulso de

0.001N.

As figuras 7.11- 7.13 representam o comportamento dos ângulos de atitude diante

de uma perturbação tipo impulso. Para o controlador H∞ o sistema se estabiliza

em um tempo curto quando comparado com o H2. Já o controlador misto H2/H∞ a

resposta pode variar de acordo com o valor de γ. O valor de γ = 2 para o controlador

misto H2/H∞ oferece uma resposta rápida e o sinal de controle permanece dentro

das especificações (ver figuras 7.17- 7.19).

O mesmo pode ser observado para as velocidades dos ângulos de atitude (ver

figuras 7.14- 7.16). Para o controladorH2 a resposta é muito lenta quando comparada

com H∞, e a escolha de γ = 2 para o controlador misto H2/H∞ oferece uma resposta

satisfatória.

Nota-se que para a entrada impulso o sinal de controle máximo para o caso do

controlador H∞ é quatro vezes maior do que o controlador H2 (ver figuras 7.17- 7.19).

Para evitar a saturação do atuador é necessário manipular o v́ınculo do controlador

H∞, i.e. manipular o valor de γ para reduzir o esforço máximo do sinal de controle.

Vale observar que o sinal que está sendo minimizado pelo controle H∞ não envolve os

sinais de controle explicitamente, porém os sinais minimizados pelo controlador H2

contém pesos expĺıcitos no sinal de controle. Isso pode ser observado nas equações

(7.2) e (7.3), pois a matriz D12 que é a matriz que relaciona o sinal de controle com o

sinal a ser minimizado pela norma H∞ não possui peso e a matriz D22 que relaciona

o sinal de controle com o sinal a ser minimizado pela norma H2 possui o peso R que

pode ser manipulado pelo projetista de acordo com as especificações do sistema.
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Figura 7.11 - Comportamento do ângulo de roll após uma entrada impulso, que representa
uma perturbação no sistema. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2),
H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.12 - Comportamento do ângulo de pitch após uma entrada impulso, que re-
presenta uma perturbação no sistema. Comparação dos controladores H∞
(γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.13 - Comportamento do ângulo de yaw após uma entrada impulso, que representa
uma perturbação no sistema. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2),
H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.14 - Velocidade do ângulo de roll para a resposta à uma entrada impulso, com-
paração dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).

98



0 5 10 15 20 25 30 35 40
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

−4

tempo (s)

dθ
/d

t

Impulso (Velocidade de pitch)

 

 
H

∞

H
2
/H

∞

H
2

Figura 7.15 - Velocidade do ângulo de pitch para a resposta à uma entrada impulso, com-
paração dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.16 - Velocidade do ângulo de yaw para a resposta à uma entrada impulso, com-
paração dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.17 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o ângulo de roll referente à uma
entrada impulso. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞
(γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.18 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o ângulo de pitch referente à uma
entrada impulso. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞
(γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.19 - Sinal de controle aplicado para estabilizar o ângulo de yaw referente à uma
entrada impulso. Comparação dos controladores H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞
(γ = 2) e H2 (γ = 100).
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7.5 Robustez com respeito aos torques externos

Todo véıculo espacial está sujeito a pequenas perturbações no espaço, que muitas

vezes são perturbações persistentes. No caso de um microssatélite de órbitas baixas

as perturbações mais influentes são os torques de gradiente de gravidade, magnético

e aerodinâmico. O torque magnético é ćıclico e pode ser aproximado a uma senoide

com diferentes frequências. O torque aerodinâmico é cumulativo e pode ser aproxi-

mado a um degrau. Baseando nos valores encontrados no segundo caṕıtulo para os

piores casos dos torques magnético (2.62) e aerodinâmico (2.64), deduz-se a seguinte

expressão para o torque externo:

Text =
∑

k

10−5sen(knt) + 3× 10−5[σ(t− 1000)− σ(t− 4000)]. (7.4)

De acordo com as figuras 7.20-7.22 o controlador H∞ possui uma melhor capa-

cidade de atenuação com respeito aos torques externos com relação ao controlador

H2, ou seja, para a atenuação dos torques externos o controlador H∞ é o mais indi-

cado. O controlador misto H2/H∞ com o valor de γ = 2 é robusto com respeito às

perturbações externas e ao mesmo tempo não satura o atuador.
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Figura 7.20 - Comportamento do ângulo de roll após uma entrada senoidal mais um de-
grau, que representa os torques externos. Comparação dos controladores H∞
(γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.21 - Comportamento do ângulo de pitch após uma entrada senoidal mais um
degrau, que representa os torques externos. Comparação dos controladores
H∞ (γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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Figura 7.22 - Comportamento do ângulo de yaw após uma entrada senoidal mais um de-
grau, que representa os torques externos. Comparação dos controladores H∞
(γ = 0, 2), H2/H∞ (γ = 2) e H2 (γ = 100).
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7.6 Controlador misto H2/H∞ com alocação de pólos

Agora será projetado um controlador misto H2/H∞ com alocação de pólos regi-

onal. A região de alocação de pólos será a intersecção do semi-plano D1 : x ≤ −0.1

e da cônica D2 centrada na origem com ângulo interno θ:

D1 = {z ∈ C : Re(z) < −α} (7.5)

a função para D1 é

fD1 = α + (z + z̄) (7.6)

D2 = {z = x+ jy : x, y ∈ R, tgθ < |y|
x
} (7.7)

A função para D2 é

fD2(z) =

[
sen θ

2
(z + z̄) cos θ

2
(z − z̄)

cos θ
2
(z − z̄) sen θ

2
(z + z̄)

]
< 0. (7.8)

Essa região é mostrada na figura 7.23. A escolha da região vai depender dos

requisitos do sistema, e vai variar de um sistema para outro, pois essa escolha está

ligada à localização dos pólos do sistema.
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chosen in this simulation).
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Fig. 5. Conic sector D2 centered at the origin and with inner angle ".

of the conic sector D2 centered at the origin and with
inner angle " (Figs. 4 and 5):

D1 = {z ∈ C : Re(z) < − !} (42)

The matrix-valued function for D1 is

fD1(z) = 2! + (z + z̄) (43)

D2 =
{

z = x + j y : x, y ∈ R, tan " < − |y|
x

}
(44)
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Fig. 6. Trade-off between the H∞ and H2 performances of out-
put-feedback mixed H2/H∞ control.

The matrix-valued function for D2 is

fD2(z) =




sin

"
2

(z + z̄) cos
"
2

(z − z̄)

cos
"
2

(z − z̄) sin
"
2

(z + z̄)



 (45)

The matrix-valued function can be written as

fD(z) = diag{ fD1(z), fD2(z)} (46)

Trade-off between the H∞ and H2 performances of
output-feedback mixed H2/H∞ control are shown in
Fig. 6. As seen from the simulation results, the pure
H2 produces the best LQG performance but worst H∞
performance, and the pure H∞ controller produces the
best H∞ performance but the worst H2 performances.
Designer can choose specific H∞ and H2 performances
according to specific control performance requirement.

The next simulation is to test the controller’s robust-
ness to moments-of-inertia uncertainty. Roll angle his-
tory by two mixed H2/H∞ controllers with different
H∞ performance are shown in Fig. 7. The inertia ma-
trix uncertainty of the perturbed plant is assumed to be
!Jx = 20% J̃x , !Jy = 20% J̃y , !Jz = 20% J̃z . As ob-
served from the result, a controller with the stricter H∞
performance has a better robustness against inertia ma-
trix uncertainty.

The following simulation is to demonstrate the effec-
tiveness of the controller with regional pole placement.
For comparison the first case is the controller without
regional pole placement. When H∞ performance is
prescribed to be #0 = 1, the optimal H2 performance
for output-feedback control without regional pole

Figura 7.23 - Região de alocação de pólos(α = −0.1 e θ = 90π/180).

A simulação será feita para um valor de γ = 2. A função hinfmix será composta

dos seguintes argumentos
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[gopt, h2opt, K] = hinfmix (P, [3 2 1], [2, 0, 1, 0], region)

sendo que o comando region = lmireg permite escolher em qual região os pólos serão

colocados. No caso que está sendo estudado a região escolhida é dada pelas equações

(7.5)-(7.8), nas quais α = −0.1 e θ = 90π/180.

Pode ser observado nas figuras (7.24)-(7.26) que o controlador misto H2/H∞ com

alocação de pólos possui um desempenho melhor do que o controlador sem alocação

de pólos. Com alocação de pólos overshoot é menor e o sistema se estabiliza mais

rapidamente, e a energia de controle é um pouco maior, porém não satura o atuador

(ver figuras 7.27-7.29).

Tabela5 7.4 - Pólos em malha fechada (roll/yaw)

Sem alocação de pólos Com alocação de pólos
-0.268 + 0.248i -0.370 - 0.104i
-0.268 - 0.2481i -0.370 - 0.1041i
-0.349 + 0.3501i -0.469 + 0.2121i
-0.3.49 - 0.350i -0.469 - 0.212i
-15.6 + 55.2i -37.9 + 23.2i
-15.6 - 55.2i -37.9 - 23.2i
-13.2 + 67.0i -42.5 + 33.7i
-13.2 - 67.0i -42.5 - 33.7i

Os pólos em malha fechada para os ângulos de rool/yaw para o caso com alocação

regional de pólos e sem alocação regional de pólos podem ser comparados na tabela

7.4. Pode ser observado que com a alocação de pólos regional, os pólos ficam mais

afastados do eixo y, o que torna o sistema de controle mais eficiente.

105



0 5 10 15 20 25 30 35 40
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Ângulo de roll

tempo (s)

θ

 

 

Sem alocação de pólos

Com alocação de pólos

Figura 7.24 - Ângulo de roll controlado com H2/H∞ (γ = 2). Comparação do controle
com alocação de pólos e sem alocação de pólos.
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Figura 7.25 - Ângulo de pitch controlado com H2/H∞ (γ = 2). Comparação do controle
com alocação de pólos e sem alocação de pólos.
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Figura 7.26 - Ângulo de yaw controlado com H2/H∞ (γ = 2). Comparação do controle
com alocação de pólos e sem alocação de pólos.
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Figura 7.27 - Sinal de controle para estabilizar o ângulo de roll com o controlador H2/H∞
(γ = 2). Comparação do controle com alocação de pólos e sem alocação de
pólos.
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Figura 7.28 - Sinal de controle para estabilizar o ângulo de pitch com o controladorH2/H∞
(γ = 2). Comparação do controle com alocação de pólos e sem alocação de
pólos.
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Figura 7.29 - Sinal de controle para estabilizar o ângulo de yaw com o controlador H2/H∞
(γ = 2). Comparação do controle com alocação de pólos e sem alocação de
pólos.

108



8 CONCLUSÃO

Nesta dissertação foi desenvolvido um modelo simplificado de um microssatélite

na presença dos torques de gradiente de gravidade, eletromagnético e aerodinâmico.

Foi desenvolvido um sistema de controle de atitude capaz de ser robusto em relação

aos torques externos e às variações no momento de inércia.

O sistema de controle de atitude robusto desenvolvido neste trabalho foi base-

ado na filosofia do controlador H2 e H∞, que juntos formam o controlador misto

H2/H∞. O controlador misto é responsável pela minimização da norma H2 do rms

correspondente a uma entrada do tipo impulso aleatório. O H∞ fornece uma boa

robustez com respeito a uma entrada senoidal e incertezas. O controlador misto

H2/H∞ pode variar dependendo do v́ınculo γ imposto pelo H∞. Para um γ = γmin

tem-se o controlador H∞ puro, e para γ = γmax tem-se o controlador H2 puro.

Foram realizadas algumas simulações para testar o desempenho dos controlado-

res estudados. Foram considerados os seguintes casos: resposta à condição inicial do

microssatélite sujeito a variações no momento de inércia, resposta a uma estrada im-

pulso que simula o movimento de antenas, e resposta a uma senóide mais um degrau

que simula as perturbações externas tais como os torques magnético e aerodinâmico.

Foi observado que o controlador H∞ puro foi bastante robusto com respeito às in-

certezas no momento de inércia e os torques externos. Já o H2 obteve uma resposta

muito lenta e não foi robusto com respeito às incertezas no momento de inércia e

nem às perturbações externas. Com respeito ao sinal de controle, o controlador H∞

saturou o atuador. A melhor opção foi projetar o controlador misto H2/H∞ para

que fosse robusto com respeito às incertezas, com bom desempenho e um sinal de

controle dentro das especificações, para isso foi escolhido um valor de γ adequado,

e o valor escolhido foi γ = 2, no entanto dependendo das especificações pode-se

escolher outro valor que melhor se encaixa no problema a ser resolvido.

Foi estudado também o controlador mistoH2/H∞ com alocação regional de pólos.

A região LMI escolhida foi a interseção de um semi-plano com uma cônica, que ficam

no plano complexo. Dessa forma, a parte real dos pólos ficaram mais afastadas da

origem, oferecendo uma resposta mais rápida e a parte imaginária ficou menor,

fazendo o sistema mais amortecido. Com a alocação de pólos o sistema melhorou o

desempenho, obtendo uma resposta mais rápida e com menor overshoot.

Finalmente destaca-se que as principais contribuições desse trabalho:
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• Uma apresentação organizada de métodos que atualmente são usados para

o projeto de controladores de sistemas espaciais, salientando suas vantagens

e desvantagens;

• Uma apresentação detalhada da base teórica que envolve as técnicas de

controle H2/H∞, esclarecendo o projeto do controlador no que diz respeito

a planta generalizada, o que não é encontrado facilmente na literatura;

• A programação de um conjunto de rotinas do MATLAB as quais permitem

um estudo de sistemas de controle de satélites mais complexos;
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APÊNDICE A

A.1 Otimização convexa

Em termos gerais, há duas propriedades básicas das funções convexas que a faz ser

amplamente usada em matemática aplicada:

• O valor máximo é encontrado em um ponto limite;

• Qualquer mı́nimo local é global. No entanto, uma função estritamente con-

vexa admite pelo menos um mı́nimo.

Para uma importante classe de problemas, conhecidos como problemas de otimização

convexa, informação local é também informação global. As principais vantagens das

funções convexas são:

a) uma solução local é também uma solução global, i.e., as propriedades local-

global se satisfazem mutuamente;

b) as condições necessárias e suficientes de ótimo coincidem, e a suficiência

dos multiplicadores de Lagrange é facilmente estabelecida;

c) para métodos de otimização, é garantido que o valor da função objetivo

decresce monotonicamente.

A.2 Conjuntos Convexos

Um subconjunto A ⊆ Rn é dito convexo se

(1− λ)x1 + λx2 ∈ A, (A.1)

quando x1, x2 ∈ A e 0 ≤ λ ≤ 1.

Geometricamente, essa definição implica que o segmento de reta que une x1 e

x2 está inteiramente em A. Todo conjunto afim, em particular, o conjunto vazio e

todo espaço Rn são convexos. As propriedades dos conjuntos convexos estão listadas

abaixo, porém as provas não são explicitadas, podendo ser encontradas em livros

referentes ao assunto.

Teorema A.1. A intersecção de uma arbitrária coleção de conjuntos convexos é

convexa.
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Teorema A.2. Se A ⊆ Rn é um conjunto convexo, então toda translação A + a e

todo múltiplo escalar λA é um conjunto convexo, onde a ∈ Rn e λA = {λx|x ∈ A}.

Se A1 ∈ Rn e A2 ∈ Rn são conjuntos convexos, a sua soma e diferença A1 ± A2

também é um conjunto convexo, sendo

A1 ± A2 = {x1 ± x2|x1 ∈ A1, x2 ∈ A2}. (A.2)

Se A1, ..., Am ∈ Rn são conjuntos convexos, a sua combinação linear λ1A1 + ... +

λmAm, também é um conjunto convexo, sendo λi ∈ R, i = 1, ...,m.

Teorema A.3. Se A é um conjunto convexo e λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, então

(λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A. (A.3)

Além do mais, A é convexo se e somente se (A.3) vale para todo λ1, λ2 ≥ 0.

Teorema A.4. Seja B uma transformação de Rn para Rm. Então, BA é um con-

junto convexo em Rn para todo conjunto convexo A ⊆ Rn, e B−1A1 é um conjunto

convexo em Rn para todo conjunto A1 ⊆ Rm.

Teorema A.5. Seja A1 ⊆ Rn e A2 ⊆ Rm conjuntos convexos, respectivamente,

então o produto cartesiano (soma direta)

A1 × A2 = {(x1, x2)|x1 ∈ A1, x2 ∈ A2} (A.4)

é um conjunto convexo em Rn+m.

A.3 Funções Convexas

Seja A ⊆ Rn um conjunto convexo e f : A −→ R uma função, então f é convexa

se

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2), 0 ≤ λ ≤ 1 (A.5)

para todo x1, x2 ∈ A.

A função f é estritamente convexa se a inequação em (A.5) é estrita quando

0 < λ < 1 e x1 = x2.

Uma função convexa definida em um conjunto aberto é cont́ınua no mesmo con-

junto. Nos próximos teoremas, funções convexas diferenciáveis serão caracterizadas.

Teorema A.6. Se A ⊆ Rn é um conjunto convexo aberto e f : A −→ Rn uma
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função diferenciável em A, então f é convexa se e somente se

f(x2)− f(x1) ≥ ∆f(x1)(x2 − x1) (A.6)

para todo par x1, x2 ∈ A.

Se f é convexa em A ⊆ Rn, então haverá apenas uma derivada direcional.

Teorema A.7. Se A ⊆ Rn é um conjunto convexo aberto e f : A −→ Rn uma

função diferenciável em A, então f é convexa se e somente se

(∆f(x2)−∆f(x1))(x2 − x1) ≥ 0. (A.7)

para todo par x1, x2 ∈ A.

Um problema de otimização convexa é dado da seguinte forma

minimizar f(x)) (A.8)

sujeito a gi(x) ≤ 0, i = 1, ...m, x ∈ Rn, (A.9)

sendo f e gi funções convexas.

Todo mı́nimo local de (A.9) é um mı́nimo global.
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