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ix





RESUMO

Nesta tese são utilizadas técnicas de simulação numérica para o estudo de dinâmica e
transições de fase em camadas atômicas adsorvidas na superf́ıcie de cristais, através
de um modelo de Campo de Fase Cristalino (CFC) bidimensional com um potencial
de aprisionamento externo representando o substrato. Este modelo foi introduzido
recentemente na literatura para o estudo de propriedades de sistemas cristalinos
através de um campo de fase que incorpora deformações elásticas e defeitos topológi-
cos do sistema. Uma versão não conservada do modelo foi introduzida para deter-
minar os diagramas de fase, no estado fundamental, em função do descasamento da
camada adsorvida com o substrato e do potencial de aprisionamento. Simulações
pelo método de Monte Carlo foram utilizadas para determinar os diagramas de fase
em função da temperatura nas proximidades de uma fase comensurada. Os resulta-
dos mostraram um rico diagrama de fase com fases comensurada, incomensurada e
tipo-ĺıquida, com uma topologia fortemente dependente do tipo de estrutura orde-
nada. Uma análise de escala de tamanho finito da transição de derretimento para
fase comensurada c(2x2) mostrou que os valores dos expoentes de comprimento de
correlação térmico ν e do calor espećıfico α são consistentes com a classe de uni-
versalidade do modelo de Ising. Foi estudada também a resposta da velocidade da
camada adsorvida à uma força externa aplicada em T = 0, através da resolução da
equação dinâmica superamortecida do movimento para diferentes valores do poten-
cial de aprisionamento e do descasamento entre a camada e o substrato. Para altos
valores do potencial de aprisionamento ocorre uma transição de desancoramento
cont́ınua com a velocidade de deriva variando em função da força externa em uma
lei de potência, em concordância com previsões anaĺıticas. Para valores do potencial
de aprisionamento suficientemente baixos foi observada uma transição de desanco-
ramento descont́ınua com efeitos de histerese. Uma transição de desancoramento
transversal para o sistema em um estado de movimento também foi encontrada. Por
fim, transições dinâmicas e atrito de deslizamento foram estudados através de uma
versão modificada do modelo de CFC, onde efeitos de inércia e temperatura foram
considerados. Em temperaturas suficientemente baixas e na presença de efeitos iner-
ciais a resposta da velocidade de uma camada inicialmente comensurada apresentou
efeitos de histerese com transições dinâmicas de derretimento e congelamento provo-
cadas pelo aumento e redução da força aplicada, em diferentes valores cŕıticos. A
principal caracteŕıstica da resposta não linear da velocidade da camada adsorvida
no modelo de CFC modificado é a semelhança dos resultados obtidos com resultados
de dinâmica molecular de modelos de part́ıculas para camadas adsorvidas.
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NUMERICAL SIMULATION OF A PHASE FIELD CRYSTAL
MODEL FOR THE STUDY OF ADSORBED LAYERS

ABSTRACT

This thesis used numerical simulation techniques to study dynamics and phase tran-
sitions in atomic layers adsorbed on the surface of crystals, using a two-dimensional
Phase Field Crystal (PFC) model with an external pinning potential representing
the substrate. This model was introduced recently in the literature to study the
properties of crystal systems via a phase field that incorporates both elastic de-
formations and topological defects in the system. We introduced a nonconserved
version of the model and determine the ground-state phase diagram as a function
of mismatch of the adsorbed layer to the substrate and strength of the pinning
potential. Monte Carlo simulations are used to determine the phase diagram as a
function of temperature near commensurate phases. The results show a rich phase
diagram with commensurate, incommensurate, and liquidlike phases with a topology
strongly dependent on the type of ordered structure. A finite-size scaling analysis of
the melting transition for the c(2× 2) commensurate phase shows that the thermal
correlation length exponent and specific heat behavior are consistent with the Ising
universality class as expected from analytical arguments. We have also investigated
the response speed of the adsorbed layer at T = 0 to an driving force by solving
the overdamped dynamic equations of motion for different values of mismatch and
strengths of the pinning. For large pinning strength the driven depinning transi-
tions are continuous, and the drift velocity varies with the force from the threshold
with power-law exponents in agreement with analytical predictions. For values of
the pinning potential sufficiently weak we find a discontinuous depinning transition
with hysteresis effects. A transverse depinning transition for the system in state of
motion was also found. Finally, dynamic transitions and sliding friction were studied
by a modified version of the PFC model, where inertia effects and temperature were
considered. At sufficiently low temperatures, we find that the velocity response of an
initially pinned commensurate layer shows hysteresis with dynamical melting and
freezing transitions for increasing and decreasing applied forces at different critical
values. The main features of the nonlinear response in the “modified” PFC model
are similar to the results obtained previously with molecular dynamics simulations
of particle models for adsorbed layers.
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0.275). Aqui km é o vetor de onda da estrutura ordenada correspondente. 54
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AFM – Microscópico de Força Atômica
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1 INTRODUÇÃO

A formação de estruturas ordenadas em camadas atômicas adsorvidas sobre super-

f́ıcies de cristais é um dos problemas mais interessantes e intensamente estudados

em ciência de superf́ıcie. Um vasto conjunto de dados experimentais dispońıveis

(THOMY et al., 1981; DASH, 1975; BARALDI et al., 1997; JOHNSON et al., 1997) demon-

stram que a estrutura interna das camadas adsorvidas é muito mais complexa do

que normalmente é observado no bulk de sistemas uniformes. A natureza da rede

de cristais faz com que o potencial na superf́ıcie, sentido pelos átomos adsorvidos,

tenha as propriedades de simetria de uma superf́ıcie plana. Em particular, apre-

senta mı́nimos regularmente espaçados que são frequentemente chamados de śıtios

de adsorção (DASH, 1975). Quando os átomos adsorvidos estão localizados sobre tais

sitios, o filme adsorvido exibe estruturas epitaxiais ordenadas. Geralmente, quando

estão presentes efeitos entrópicos como temperatura, vários tipos de processos de

rearranjo de átomos ocorre e, muitas vezes, resultam na mudança qualitativa das

propriedades do sistema através de uma transição de fase.

Esta tese é o resultado de estudos sobre dinâmica e transições de fases de camadas

atômicas adsorvidas em sistemas 2D no equiĺıbrio e fora do equiĺıbrio, a partir de

simulações numéricas do modelo de campo de fase cristalino. Ela está organizada

em oito caṕıtulos, sendo que neste primeiro caṕıtulo descreveremos brevemente cada

um dos caṕıtulos restantes.

No segundo caṕıtulo tem-se a fundamentação teórica sobre camadas atômicas ad-

sorvidas nas superf́ıcie de cristais. Este caṕıtulo é importante para o entendimento

dos principais conceitos utilizados no desenvolvimento desse trabalho. São discuti-

dos os vários tipos de transições de fases (transição ordem-desordem, as transições

dinâmicas de derretimento e de congelamento e a transição de fase comensurada-

incomensurada) e também a resposta de uma camada adsorvida a uma força externa

aplicada e o conceito de atrito de deslizamento.

No terceiro caṕıtulo são apresentados os aspectos gerais da modelagem através do

campo de fase, a partir de dois casos simples de aplicação do método. No primeiro

caso, onde o campo de fase é não-conservado, o sistema é dito relaxacional e, no se-

gundo caso, onde o campo é conservado, o sistema é denominado difusional. Também

é feita uma descrição detalhada das principais caracteŕısticas do modelo de campo de

fase cristalino. O método do modelamento de CFC é uma nova técnica introduzida
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recentemente (ELDER et al., 2002) e que leva em conta a natureza periódica da rede

cristalina através de considerações do funcional da energia livre, o qual é minimizado

em relação à periodicidade do campo de fase. Essa simples aproximação incorpora

naturalmente deformações elásticas e plásticas e múltiplas orientações do cristal,

podendo ser usada para estudar uma variedade de fenômenos que ocorrem em ciên-

cias dos materiais, tais como crescimento de grão, solidificação dentŕıtica e eutética,

propagação de fraturas, transição de fase reconstrutiva e crescimento epitaxial.

No quarto caṕıtulo, são discutidas as técnicas numéricas de simulação computa-

cional utilizadas no desenvolvimento do trabalho. O método de simulação numérica

de Monte Carlo é utilizado para o estudo das propriedades do sistema no estado de

equiĺıbrio. A idéia do método de MC consiste em escolher uma sequência de config-

urações independentes, constituindo uma cadeia de Markov. Algumas configurações

iniciais são geradas longe do equiĺıbrio, mas à medida que o tempo passa devem

ser geradas muitas configurações t́ıpicas de equiĺıbrio que podem ser utilizadas para

calcular médias das grandezas de interesse. Outro método discutido neste caṕıtulo

é a Dinâmica de Langevin, utilizado para obter as soluções numéricas da equação

dinâmica do movimento do modelo de CFC. Finalmente são discutidos os métodos

de recozimento simulado e têmpera paralela, utilizados para minimização e relaxação

do sistema, respectivamente.

No quinto caṕıtulo é estudada a influência de flutuações térmicas nos diagramas

de fase obtidos recentemente por Achim et al. (ACHIM et al., 2006) a partir de um

modelo de campo de fase cristalino com potencial de aprisionamento externo. Para

isso, foi introduzida uma versão não conservada do modelo e utilizada a técnica

de simulação numérica de Monte Carlo. Foram determinados os diagramas de fase

em função da temperatura próximo de uma fase comensurada do sistema. Foi feita

também uma análise de escala de tamanho finito da transição de derretimento da

fase comensurada c(2× 2) para obtenção de expoentes cŕıticos.

No sexto caṕıtulo é estudada numericamente a resposta do modelo de CFC sob a

ação de uma força externa na ausência de flutuações térmicas. A resposta não linear

de uma camada adsorvida, inicialmente comensurada, é feita a partir da resolução

da equação dinâmica superamortecida de movimento do modelo para diferentes val-

ores de descasamento de rede (camada e substrato) e da força de aprisionamento,

através da dinâmica de Langevin. Transições de desancoramento cont́ınua e descon-

tinua e efeitos de histerese são observados para diferentes valores do potencial de
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aprisionamento. Também é feita uma caracterização das mudanças estruturais do

sistema nas proximidades da transição de desancoramento.

No sétimo caṕıtulo é feita uma análise da resposta não linear e do comportamento

do atrito de deslizamento do modelo de CFC com potencial de aprisionamento, na

presença de flutuações térmicas e efeitos inerciais. Para este propósito foram obtidas

equações dinâmicas estocásticas para a densidade de part́ıcula e de momento do

modelo. Essas equações acopladas foram resolvidas numericamente e os resultados

obtidos comparados com resultados de simulação de dinâmica molecular de modelos

de part́ıculas.

Finalizando esta tese, o caṕıtulo oito apresenta os resultados discutidos e destaca

as principais contribuições desse trabalho para o entendimento de alguns processos

que ocorrem nas camadas atômicas adsorvidas sobre as superf́ıcies de cristais e dá

sugestões para futuras investigações do modelo.
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2 CAMADAS ATÔMICAS ADSORVIDAS

Nesse caṕıtulo, será feita uma breve descrição sobre as transições de fase estrutural

e as formas de ordenamento na superf́ıcie dos cristais. Também são apresentadas as

principais caracteŕısticas da dinâmica de uma camada adsorvida sob a ação de uma

força externa.

2.1 Transição de fase em superf́ıcies

Átomos e moléculas adsorvidas sobre superf́ıcies de cristais geralmente formam es-

truturas ordenadas. Os padrões dos adsorbatos são determinados pela natureza da

interação entre os adsorbatos e pela variação espacial, paralela à superf́ıcie, da ener-

gia potencial entre os adsorbatos e o substrato. Em alguns casos, como por exemplo,

átomos de gases nobres adsorvidos sobre o grafite ou sobre superf́ıcies metálicas,

os padrões ordenados são geralmente simples e fáceis de serem compreendidos. Por

exemplo, Kr sobre o grafite forma, com uma cobertura de θ = 1/3, a estrutura

triangular mostrada na Figura 2.1 (CHINN; FAIN, 1977). O plano basal hexagonal

do grafite apresenta uma cadeia regular de śıtios de adsorção preferencial, isto é,

o centro dos hexágonos. A separação entre dois sitos próximos do hexágono é de

2,46 Å, a qual é muito menor que a separação entre átomos vizinhos no sólido do

Kr, que é de 4,04 Å. Consequentemente, a forte repulsão Coulombiana excluirá a

ocupação de dois centros próximos do hexágono pelo Kr. Entretanto, a separação

entre o centro do hexágono e o segundo vizinho próximo é de 4.26 Å, a qual se

aproxima do mı́nimo da interação potencial Kr-Kr no sólido do Kr. Além disso, uma

vez que o padrão adsorvido triangular na Figura 2.1 corresponde à distribuição mais

uniforme posśıvel dos átomos adsorvidos na cobertura θ = 1/3, espera-se que essa

seja a estrutura mais estável (PERSSON, 1992).

O argumento dado acima para a estabilidade da estrutura do Kr na Figura 2.1 é

baseado na suposição de que a interação efetiva Kr-Kr para o Kr adsorvido sobre

o grafite é semelhante ao sólido Kr. Este geralmente é o caso para “sistema fisio-

adsorvidos”, embora algumas modificações ocorem neste caso, como por exemplo, a

interação de van der Waals entre os adsorbatos aumentará um pouco devido ao efeito

de dipolo imagem e também porque átomos fisio-adsorvidos adquirem um pequeno

momento de dipolo estático normal à superf́ıcie. Além disso, uma fraca interação

devido aos elétrons e ı́ons do substrato também pode ocorrer, embora esse efeito

seja muito pequeno nesses sistemas (PERSSON, 1992).
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Figura 2.1 - Átomos de Kr adsorvidos (ćırculos escuros) sobre o plano basal hexágonal do
grafite.
Fonte: Adaptada de Persson(1992).

A situação é drasticamente diferente para átomos e moléculas quimio-adsorvidas

sobre a superf́ıcie de metais. Neste caso, pode ocorrer uma alta transferência de

carga entre o metal e os átomos adsorvidos, resultando em um forte acoplamento

dipolo-dipolo repulsivo. Esta interação é de longo alcance e, em alguns casos, ela

pode ser a interação dominante, como por exemplo, em uma baixa cobertura de

átomos alcalinos adsorvidos sobre metais nobres ou de transição (BONZEL et al.,

1989). Nestes casos, devemos novamente esperar padrões de adsorbatos uniformes

em estruturas triangulares, onde cada átomo adsorvido ocupa o śıtio com maior

energia de ligação na célula unitária do substrato.

Figura 2.2 - Estrutura c(4× 2) de CO sobre o Pt(111).
Fonte: Adaptada de Persson(1992).

6



Qualquer estrutura de átomos adsorvidos só é estável em um intervalo espećıfico de

temperaturas. Em temperaturas suficientimente altas, os adsorbatos vão dessorciar,

mas em muitos casos uma transição ordem-desordem acontece antes da dessorção.

Este é o caso, por exemplo, para a estrutura do CO-Pt(111) mostrada na Figura 2.2.

Esta estrutura é estável para T . 250K mas sofre uma transição de fase em

T ≈ 275K. Esta transição pode ser investigada utilizando difração de elétrons de

baixa energia (LEED). Na Figura 2.3 é mostrado o logaritmo da intensidade I (pico

mais alto) do pico de difração de Bragg do plano (0,1/2) associado com a camada

adsorvida (SCHWEIZER et al., 1989). O decrescimento linear de ln I para T . 260K

é devido às vibrações térmicas dos adsorbatos em torno das suas posições de equi-

ĺıbrio, enquanto a forma decrescente em ln I para T > 260K indica uma transição

de fase. Para T > 300K, não existe picos de difração induzidos pelos adsorbatos, o

que implica que o sistema sofreu uma transição de fase ordem-desordem. O resultado

apresentado na Figura 2.3 é reverśıvel, isto é, o padrão de LEED associado com a

estrutura adsorvida da Figura 2.2 é reestabelecido sob um resfiamento.

Figura 2.3 - Logaritmo da intensidade do pico de difração do plano (0,1/2) da estrutura
c(4× 2) de CO sobre o Pt(111) em função da temperatura.
Fonte: Adaptada de Persson(1992).
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2.1.1 Estados ordenados e transição ordem-desordem

A prinćıpio espera-se que uma monocamada adsorvida esteja em um dos três estados

comuns da matéria no espaço tridimensional: gás, fluido ou sólido (Figura 2.4). Mas

existem importantes diferenças nesses três estados devido à presença do potencial de

corrugação causado pelo substrato subjacente, e por efeitos de flutuações estat́ısticas

que desestabilizam a ordem em duas dimensões. A presença do substrato gera uma

grande variedade de estruturas cristalinas, e elas dependem da interação entre os

átomos adsorvidos sobre o cristal e da interação entre os átomos adsorvidos e os

átomos do substrato. Como a interação entre os átomos adsorvidos é muito menor

do que entre os átomos adsorvidos e o substrato, podemos supor que o substrato

produz um potencial periódico de corrugação. Podemos escolher dois parâmetros

bem definidos para medir o efeito desse potencial periódico sobre a estrutura de um

cristal bi-dimensional. O primeiro é a razão entre a energia média de interação dos

átomos adsorvidos, J, e a amplitude do potencial de corrugação do substrato V. O

segundo é a cobertura θ, isto é, a razão entre o número de átomos no cristal (q)

e o número de mı́nimos do potencial no substrato (p). Esses dois parâmetros não

são independentes, uma vez que aumentando θ a distância inter-atômica diminui,

aumentando assim o valor de J. Se a variação periódica do potencial de corrugação

Figura 2.4 - Representação da secção transversal de um cristal com átomos adsorvidos na
superf́ıcie (ćırculos fechados e abertos são os átomos adsorvidos e do substrato,
respectivamente), mostrando as fases: (A) gás , (B) fluido, (C) e (D) fase sólida
comensurada e incomensurada, respectivamente.
Fonte: Adaptada de Patrykiejew at al.(2000).

é muito forte, comparado com a interação entre os átomos adsorvidos (V>>J), o

fenômeno do ordenamento pode ser tratado como uma estrutura em rede.
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Como exemplo, considere uma rede ideal formada pelo mı́nimo do potencial de

corrugação (descartamos defeitos ou heterogeneidades que podem estar presentes na

superf́ıcie real do cristal), onde cada śıtio da rede pode ser ocupado por no máximo

um átomo adsorvido. Se a interação entre os pares de átomos adsorvidos é puramente

atrativa, a única fase que se espera é uma fase gasosa de baixa cobertura, separada

por uma região de coexistência, de uma fase “flúıda” de alta cobertura (Figura 2.4

A, B). Essa fase fluida pode ser considerada como uma versão da fase comensurada

(1x1) (onde cada sitio dispońıvel na rede é ocupado, correspondendo a uma cobertura

máxima θ=1) da monocamada dilúıda com vacâncias (PATRYKIEJEW et al., 2000).

Em muitos casos de interesse prático a interação entre os átomos adsorvidos é repul-

siva, pelo menos para distâncias entre vizinhos próximos na rede. Assim, em tem-

peraturas muito baixas surgem superestruturas comensuradas (isto é, monocamadas

com periodicidade de ordenamento maior que o parâmetro de rede a do substrato)

(Figura 2.4C). A Figura 2.5 mostra alguns exemplos para uma simetria quadrada

da superf́ıcie de um substrato.

Figura 2.5 - Superestruturas adsorvidas sobre a superf́ıcie (100) de cristais cúbicos. Ćırcu-
los brancos e negros são os átomos do substrato e átomos adsorvidos, respec-
tivamente.
Fonte: Adaptada de Patrykiejew at al.(2000).
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Se a interação entre os átomos adsorvidos for muito maior que o potencial de cor-

rugação do substrato (V<<J) temos que considerar o fenômeno do ordenamento

em um espaço bi-dimensional como um cont́ınuo. Este caso limite é particularmente

interessante no que diz respeito à transição sólido-ĺıquido e na natureza dos sólidos

bidimensionais em geral. Tais sólidos não possuem ordem posicional de longo alcance,

embora possua ordem orientacional. O derretimento então pode ocorrer através de

duas transições cont́ınuas, surgindo uma fase chamada“hexática”entre a fase sólida e

a fase ĺıquida, que pode persistir enquanto o potencial de corrugação for pequeno. Na

temperatura onde a região da fase sólida é estável, variações adequadas de parâmet-

ros como cobertura (ou pressão) e temperatura podem levar a uma transição de

fase entre as fases sólida incomensurada (Figura 2.4D e Figura 2.6) e comensurada

(Figura 2.4C) com a mesma periodicidade do substrato (PATRYKIEJEW et al., 2000).

2.1.2 Fases comensurada e incomensurada

Como já mencionado, as propriedades e estruturas de camadas adsorvidas são con-

troladas pela combinação de efeitos devido à interações átomo-átomo adsorvido

e átomo adsorvido-substrato, bem como pelas restrições termodinâmicas impostas

(temperatura espećıfica, densidade do filme, pressão sobre o bulk etc). É claro que,

em situações reais, bem como em simulações computacionais, os efeitos devido à di-

mensão finita da superf́ıcie podem afetar consideravelmente a estrutura da camada

adsorvida, mas não levaremos em conta aqui esse problema.

Em geral, a baixas temperaturas, a interação átomo-átomo adsorvido tende a obri-

gar a formação de uma fase sólida hexagonal (h.c.p) em filmes de monocamadas,

enquanto que a energia potencial átomo adsorvido-substrato favorece a formação de

estruturas comensuradas. Um simples critério para classificar camadas adsorvidos

com respeito a sua estrutura foi desenvolvido por Park e Madden (1968). Supondo

que a superf́ıcie do substrato possua célula unitária de rede formada pelos vetores

~a1 e ~a2 e a camada de átomos adsorvidos possua uma célula unitária caracterizada

pelos vetores unitários ~e1 e ~e2, a relação entre esses dois conjuntos pode ser escrita

como: [
~e1

~e2

]
=

[
α11 α12

α21 α22

][
~a1

~a2

]
(2.1)

Park e Madden classificaram as camadas adsorvidas com relação ao comportamento

do determinante det[αij] e selecionaram três casos. O primeiro caso agrupa todos

10



os sistemas para o qual det[αij] é um número inteiro. Essa situação corresponde a

um filme registrado ou comensurado (Figura 2.4C e Figura 2.5). O segundo caso

envolve a situação na qual det[αij] é um número racional. Quando essa condição

é satisfeita o filme adsorvido forma uma fase chamada comensurada de “alta or-

dem”, com apenas certa fração de átomos adsorvidos localizados diretamente sobre

śıtios desocupados (mı́nimo do potencial). Finalmente, quando det[αij] é um número

irracional a camada adsorvida é dita incomensurada com a rede na superf́ıcie do

substrato (Figura 2.4D e Figura 2.6). A classificação acima parametriza a estrutura

da camada adsorvida com relação à dimensão relativa da célula unitária na superf́ı-

cie (substrato) e da camada (átomos adsorvidos). A área da célula unitária da rede

na superf́ıcie é dada por ~a1 × ~a2, e a área da célula unitária da camada adsorvida é

igual a ~e1 × ~e2, tal que o det[αij] é igual a razão entre essas duas áreas.

Figura 2.6 - Rede hexagonal incomensurada de átomos de xenon sobre o plano basal da
grafite (ćırculos pretos e abertos correspondem a átomos de grafite e de xenon,
respectivamente).
Fonte: Adaptada de Lyuksyutov at al.(2000).

O critério de Park e Madden simplifica demais a realidade. A distinção entre as fases

incomensurada e comensurada de alta ordem pode causar problemas, pois, através

de uma escolha adequada, geralmente é posśıvel aproximar um número irracional por

um número racional entrando-se assim no limite da resolução experimental. Aubry

(AUBRY, 1978) propôs considerar qualquer camada adsorvida incomensurada como

uma fase suficientemente comensurada de alta ordem. Quando a condição muda e a

densidade do filme aumenta ou diminui, admitimos que o resultado dessa mudança

na estrutura do filme é devido a uma série de transições de primeira ordem entre
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diferentes fases comensuradas de alta ordem. Isto leva à chamada transição de fase

“devil’s staircase”(BAK, 1982).

2.1.3 Transição de fase comensurada-incomensurada

Uma transição de fase comensurada-incomensurada geralmente é descrita em termos

da formação de paredes de domı́nios ou solitons. A natureza da transição e a estru-

tura da fase incomensurada são completamente diferentes para sistemas em duas e

três dimensões. Em três dimensões, a fase incomensurada parece consistir de uma

infinidade de fases comensuradas de alta ordem aprisionadas, que podem ou não ser

separadas por uma infinidade de fases incomensuradas. Em duas dimensões, como em

monocamadas adsorvidas, a fase incomensurada (em T 6= 0) é uma fase “flutuante”

sem ordem de longo alcance e não aprisionada. Os diagramas de fase (Figura 2.7)

são determinados pela estabilidade de dois tipos de defeitos topológicos: paredes de

domı́nios, que desestabiliza a fase comensurada em relação à fase incomensurada e

deslocações ou vórtices, que formam fases ĺıquidas. Uma consequência dessa com-

petição é que para uma comensurabilidade de ordem suficientemente baixa as fases

comensuradas e incomensuradas são separadas por uma fase ĺıquida (BAK, 1982).

Figura 2.7 - Posśıveis diagramas de fase no plano temperatura(T)-descasamento(δ) para
uma transição de fase comensurada-incomensurada de um estado comensu-
rado p × 1 para um estado incomensurado (IC): (a) p ≤ 2 e (b) p ≥ 3. L
representa uma fase ĺıquida e p é o número de parâmetros de rede em uma
direção por célula unitária no substrato.
Fonte: Adaptada de Chaikin and Lubensky (2007).
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2.1.4 Transição de derretimento

O derretimento de sólidos bidimensionais incomensurados pode ter uma natureza

muito diferente quando comparado aos sólidos comensurados em três dimensões, que

sofrem um transição de derretimento de primeira ordem gerada pela sua condição

de simetria (NELSON, 1983). Em duas dimensões, é conceb́ıvel que o derretimento

ocorra através de duas transições consecutivas tipo Kosterlitz-Thouless (KOSTER-

LITZ; THOULESS, 1973). A primeira transição leva o sólido (que em duas dimensões

não tem ordem posicional de longo alcance, embora a ordem orientacional de longo

alcance ainda esteja presente) a uma fase “hexática”(NELSON; HALPERIN, 1979).

Enquanto num cristal bidimensional a função de correlação posicional exibe um

decaimento de lei de potência, na fase hexática essa função de correlação decai

exponencialmente com a distância, como ocorre em uma fase ĺıquida normal. Entre-

tanto, a função de correlação do parâmetro de ordem orientacional ainda segue uma

lei de potência na fase hexática e somente através de uma segunda transição tipo

Kosterlitz-Thouless o sistema torna-se um ĺıquido normal, onde todas as funções

correlações tem um decaimento exponencial.

A sequência esperada das transições de derretimento para uma fase incomensu-

rada com o substrato é ilustrada na Figura 2.8(a). Para uma fase comensurada de

Figura 2.8 - Sequência de transições para o derretimento de uma camada adsorvida sobre
um substrato (a) liso (fase incomensurada) e (b) retangular (fase comensurada
de baixa ordem).
Fonte: Adaptada de Nelson and Halperin (1979).

baixa ordem, a transição de derretimento não é muito diferente da transição ordem-

desordem descrita na Subseção 2.1.1, cujo comportamento esperado é mostrado na

Figura 2.8(b).
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2.2 Camadas adsorvidas conduzidas

Nos últimos anos tem havido um esforço crescente para tentar compreender a força

de atrito entre duas superf́ıcies deslizantes em escala microscópica. Compreende-se

que, no caso de superf́ıcies com lubrificante, a monocamada fortemente ligada nas

regiões de maior contato entre as duas superf́ıcies desempenha um papel crucial na

determinação do atrito de deslizamento macroscópico. Ao mesmo tempo, novas ferra-

mentas experimentais tais como a microbalança de cristal de quartzo (QCM) (KRIM

et al., 1991) e o microscópico de força atômica (AFM) (PERSSON, 1998) permitem a

investigação direta da força de atrito em escala atômica. Assim, a questão central

para a compreensão teórica das superf́ıcies lubrificadas e do atrito de deslizamento

em escala atômica é determinar como uma camada adsorvida responde a uma força

externa. Persson (PERSSON, 1992; PERSSON, 1995; PERSSON, 1993b) fez uma série

de estudos pioneiros sobre este problema com base em um modelo de uma camada de

part́ıculas interagindo com potenciais de Lennard-Jones. As principais considerações

feitas por ele neste modelo são apresentadas em dois exemplos a seguir.

Considere um bloco sobre um substrato separado por uma monocamada de moléculas

lubrificantes como mostrado na Figura 2.9a (esquerda). Uma força externa Fext atua

sobre o bloco paralela ao substrato. Se for considerado um caso estacionário (isto é,

o bloco não acelerado) a mesma força Fext deve atuar sobre a camada lubrificante.

Se A é a área de contato entre o bloco e o substrato, então o bloco irá atuar com uma

tensão tangencial σ = Fext/A sobre a camada lubrificante. A força tangencial real ~F

que age sobre uma determinada molécula do lubrificante devido à ação do bloco irá

flutuar no tempo, mas tem um valor médio σδA, onde δA é a área ocupada por uma

molécula lubrificante. Em um tratamento de campo médio podemos remover o bloco

e supor que a força F = σδA atua sobre cada adsorbato e estudar o problema do

deslizamento como mostrado na Figura 2.9a (direita). Esta teoria de campo médio

deve ser uma boa aproximação enquanto a camada de lubrificação for homogênea.

Em seguida, considere o fluxo de um flúıdo acima de uma superf́ıcie sólida plana,

como mostra a Figura 2.9b (esquerda). Supomos que uma monocamada de molécu-

las do fluido está adsorvida na superf́ıcie. O fluido exercerá uma tensão tangencial σ

sobre a camada de moléculas adsorvidas dada por σ = µ∂vx/∂z, onde µ é a viscosi-

dade do flúıdo. A força tangencial real F que atua sobre uma determinada molécula

adsorvida devido ao escoamento do flúıdo flutuará no tempo, mas tem um valor mé-

dio σδA. Em um tratamento de campo médio podemos supor que a força F = σδA
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Figura 2.9 - (a) Esquerda: Um bloco deslizando sobre um substrato com uma monocamada
de moléculas lubrificante (pontos escuros) Uma força externa ~Fext atua sobre
o bloco paralela ao susbtrato. Direita: Em uma aproximação de campo médio
o efeito do bloco sobre a camada lubrificante é substitúıda por uma tensão
tangencial uniforme σ = Fext/A atuando sobre a monocamada adsorvida. (b)
Esquerda: Um fluido escoando acima de uma superf́ıcie sólida plana com uma
monocamada lubrificante de moléculas adsorvidas (pontos pretos). Direita:
Aproximação de campo médio.
Fonte: Adaptada de Persson (1998).

atua sobre cada adsorbato e estudar o problema do deslizamento como mostrado na

Figura 2.9d (direita).

2.2.1 Atrito de deslizamento e transição de desancoramento

Para caracterizar a resposta da velocidade de uma camada atômica adsorvida a uma

força externa é necessário definir o atrito de deslizamento η. Quando o potencial de

aprisionamento é suficientemente alto, uma fase pode se manter aprisionada para

forças pequenas se não houver flutuações térmicas presentes. Isto significa que, em

temperatura zero, existe uma força cŕıtica finita fc acima da qual o sistema começa

a se mover. Para muitos sistemas verifica-se que um pouco acima do limiar fc a

velocidade de deriva vd mostra uma dependência com uma lei de potência em relação

à força externa aplicada f dada por

vd ∝ (f − fc)ζ . (2.2)
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Quando este comportamento é considerado como um fenômeno cŕıtico dinâmico,

o expoente da lei de potência ζ da correspondente transição de desancoramento

pode ser explicado como sendo o resultado do comportamento de escala do sistema

próximo ao limiar (FISHER, 1983) com a correspondente divergência nas escalas de

tempo e comprimento. Em geral, o valor observado de ζ pode depender do sistema e

de sua dimensionalidade. Para um meio puramente elástico com desordem congelada,

parece existir um valor universal que depende da dimensionalidade do sistema, desde

que os efeitos de inércia sejam despreźıveis (MIDDLETON; FISHER, 1991; MIDDLETON

et al., 1992). Para o caso de uma fase inicialmente comensurada em um potencial de

aprisionamento periódico sem desordem é esperado um expoente de lei de potência

ζ = 1/2, independente da dimensão do sistema. Neste caso, o comportamento limiar

pode ser interpretado como o comportamento de uma única part́ıcula submetida a

um potencial periódico (FISHER, 1983; GRÜNER et al., 1981; MYERS; SETHNA, 1993).

No limite de altos valores da força (f − fc)/fc � 1 o sistema estará em movimento

e a relação entre a força de condução e a velocidade de deriva define o coeficiente de

atrito de deslizamento como

ηs =
f

vd
. (2.3)

O simples modelo de Frenkel-Kontorova (FK) em 2D (CHAIKIN; LUBENSKY, 2007)

e outros modelos elásticos semelhantes tem sido utilizados para o estudo da tran-

sição de desancoramento e do atrito de deslizamento entre monocamadas adsorvidas

(PERSSON, 1998; GRANATO; YING, 1999). Embora estes modelos consideram de-

feitos topológicos na forma de paredes de domı́nios, eles não levam em conta defor-

mações plásticas da camada devido a outros defeitos, tais como deslocações. Estes

defeitos são particularmente importantes quando ocorre uma transição das fases

comensurada-incomensurada entre duas estruturas cristalinas diferentes, na presença

de flutuações térmicas ou de desordem congelada, que devem ser considerados para

uma descrição mais reaĺıstica do sistema. Tais defeitos podem ser automaticamente

inclúıdos em um modelo totalmente microscópico envolvendo interações atômicas se

potenciais de interação mais reaĺısticos forem utilizados. Entretanto, as complexi-

dades de modelos totalmente microsocópicos limitam severamente as dimensões do

sistema que podem ser estudados numericamente, mesmo quando potenciais sim-

ples como o de Lennard-Jones são utilizados para descrever as interações (PERSSON,

1993a; GRANATO; YING, 2000).
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Quando a transição de desancoramento é descont́ınua, efeitos de histerese podem

ocorrer e, como resultado, surgem duas forças cŕıticas diferentes f inc > fdec , corre-

spondendo aos valores cŕıticos para aumentar a força de zero e reduzir a força a

zero, respectivamente. Uma questão fundamental na modelagem de tais sistemas

é a origem dessa histerese. Sabe-se que efeitos de histerese podem ocorrer em sis-

temas subamortecidos, onde efeitos inerciais estão presentes. Entretanto, simulações

de dinâmica molecular em um modelo 2D de uma camada adsorvida com potencial

de interação Lennard-Jones e para valores crescentes do coeficiente de atrito sug-

eriu, a partir de argumentos anaĺıticos, que a histerese deveria permanecer no limite

superamortecido (PERSSON, 1998; PERSSON, 1995). Por outro lado, os resultados

para o modelo puramente elástico de FK revela que, embora o comportamento da

histerese é semelhante ao modelo de Lennard-Jones para amortecimento fraco, a

histerese desaparece no limite superamortecido (GRANATO; YING, 1999). Os difer-

entes comportamentos podem ser devidos à ausência de defeitos gerados durante

as transições de desancoramento, que são permitidas no modelo de Lennard-Jones

mas não são no modelo elástico de FK. Na verdade, pode-se justificar o surgimento

da histerese pela presença de defeitos topológicos na rede, tais como deslocações

em sistemas bi-dimensionais (FISHER, 1985), mesmo na ausência de efeitos inerciais.

Assim, espera-se que a dinâmica superamortecida seja capaz de descrever o compor-

tamento da histerese em duas dimensões, desde que o modelo incorpore deformações

plásticas e elásticas. Para ondas de densidade de cargas, onde o potencial de apri-

sionamento é desordenado, existe na literatura uma variedade de modelos teóricos

que permitem a presença de deslocações e de flutuações térmicas (KARTTUNEN et al.,

1999) e que apresentam um comportamento elástico e de histerese em concordân-

cia com resultados experimentais (RINGLAND et al., 1999). Entretanto, na ausência

de desordem, o posśıvel comportamento de histerese em tais modelos não tem sido

investigado.
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3 MODELAMENTO DE CAMPO DE FASE CRISTALINO

Neste caṕıtulo é apresentado as principais caracteŕısticas da modelagem de campo

de fase, com destaque para o modelo de campo de fase cristalino (CFC) em duas

dimensões.

3.1 Modelo de Campo de Fase

Atualmente a modelagem de campo de fase é utilizada para o estudo de vários fenô-

menos da f́ısica dos materiais. Originada da teoria das transições de fase de Landau

(LANDAU, 1937) e do funcional de energia livre de Ginzburg-Landau (GINZBURG;

LANDAU, 1950), a metodologia de campo de fase teve sucesso na descrição de vários

fenômenos em escala mesoscópica, tais como, padrões de solidificação, nucleação,

crescimento de grãos, convecção de fluidos e transformações multifásicas e de multi-

escala.

O termo campo de fase provavelmente é derivado de um dos seus primeiros méto-

dos de aplicação na evolução de fases fundidas e ligas. Em vez de usar part́ıculas

(como em DM) ou linhas matemáticas (como em DD), o método de campo de fase

representa materiais microestruturados por um ou vários campos cont́ınuos φ(~x). O

significado espećıfico dos vários campos depende da situação de interesse. Por exem-

plo, em um crescimento de um cristal a partir de seu estado de fusão, um campo de

fase pode ser usado para descrever como diferentes fases (ou estados) são distribúı-

das no volume do material. Por exemplo, é posśıvel associar a fase sólida com φ ≈ 1

e a fase ĺıquida (fundida) com φ ≈ −1. Alternativamente, φ(~x) pode descrever a

concentração de uma espécie qúımica na localização ~x em uma liga binária. Como

outro exemplo, diferentes valores de φ podem corresponder a diferentes variações de

martesita em uma liga de ferro-carbono austenitizada.

Considere um sistema especificado por um conjunto de campos de fase {φα(~x)}. A

principal hipótese no método de campo de fase é que os campos devem evoluir de

uma maneira que reduza a energia livre total F, que é um funcional de {φα(~x)}. As

equações do movimento para os campos são derivados tomando as derivadas varia-

cionais da energia livre F com relação à {φα(~x)}. As equações diferenciais parciais

resultantes são então resolvidas numericamente sobre uma grade regular. Portanto,

a formulação de uma simulação do método de campo de fase geralmente envolve os

quatro passos seguintes:
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1. Selecione os campos de fase {φα(~x)} e defina seus limites de variação;

2. Escreva o funcional da energia livre F [φα(~x)];

3. Obtenha as equações de evolução para {φα(~x)};

4. Selecione métodos numéricos para resolver as equações de evolução.

A escolha do funcional da energia livre reflete a natureza do problema, mas também

deixa muito espaço para exercitar nossa intuição. Por simplicidade, vamos considerar

um caso de apenas um campo de fase φ(~x). Uma forma amplamente utilizada para

F é a seguinte:

F [φ(~x)] =

∫ [
f(φ(~x)) + ε|∇φ(~x)|2

]
d3~x, (3.1)

onde f(φ) é a contribuição do bulk para densidade da energia livre. O segundo termo

dentro do integrando é uma correção devido as variações do campo de fase, que dá

origem a uma energia interfacial entre os domı́nios de fases diferentes. A expressão

da energia livre na Equação 3.1 é local, por que o integrador (densidade de energia

livre em ~x) é completamente determinado pelo campo de fase e suas derivadas no

ponto ~x, independente dos valores do campo de fase em outros pontos. Desde que

não haja necessidade de considerar interações de longo alcance, a forma local para

a energia livre é muitas vezes suficiente. Em outras situações pode ser necessário

utilizar uma forma da energia livre não local, tal como

F [φ(~x)] =

∫ [
f(φ(~x)) + ε|∇φ(~x)|2

]
d3~x (3.2)

+

∫ ∫
φ(~x)Ξ(~x− ~x′)φ(~x′)d3~xd3~x′.

O segundo termo do lado direito da expressão do funcional da energia livre inclui

uma função kernel não-local, Ξ(~x− ~x′), que descreve a energia de interação entre o

campo de fase em dois pontos diferentes, ~x e ~x′. A forma não local para energia livre

é necessária quando interações elásticas de longo alcance tem que ser consideradas,

tais como para simulações de deslocações.

A seguir utilizaremos a Equação 3.1 para encontrar equações de evolução para duas

situações simples mas bastante representativas. No primeiro caso, o campo de fase é

não conservado, levando à equação de Ginzburg-Landau. No segundo caso, o campo
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Figura 3.1 - (a) A função densidade de energia livre do bulk dada pela Equação 3.3. (b)
A solução para coexistência sólido-ĺıquido.
Fonte: Adaptada de Bulatov and Cai (2006).

de fase é conservado, resultando na equação de Cahn-Hilliard, frequentemente uti-

lizada para descrever a difusão de espécies qúımicas (BULATOV; CAI, 2006).

3.1.1 Equação de Ginzburg-Landau

Como um exemplo, considere um modelo de crescimento de cristais por solidificação

a partir do estado de fusão. Na formulação mais simples, basta usar um único campo

de fase, φ(~x) , tal que φ(~x) ≈ +1 se o material na posição ~x é sólido, e φ(~x) ≈ −1 se

for ĺıquido. Para representar a preferência do sistema de estar em qualquer um dos

dois estados, +1 ou -1, a densidade de energia livre do bulk pode ser escrita como

f(φ) = U(φ− 1)2(φ+ 1)2. (3.3)

Como mostrado na Figura 3.1, f(φ) tem dois mı́nimos de mesma profundidade em

φ = ±1 e pode descrever a coexistência das fases sólida e ĺıquida. O mı́nimo global

do funcional da energia livre F [φ(~x)] é atingido quando φ(~x) é +1 ou -1 em qualquer

lugar, isto é, quando o sistema é sólido ou ĺıquido em todo o volume.

A derivada variacional negativa de F com relação a φ(~x), isto é −δF [φ]/δφ, pode

ser considerada como uma força generalizada no campo de fase φ(~x). Mudar φ(~x)

por uma pequena quantidade na direção de −δF [φ]/δφ garante uma redução de

F enquanto −δF [φ]/δφ não for zero. Como φ(~x) descreve se o sistema é sólido ou
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ĺıquido em uma localização ~x, ele não tem que ser conservado. Um modelo simples

para o sistema evoluir para seu estado de mı́nima energia livre é fazer a derivada no

tempo de φ(~x) proporcional a −δF [φ]/δφ, isto é,

∂φ

∂t
= −kδF [φ]

δφ
(3.4)

= −k
[
∂f

∂φ
− 2ε∇2φ

]
,

onde k é uma taxa de relaxação constante. Esta equação é frequentemente chamada

de Ginzburg-Landau ou equação de Allen-Cahn. Na literatura, o lado direito desta

equação muitas vezes inclui um termo de “rúıdo” extra para considerar flutuações

térmicas (BULATOV; CAI, 2006).

3.1.2 Equação de Cahn-Hilliard

No segundo exemplo, vamos supor que o campo φ é a concentração de uma espé-

cie qúımica em uma liga binária substitucional AB. Na ausência de transformações

qúımicas, a quantidade total das duas espécies deve permanecer constante, caracteri-

zando assim um exemplo de um campo conservado. Vamos identificar nA = (φ+1)/2

como a concentração da espécie A. Então, φ = 1 corresponde ao estado de puro A e

φ = −1 corresponde ao estado de puro B. Com o campo assim definido, agora é pos-

śıvel usar a mesma função densidade de energia livre (Equação 3.3) para descrever

esta situação aparentemente diferente. A afirmação de que φ(~x) é um campo conser-

vado significa que φ(~x) não pode variar arbitrariamente, mas qualquer aumento de

φ em ~x deve ser acompanhado de uma redução φ nas vizinhanças de ~x e vice-versa.

Esta condição de conservação pode ser expressa através da equação da continuidade:

∂φ(~x)

∂t
+∇ · ~J(~x) = 0, (3.5)

onde ~J = (Jx, Jy, Jz) é o vetor de fluxo do campo φ. Por exemplo, Jx é a quantidade

de φ fluindo na direção x por unidade de área por unidade de tempo. A Equação 3.5

estabelece que a taxa de acúmulo local de φ(~x) deve ser igual a diferença entre o

fluxo de entrada e de sáıda de φ na posição (~x).

Semelhante ao exemplo da Subseção 3.1.1, a redução da energia livre total fornece

a força motriz para evolução do campo. No entanto, neste caso, a energia livre só

22



pode diminuir por redistribuição do campo φ de um lugar para outro. É razoável

esperar que o campo fluiria de modo a tornar a força de condução, −δF/δφ(~x),

mais uniformemente distribúıda para todos os valores de ~x. Portanto, o modelo de

evolução mais simples neste caso é deixar o fluxo de J ser proporcional ao gradiente

espacial da força de condução, ou seja,

~J = −M∇µ (3.6)

µ ≡ δF

δφ
, (3.7)

onde µ é muitas vezes chamado de potencial qúımico generalizado e M é um coefi-

ciente de difusão. Portanto, a equação do movimento é (BULATOV; CAI, 2006)

∂φ

∂t
= ∇ ·

[
M∇

(
δF

δφ

)]
. (3.8)

3.2 Modelo de Campo de Fase Cristalino

Um dos novos rumos da teoria do campo de fase é a proposta dos campos de fase

cristalinos(CFCs) (ELDER et al., 2002) utilizados para simular materiais na escala mi-

croscópica. O modelo de CFC se baseia na forma da energia livre de Brazovskii (BRA-

ZOVSKII, 1975) que pode também ser considerada como uma transposição do modelo

de formação de padrões de Swift-Hohenberg (SH)(SWIFT; HOHENBERG, 1977) para

sólidos cristalinos. Como resultado o modelo de CFC simula de forma eficiente tran-

sições liquido-sólidos (ELDER; GRANT, 2004), difusão de defeitos (BERRY et al., 2006)

e formação de vidro (BERRY et al., 2008).

No modelo de CFC o estado do sistema é descrito por um campo de densidade

continuo, Φ(~r), que é constante para um ĺıquido e forma um padrão periódico em

uma fase cristalina. Nesse modelo o funcional da energia livre pode ser escrito como

(ELDER; GRANT, 2004, 2004):

F =

∫
d~r

[
a∆T

2
Φ(~r)2 + u

Φ(~r)4

4
+

Φ(~r)

2
G(∇2)Φ(~r)

]
, (3.9)

onde G(∇2) = λ(q2
o+∇2)2 e a∆T = (T−Tm) representa o desvio da temperatura em

23



Figura 3.2 - Gráfico do melhor ajuste do pico de primeira ordem paraG(∇2) = λ(q2
o+∇2)2.

Os pontos correspondem ao fator de estrutura experimental para o 36Ar na
T=85 K.
Fonte: Adaptada de Elder and Grant(2004).

relação à temperatura de derretimento de campo médio Tm. A Equação 3.9 descreve

um cristal com o primeiro vetor da rede rećıproca de magnitude qo, enquanto as pro-

priedades elásticas podem ser ajustadas pelos parâmetros λ, u e qo. Os parâmetros do

modelo podem ser ajustados para reproduzir a constante de rede e as propriedades

desejadas (constante elástica, energia de superf́ıcie ou a quebra de miscibilidade de

solidificação) do material estudado. Como exemplo observe o gráfico do ajuste para

o argônio na Figura 3.2.

A versão do modelo de CFC apresentada na Equação 3.9 é também chamada de

modelo de CFC de Swift-Hohenberg. Ele pode ser derivado de uma aproximação da

Teoria do Funcional Densidade (DFT) de congelamento, como obtido por Elder e

colaboradores (ELDER et al., 2007). As propriedades do modelo nos casos de 1D e 2D

podem ser encontradas em Elder e Grant (2004), enquanto para o caso 3D em Wu e

Karma (2007). Nesta secção serão apresentadas as propriedades básicas do modelo

em duas dimensões, de acordo com os cálculos feitos nas referências citadas acima.

Para o objetivo desta tese será utilizada apenas a versão 2D do modelo.

Para cálculos numéricos é mais conveniente reescrever a energia livre em unidades
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adimensionais (ELDER; GRANT, 2004) dadas por:

~x = qo~r, ψ = Φ

√
u

λq4
o

, r =
a∆T

λq4
o

, τ = Γλq4
ot (3.10)

Nessas unidades o funcional da energia livre torna-se,

F =
f

λ2q8−d
o /u

=

∫
d~x

[
ψ

2
ω(∇2)ψ +

ψ4

4

]
, (3.11)

onde ψ é um campo de fase e ω(∇2) = r2 + (q2
o +∇2)2. Desde que ψ seja um campo

conservado, ele deve obedecer a equação da continuidade cujo termo de fluxo é dado

por ∇ •~j = ∇2(δF/δψ),

∂ψ(~x)

∂τ
= ∇2 δF

δψ(~x)
+ ζ = ∇2(ω(∇2)ψ(~x) + ψ(~x)3) + ζ(~x) (3.12)

onde ζ tem média zero, 〈ζ(~x1, τ1)ζ(~x2, τ2)〉 = D∇2δ(~x1 − ~x2)δ(τ1 − τ2) e D é uma

constante. As equações 3.11 e 3.12 tem sido utilizadas para estudar uma variedade de

fenômenos onde existem deformações elásticas e/ou plásticas, tais como, energia de

contorno de grãos entre grãos desalinhados, flambagem e nucleação de deslocações na

fase ĺıquida em crescimento epitaxial, efeito Hall-Petch reverso em materiais nono-

cristalinos, crescimento de grãos e fratura dúctil (ELDER; GRANT, 2004).

Em sistemas 2D o funcional da energia livre (Equação 3.11), na ausência de potencial

externo, é minimizado para três soluções distintas do campo adimensional ψ. Essas

soluções são: constante, faixas e pontos (part́ıculas). Elder e Grant (2004) resolveram

a Equação 3.11 em uma aproximação de modo único para uma fase triangular. Eles

consideraram que a solução era formada por máximos da densidade de uma rede

triangular, correspondendo a uma fase cristalina. Em geral, essa solução pode ser

escrita como:

ψ(~r) =
∑
n,m

an,me
i ~Gnm·~r + ψ, (3.13)

onde ~Gnm ≡ n~b1 +m~b2, ~b1 e ~b2 são vetores da rede rećıproca e ψ é o valor médio de

ψ. Para uma rede triangular os vetores da rede rećıproca podem ser escritos como:

~b1 = qt

(√
3

2
x̂+

1

2
ŷ

)
, ~b2 = qtŷ (3.14)
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sendo qt = 2π/(at
√

3/2) e at a distância entre vizinhos locais, máximos de ψ(que

correspondem as posições atômicas). Para uma aproximação de primeiro modo, seis

pares (n,m) são considerados, (0,±1), (±1, 0), (−1, 1) e (1,-1), para |~Gn,m| = qt.

Considerando a simetria da rede e o fato que a densidade é uma grandeza real,

todas as amplitudes an,m são iguais para os pares (n,m). Assim, o campo pode ser

escrito, em uma aproximação de modo único, como

ψt = At

[
cos
(√3

2
qtx
)
cos

(
1

2
qty

)
− 1

2
cos(qty)

]
+ ψ, (3.15)

onde At e qt são determinados através da minimização da energia livre. Substituindo

a Equação 3.15 na Equação 3.11 e integrando em todo espaço, obtemos

Ft/S =
45

512
A4
t − ψ̄

3

16
A3
t +

3

16
(3ψ̄ + r + (q2

o − q2
t )

2)A2
t + Fc/S, (3.16)

onde S é a área do sistema. A energia livre é minimizada para qt = qo e At =

4
5

(
ψ + sign(ψ̄)

√
−15r − 36ψ

2
)

, onde sing(ψ̄) =-1 para ψ̄ < 0 e sing(ψ̄) =1 para

ψ̄ > 0. A energia livre para fase triangular é

Fmin
t /S = − 13

500
ψ̄4− 1

10
r2+

1

2
(

7

25
r+q4

o)ψ̄
2+

4

25
|ψ|(4

5
ψ̄2+

1

3
r)

√
−15r − 36ψ

2
. (3.17)

Para determinar o diagrama de fase em 2D, a energia livre das diferentes fases (con-

stante, faixas e triangular) devem ser comparadas. Além disso, desde que ψ seja

um campo conservado, a construção de Maxwell de áreas iguais pode ser utilizada

para determinar as regiões de coexistência. Os diagramas de fase calculados analiti-

camente por Elder e Grant (2004), utilizando esse procedimento, são apresentados

na Figura 3.3.

As propriedades elásticas da fase triangular podem ser obtidas através do cálculo dos

custos de energia para deformar o estado de equiĺıbrio. Em duas dimensões vários

tipos de deformações são consideradas através da aplicação de formas modificadas

da Equação 3.15, isto é, ψt(x/(1−ε)), y/(1+ε) (bulk), ψt(x+εy, y) (cisalhamento) e

ψt(x(1−ε), y(1+ε)) (distorção). Nos cálculos ε representa a deformação adimensional.
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Figura 3.3 - Gráfico dos diagramas de fase para o modelo de CFC 1D(esquerda) e
2D(direita).
Fonte: Adaptada de Elder and Grant(2004).

Os resultados dos cálculos realizados por Elder et al. (ELDER; GRANT, 2004) são:

Fbulk/S = Fmin
t /S + αε2 + ..., (3.18)

Fcis./S = Fmin
t /S + (α/8)ε2 + ...,

Fdis./S = Fmin
t /S + (α/2)ε2 + ...,

com α = (3A2
tk

4
o)/4. Utilizando estes resultados as constantes eláticas podem ser cal-

culadas, levando em conta que para um sistema em duas dimensões temos (CHAIKIN;

LUBENSKY, 2007)

Fbulk/S = Fmin
t /S + (C11 + C12)ε2 + ..., (3.19)

Fcis./S = Fmin
t /S + (C44/2)ε2 + ...,

Fdis./S = Fmin
t /S + (C11 − C12)ε2 + ...,

As constantes elásticas são dadas por

C11/3 = C12 = C44 = α/4 (3.20)
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Estes resultados são consistentes com sistemas de simetria triangular em duas di-

mensões, isto é, C11 = C12 + 2C44, mas este modelo é restrito a materiais com

C11 = 3C12. Os parâmetros da expressão da energia livre podem ser escolhidos para

obter qualquer C11, mas C12 não pode ser variado independentemente. Com estes

resultados, os módulos elásticos padrões e as constantes podem ser determinadas:

Módulo do Bulk B = α/2

Módulo de Cisalhamento µ = α/4

Módulo de Young Y2d = 3α/3

Razão de Poisson σ = 1/3.

3.3 Modelo de Campo de Fase Cristalino com potencial externo

No modelo de CFC o efeito de um substrato (potencial externo) é introduzido

adicionando-se um termo de acoplamento linear
∫
V (~x)ψ(~x)d~x no funcional da en-

ergia livre dado pela Equação 3.11:

F =

∫
d~x

[
ψ

2
(r + (q2

o +∇2)2)ψ +
ψ4

4
+ V (~x)ψ(~x)

]
, (3.21)

O potencial periódico de aprisionamento é caracterizado pela amplitude do acopla-

mento Vo e o descasamento relativo δm entre o potencial externo e a monocamada

adsorvida

δm =
qo − qs
qo

, (3.22)

onde qo = 2π/ao (ao é a distância entre dois máximos de ψ) e qs = 2π/as (as é

a distância entre dois mı́nimos do potencial). Espera-se que no limite Vo → 0 ou

sob um acoplamento relativamente pequeno, o sistema permanecerá em um estado

incomensurado (IC). No limite oposto, ou seja, para Vo alto, o potencial de aprison-

amento dominará e o sistema permanecerá em um estado comensurado (C) com o

potencial, isto é, a razão entre o vetor da rede rećıproca da camada (qo) e o vetor da

rede rećıproca formada pelo potencial de aprisonamento (qs) é um número racional.

Numericamente, na ausência de flutuações térmicas, o estado de equiĺıbrio é obtido
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através da resolução da equação do movimento ((ACHIM, 2009)):

∂ψ

∂t
= ∇2 δF [ψ]

δψ
= ∇2

[
(r + (q2

o +∇2)2)ψ + ψ3 + V
]
. (3.23)

Como exemplo, considere um potencial externo de simetria quadrada, dado por:

V (x, y) = Vo
[
cos(qsx) + cos(qsy)

]
, (3.24)

onde qs = 2π/as.

Com o potencial externo, o modelo de CFC corresponde a uma descrição cont́ınua

da transição das fases comensurada-incomensurada e pode descrever, por exemplo,

uma camada adsorvida sobre a face (100) de um cristal fcc (PATRYKIEJEW et al.,

2001).

Para entendermos a influência do potencial externo V(x,y) sobre a solução de mı́n-

ima energia, podemos fazer uma análise de Fourier da densidade de equiĺıbrio. Con-

siderando a simetria triangular intŕınseca e o potencial externo de simetria quadrada

(substrato), o sistema é melhor descrito pela combinação de modos quadrados e

hexagonais(HSMA). Nesse caso, a aproximação HSMA correspondente pode ser es-

crita como:

ψHMSA = A1cos(qsx)cos(qsy) + A2[cos(2qsx) + cos(2qsy)] + (3.25)

At[cos(qtx)cos(qty/
√

3)− cos(2qty/
√

3/2)] + ψ

Essa expansão de Fourier inclui o modo único para uma rede triangular

(Equação 3.15) e os dois primeiros harmônicos para o modo comensurado com sime-

tria quadrada. Em geral, eles descrevem uma fase incomensurada correspondendo

a uma fase triangular distorcida pela simetria quadrada do potencial externo (sub-

strato). Entretanto, quando o descasamento é suficientemente grande e/ou o valor

do potencial externo é suficientemente forte, a solução que minimiza a energia livre

corresponderá a uma diminuição de At e o surgimento de uma fase comensurada.
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A densidade da energia livre no HSMA é dada por:

FHMSA/S =
9

256
A4

1 +
9

16
A4

2 + A2
1

(
1

8
+
r

8
+

3ψ
2

8
− 1

2
q2
s +

1

2
q4
s

)
(3.26)

+A2
2

(
1

2
+

3

2
ψ

2
+ r

1

2
+ 8q4

s − 4q2
s

)
+

9

16
A2
t

(
1

4
A2

1 + A2
2

)
+A2

1

(
9

16
A2

2 +
3

4
A2ψ

)
+
VoA1

4
+
F t

S

Os coeficientes At, A1 e A2 são desconhecidos e podem ser escolhidos de tal forma

que minimize a densidade da energia livre.

As expressões anaĺıticas para energia livre podem ser utilizadas para obter o dia-

grama de fase do modelo de CFC aprisionado como função do potencial de aprision-

amento Vo e do descasamento δm.

A Figura 3.4 mostra exemplos de diagramas de fase obtidos com esse modelo no es-

tado fundamental (ACHIM et al., 2006). O diagrama de fase da Figura 3.4(a) foi calcu-

lado analiticamente através da aproximação HSMA e o diagrama da Figura 3.4(b)

foi obtido numericamente através do monitoramento do fator de estrutura S(|~q|)
para diferentes valores de q. O fator de estrutura é definido como a transformada de

Fourier da função de correlação densidade-densidade de um par de átomos adsorvi-

dos, cuja expressão é dada por:

S(q) = |ψ(q)|2, ψ(q) =
∑
r

ψ(~r)ei~q·~r (3.27)

Na Figura 3.5 temos uma seqüência de configurações espaciais do campo ψ(x, y), no

estado fundamental, e o fator de estrutura S(q) associado, mostrando como ocorre

a transição das fases comensurada-incomensurada (ACHIM et al., 2006).
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Figura 3.4 - (a) Diagrama de fase calculado analiticamente usando a aproximação HSMA.
(b) O correspondente diagrama de fase obtido numericamente. C, IC e L
correspondem as fases comensurada, incomensurada e tipo-ĺıquido.
Fonte: Adaptada de Achim et al.(2006).
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Figura 3.5 - Sequência de configurações espaciais de ψ(x, y) e o fator de estrutura corre-
spondente (figuras abaixo), mostrando a transição do sistema de uma rede
triangular (V=0) para uma rede quadrada (V > 0) com δm=0.14
Fonte: Adaptada de Achim et al.(2006).
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4 TÉCNICAS NUMÉRICAS UTILIZADAS

Neste caṕıtulo é feita uma descrição dos métodos computacionais utilizados nas

simulações numéricas realizadas neste trabalho.

4.1 Introdução

Apesar do avanço de diversas técnicas anaĺıticas hoje dispońıveis, as simulações

numéricas são muito importantes para o desenvolvimento das técnicas de investi-

gação das transições de fase. Recentemente, a alta velocidade de processamento e

o acesso fácil aos computadores permitiram que as simulações numéricas se tor-

nassem ferramentas rotineiras da mecânica estat́ıstica. Para enfatizar a importância

de cálculos numéricos, basta dizer que ainda não se sabe a solução anaĺıtica ex-

ata do modelo de Ising em três dimensões, mas a partir de simulações numéricas

todas as suas caracteŕısticas são conhecidas. Ao contrário dos experimentos reais,

as simulações investigam sistemas bem definidos macroscopicamente onde todos os

parâmetros são controlados e observados durante o experimento. Assim, em alguns

casos, as simulações fornecem a base para o entendimento de resultados conhecidos

experimentalmente, ou seja, do ponto de vista macroscópico. Outras vezes geram os

dados “experimentais”, dificilmente obtidos em condições reais, que podem ser com-

parados à teoria. Além da sua relativa simplicidade de aplicação, as simulações com-

putacionais ainda dispõem de uma habilidade única para ilustrar e iluminar relações

conceitualmente básicas. Em particular, no estudo de fenômenos cŕıticos, pode-se

obter informações detalhadas e precisas do sistema em investigação (ARASHIRO,

2005).

Desde os primeiros avanços na área computacional até os dias atuais, tanto a

dinâmica molecular (RAHMAN, 1964; ERPENBECK; WOOD, 1977) quanto o método

Monte Carlo (METROPOLIS; ROSENBLUTH, 1953; BINDER, 1976; BINDER, 1979) tem

contribúıdo de forma significativa para a compreensão dos fenômenos cŕıticos. No

caso das simulações por Monte Carlo, por exemplo, para modelos reverśıveis, qual-

quer uma das três formas de atualização dos śıtios (spins) (Metropolis e Rosenbluth

(1953), Glauber (1963) ou banho térmico) conduz, após um número suficiente de pas-

sos de Monte Carlo, a uma situação em que a probabilidade de encontrar o sistema

em uma configuração com uma dada energia depende da densidade de estados (uma

propriedade intŕınseca do sistema) e do fator de Boltzmann (ensemble canônico). A

partir desse conhecimento, é posśıvel gerar médias das grandezas f́ısicas de interesse
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para qualquer temperatura (FERREMBERG; SWENDSEN, 1988).

4.2 Método de Monte Carlo

A técnica de simulação pelo método de Monte Carlo (MC) tem sido de extrema

importância em diversas áreas cient́ıficas na resolução de problemas probabiĺısticos

de sistemas complexos, que dificilmente são solúveis por meio de outras técnicas.

O termo Monte Carlo foi introduzido por von Neumann e S. Ulan como um código

secreto para referir-se a um trabalho que eles estavam desenvolvendo em Los Alamos

durante a Segunda Guerra Mundial, para aplicar a problemas relacionados à bomba

atômica. A denominação do método faz alusão ao cassino de Monte Carlo, no prin-

cipado de Mônaco, famosa por seus cassinos e jogos de roleta.

Mas foi em 1953, depois que Metropolis e seus colaboradores (METROPOLIS; ROSEN-

BLUTH, 1953) publicaram seu trabalho sobre discos ŕıgidos em duas dimensões, que

o método de simulação por Monte Carlo ganhou uma importância ı́mpar na investi-

gação de sistemas em diversos campos da f́ısica, particularmente na f́ısica estat́ıstica.

A partir de uma configuração inicial o método gera recursivamente novas configu-

rações de acordo com uma dinâmica pré-estabelecida que, no caso de sistemas em

equiĺıbrio, conduz à distribuição de Gibbs. Em outras palavras, gera-se uma cadeia

de Markov através do espaço de fases tal que a freqüência, em que uma dada config-

uração do sistema é amostrada, corresponde a uma probabilidade adequada (dada

pelo fator de Boltzmann no caso do ensemble canônico). A seqüência de estados

constrúıda por esse processo, segue uma trajetória no espaço das configurações. O

tempo nesse caso refere-se ao “tempo de Monte Carlo”, o que significa o tempo

necessário para que na média cada śıtio seja visitado e eventualmente atualizado

uma vez. Pode-se escrever a equação mestra para Pn(t), que é a probabilidade do

sistema ser encontrado no estado n num dado instante de tempo t, como:

∂Pn(t)

∂t
=
∑
n6=m

[Pm(t)Wm→n − Pn(t)Wn→m] (4.1)

onde Wn→m é a taxa de transição do estado n para o estado m (n → m). No

equiĺıbrio ∂Pn(t)
∂t

= 0, e para isso é suficiente (mas não necessário) que
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Pm(t)Wm→n = Pn(t)Wn→m (4.2)

O resultado espresso na Equação 4.2 é conhecido como “balanço detalhado”. A prob-

abilidade de ocorrência do enésimo estado em um sistema clássico é dada por:

Pn(t) = e−Et/kbT/Z (4.3)

onde Z é a função de partição. Essa probabilidade geralmente não é conhecida exata-

mente devido ao denomminador; entretanto, podemos evitar essa dificuldade gerando

uma cadeia de Markov de estados, isto é, gerando cada novo estado a partir do estado

anterior. Se nós gerarmos um estado n a partir de um estado m, a probabilidade rela-

tiva é a razão das probabilidades individuais e, assim, os denominadores se cancelam.

Como resultado, somente a diferença de energia entre os dois estados é necessária,

isto é,

∆E = En − Em. (4.4)

Qualquer taxa de transição que satisfaça o balanço detalhado, expresso na

Equação 4.2, pode ser considerada em uma simulação de Monte Carlo. É por isso

que diferentes dinâmicas (Metropolis, Glauber, banho térmico) têm sido amplamente

empregadas em mecânica estat́ıstica (ARASHIRO, 2005).

A primeira escolha da taxa que foi usada na f́ısica estat́ıstica é a forma de Metropolis

Wn→m = τ−1
o exp(−∆E/kBT ), ∆E > 0

τ−1
o , ∆E < 0

(4.5)

onde τo é o tempo necessário para a tentativa de uma transição. A forma mais

simples como o Algoritmo de Metropolis é implementado pode ser descrita como:

(1) Sorteamos um micro-estado m’, numa forma que seja apropriada ao modelo

de sistema f́ısico em questão; digamos que a probabilidade de sortearmos

m’, dado que o sistema está em m é P(m’ |m);

(2) Se a energia do estado m’ for menor ou igual a de m, isto é, Em’ ≤ Em,
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aceita-se m’ como o novo estado e passa-se ao item 4 abaixo; se Em’ > Em,

procede-se conforme o item 3;

(3) Seja ∆E = Em’ − Em > 0; sorteamos um número r, com distribuição

uniforme entre 0 e 1; se r ≤ exp(−∆E/kBT ) aceita-se a transição; se

r > exp(−∆E/kBT ), rejeita-se a transição e retorna-se ao item 1;

(4) Calculam-se as macro-variáveis, que geralmente são somas sobre as var-

iáveis microscópicas, e guardam-se os resultados.

(5) Após um número relativamente grande de sorteios, que deve ser escolhido

caso a caso, efetuam-se as médias das macro-variáveis guardadas no item

4.

4.3 Dinâmica de Langevin

Investigando a suspensão de part́ıculas dispersas em água, o botânico Robert Brown

observou, em 1829, que essas pequenas part́ıculas executavam um movimento irreg-

ular (NELSON, 1967). Esse fenômeno ficou conhecido como movimento Browniano.

A teoria f́ısica do movimento Browniano foi estudada por Einstein e Smoluchowski

e mais tarde por Langevin e outros. No modelo de Langevin as interações entre a

part́ıcula Browniana e o banho térmico são descritas estat́ısticamente, ao invés de

se tratar individualmente a interação de part́ıcula com o banho térmico.

Langevin começou simplesmente escrevendo a equação do movimento Browniano de

uma part́ıcula de acordo com as leis de Newton sob a suposição de que a part́ıcula

Browniana experimenta duas forças, a saber:

(i) Um força sistemática (atrito viscoso) −ζẋ(t), que representa um atrito

dinâmico experimentado pela part́ıcula. Aqui x é o deslocamento e ζ é o

coeficiente de atrito;

(ii) Uma força F(t) que flutua rapidamente, que surge devido ao impacto das

moléculas do ĺıquido sobre a part́ıcula, chamada de rúıdo branco. Esta é a

força residual exercida pelo ambiente ou banho de calor quando a força de

atrito é eliminada.

Assim, sua equação de movimento, de acordo com a segunda lei de Newton, para
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uma part́ıcula de massa m é dada por

m
d2x(t)

dt2
= −ζ dx(t)

dt
+ F (t). (4.6)

Considera-se que o termo de atrito ζẋ é governado pela lei de Stokes, que afirma

que a força de atrito de desaceleração de uma part́ıcula esférica de raio a é

ζẋ = 6πηaẋ, (4.7)

onde η é a viscosidade do fluido circundante. As seguintes suposições são feitas sobre

a parte flutuante de F(t):

(i) F(t) é independente de x;

(ii) F(t) varia extremamente rápida quando comparada com a variação de x(t).

Supõe-se também que o valor médio temporal de F(t) seja nulo, ou seja,

F (t) = 0, (4.8)

uma vez que F(t) é uma força aleatória e estacionária. A barra sobre a Equação 4.8

significa a média estat́ıstica sobre um ensemble de part́ıculas, com cada part́ıcula no

ensemble de partida com a mesma condição inicial. A suposição (ii) acima implica

que cada colisão é praticamente instantânea. Essa rápida variação pode ser expressa

por

F (t)F (t′) = 2ζkTδ(t− t′), (4.9)

onde δ(t) é a função delta de Dirac, t e t’ são tempo distintos e o termo 2ζkT é

chamado de densidade espectral. Além disso, se tomarmos a transformada de Fourier

da força, a densidade espectral não será uma função da frequência angular ω, e sim

um ruido branco. Formalmente

F (t)F (t′) = F (t)F (t+ τ) = lim
T ′→∞

1

T ′

∫ T ′

0

F (t)F (t+ τ)dτ, (4.10)

que é a média temporal de um produto de dois tempos dentro de um intervalo de

tempo arbitrário T’, que pode tornar-se infinito. Na realidade, a função de autocor-

relação, Equação 4.9, inicia em 2ζkT e decai rapidamente a zero e, como resultado,

a densidade espectral ΦF (ω) não tem o valor constante 2ζkT em altas frequên-
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cias (rúıdo colorido). A situação em que ΦF (ω) é constante para todos os ω (rúıdo

branco), corresponde ao tempo no qual a função delta domina a função de auto-

correlação da Equação 4.9, que é o caso limite de um processo puramente aleatório

(processo sem memória) que nunca irá ocorrer na prática. Em geral, F(t) é uma

variável aleatória centrada em uma função Gaussiana (COFFEY et al., 2005).

4.4 Recozimento Simulado

Um dos problemas mais dif́ıceis de se resolver na área computacional é o problema

de “múltiplos mı́nimos”, ou a localização e caracterização dos mı́nimos geométricos

sobre uma superf́ıcie de energia potencial complexa e multidimensional. Uma vez

que muitos fenômenos qúımicos dependem do arranjo estrutural da molécula, de-

terminar a configuração global de mı́nima energia é de fundamental importância.

Para moléculas complexas, que muitas vezes podem existir centenas ou milhares de

estruturas candidatas, é quase imposśıvel, a priori, de serem geradas e exploradas

de forma adequada. O recozimento simulado é um algoritmo heuŕıstico desenvolvido

para enfrentar este desafio de encontrar mı́nimos múltiplos.

A teoria e a terminologia por trás do recozimento simulado vem da mecânica es-

tat́ıstica (o comportamento de sistemas com muitos graus de liberdade em equiĺıbrio

térmico a uma temperatura finita). A idéia do recozimento é aquecer um objeto (por

exemplo, um pedaço de metal) a uma temperatura elevada e, em seguida, permitir

que o objeto se resfrie lentamente. Em alta temperatura é posśıvel que os átomos

se desloquem de suas posições originais, permitindo ao sistema se reorganizar em

um estado mais estável. Quando o sistema esfria, torna-se preso na sua nova config-

uração e continuará a evoluir em direção a configuração de menor energia naquela

região local. O resfriamento lento também pode ser seguido por um rápido resfria-

mento (“quenching”), que retira qualquer calor residual, aprisionando efetivamente

os átomos em sua nova configuração.

O recozimento pode ser usado para levar um sistema macroscópico em direção a sua

configuração mais estável (mı́nimo global) e por isso tem suscitado o interesse de

como ele pode ser explorado para resolver diversos tipos de problemas. (Em sistemas

reais, no entanto, o aquecimento/resfriamento em vários ciclos pode ser necessário

e agente nunca terá a certeza de que a configuração mı́nima ideal foi alcançada.).

Nos sistemas macroscópicos t́ıpicos (sólido ou ĺıquido) a densidade dos átomos é

da ordem de 1023 átomos por cent́ımetro cúbico. Para tais sistemas em equiĺıbrio
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térmico, a mecânica estat́ıstica mostra que o seu comportamento é dominado pelo

comportamento mais provável e que pequenas flutuações deste comportamento mé-

dio podem ser desprezadas. Neste tipo de ensemble, cada configuração, definida por

um conjunto de posições atômicas {~ri} do sistema é ponderada pelo seu fator de

probabilidade de Boltzmann exp(−E{~ri}/kBT ), onde E{~ri} é a energia da configu-

ração, kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura.

Este fator de Boltzmann é utilizado para desenvolver a etapa de Metropolis

(METROPOLIS; ROSENBLUTH, 1953), que é usada para simular de forma eficiente

um conjunto de átomos em equiĺıbrio em uma dada temperatura. Em cada etapa,

uma nova configuração é gerada a partir de um deslocamento aleatório da config-

uração atual. A energia da nova configuração é calculada e a diferença de energia

entre a atual e a nova configuração é calculada. A probabilidade de que esta nova

geometria seja aceita é dada pelo critério de Metropolis.

A primeira etapa da fase do recozimento simulado é a fusão do sistema, através

da realização de uma caminhada sobre o seu espaço de fase, utilizando o critério

de Metropolis, a uma temperatura inicial elevada Tinit. Essa caminhada continua

até que o sistema atinja um estado estacionário (“termalização”). Posteriormente,

a temperatura é abaixada e novamente é feita a caminhada até que termalização

seja alcançada. Cada nova temperatura Tn, é determinada pela multiplicação da

temperatura anterior pelo fator, TDec, onde 0 < TDec < 1. Assim, a temperatura nth

utilizada é dada por:

Tn = TDec × Tn−1 = T n−1
Dec × Tinit (4.11)

Este processo de alternadamente ir diminuindo a temperatura e termalizando o

sistema é realizado até que o sistema “congele” e nenhuma outra alteração aconteça.

4.5 Têmpera Paralela

Simulações de Monte Carlo têm sido utilizadas com sucesso no estudo de vários

campos, incluindo f́ısica estat́ıstica, ciências estat́ısticas, problemas de otimização,

dentre outros. Entretanto, o algoritmo de MC convencional, baseado no processo

de atualização local no ensemble canônico, é ineficiente para o estudo dos proble-

mas conhecidos como “hardly relaxing” (dificilmente relaxante). Um exemplo t́ıpico
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ocorre em sistemas com restrições como, por exemplo, vidros de spin e poĺımeros.

Esses sistemas geralmente possuem vários mı́nimos de energia local que são separa-

dos um do outro por barreiras de energia. O tempo caracteŕıstico para escapar de

um desses mı́nimos local aumenta rapidamente com a diminuição da temperatura,

fazendo com que o sistema não entre em equiĺıbrio.

Uma melhoria foi desenvolvida para o algoritmo de MC baseada na idéia de um

ensemble estendido (YUKITO, 2001). Ou seja, o ensemble é modificado ou esten-

dido de maneira que o sistema visite com mais freqüência os estados que são menos

ou quase não são visitados pelo algoritmo convencional de MC. O método multi-

canonico (BERG; NEUHAUS, 1991), têmpera simulada (LYUBARTSEV et al., 1992), e

o método de MC de troca (MITSUTAKE; OKAMOTO, 2004) pertencem a essa catego-

ria chamada de método do ensemble estendido. Particularmente, o último método

foi descoberto de forma independente em diferentes áreas e, atualmente é também

chamado de têmpera paralela (MARINARI, 1996). A idéia do ensemble estendido nos

dá uma estratégia geral de como superar o problema da dif́ıcil relaxação de sis-

temas. Esses métodos têm sido aplicados em vários sistemas de dif́ıcil relaxação e

vem apresentando bons resultados.

No método da têmpera paralela, também chamado de método de Monte Carlo de

troca, assume-se que um sistema complexo consiste de M réplicas não interagentes

do sistema de interesse. A réplica m, descrita por uma Halmitoniana comum H(X),

é associada à temperatura inversa βm, isto é, cada réplica está em contato com o

seu próprio reservatório de calor, tendo diferentes temperaturas (por conveniência

tomamos βm < βm+1). Um estado desse ensemble estendido é especificado por {X} =

{X1, X2, ..., XM}, e sua função de partição é dada por

Z = Tr{X}exp[−
M∑
m=1

βmH(Xm)] =
M∏
m=1

Z(βm), (4.12)

onde Z(β) é o mesmo para o sistema original. Para um dado conjunto de temperat-

uras {β}, a distribuição de probabilidade de encontrar {X} é expresssa como

P = ({X, β}) =
M∏
m

Peq(Xm, βm), (4.13)
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onde

Peq(X, β) = Z−1(β)exp(−βH(X)), (4.14)

é a distribuição de equiĺıbrio canônico do sistema original.

Na construção de um processo de Markov, para o método da têmpera paralela, é

introduzido uma matriz de transferência W (X, βm|X ′, βn) que é a probabilidade

de troca de configurações das réplicas n e m. Para que o sistema permaneça em

equiĺıbrio, é necessário impor a condição do balanço detalhado sobre a matriz de

transição:

P (...;X, βm; ...;X ′, βn; ...)W (X, βm|X ′, βn) = P (...;X ′, βm); ...;X, βn; ...)W (X ′, βm|X, βn).

(4.15)

Da Equação 4.15 nós obtemos

W (X, βm|X ′, βn)

W (X ′, βm|X, βn)
= exp(−∆), (4.16)

onde

∆ = (βn − βm)(H(X)−H(X ′)). (4.17)

Portanto, a probabilidade de transição pode ser expressa como

W (X, βm|X ′, βn) =


1, para ∆ < 0

exp(−∆), para ∆ > 0

(4.18)

caso se utilize o método de Metropolis.

Para o processo de MC real, as duas etapas seguintes são realizadas alternadamente:

1) Cada réplica é simulada simultaneamente e independentemente, como um

ensemble canônico, por poucos passos de MC usando um método MC

padrão;
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2) A troca entre duas configurações Xm e Xm+1 é tentada e aceita com a

probabilidade W (Xm, βm|Xm+1, βm+1).

A taxa de aceitação da tentativa de troca decresce exponencialmente com a diferença

βm − βn.

No ensemble canônico, o valor esperado de uma quantidade f́ısica A é medida da

seguinte forma:

〈A〉βm =
1

Nmcs

Nmcs∑
t=1

A(Xm(t)) (4.19)

Outra expressão pode ser obtida quando o procedimento de troca referido acima é

considerado para a temperatura, isto é, temperaturas, ao invés de configurações, de

um par de réplicas ser trocado. Então, a quantidade da Equação 4.19 é expressa

como:

〈A〉β =
1

Nmcs

Nmcs∑
t=1

M∑
m=1

A(X̃m(t))δβ,βm(t), (4.20)

onde foi introduzido o inverso da temperatura dependente do tempo βm(t) e a con-

figuração X̃m nesta temperatura. Note que ambas as formas são completamente

equivalentes (HUKUSHIMA; NEMOTO, 1995).

4.6 Escalonamento de sistemas finitos

Em simulações numéricas lidamos com sistemas de tamanho L finito. Todavia, nosso

interesse está no comportamento cŕıtico dos sistemas que se manifesta no limite

termodinâmico. Para que possamos obter este comportamento cŕıtico a partir das

simulações, devemos analisar a dependência de grandezas termodinâmicas com o

tamanho do sistema e extrapolar este comportamento para o limite L → ∞. O

método que nos permite fazer estas extrapolações é a análise de escala de tamanho

finito (finite-size scaling), desenvolvida na década de 70 por Fisher e colaboradores

(FISHER; BARBER, 1972) De acordo com essa teoria a energia livre, para um sistema

magnético, em função das variáveis temperatura T e indução magnética H é uma

função homogênea dada por:
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F (T,H, L) = L−(2β+γ)/νF (τL1/ν , HL(β+γ)/ν) (4.21)

onde α, β, γ e ν são expoentes cŕıticos e F é uma função universal que envolve

apenas a combinação τL1/ν com H → 0 e τ = (T − Tc)/Tc. A escolha para a

variável de escala é motivada pela observação de que a divergência do comprimento

de correlação, à medida que o sistema aproxima-se da transição de fase, é limitada

pelo tamanho do sistema L. A partir da derivada da energia livre tem-se que a forma

de escala para as várias funções termodinâmicas, magnetização m, susceptibilidade

χ e calor espećıfico c dadas por:

m = L−β/νm(τL1/ν)

χ = Lγ/νχ(τL1/ν)

c = Lα/νc(τL1/ν)

(4.22)

Estes resultados são importantes, porque permitem obter os expoentes cŕıticos a

partir de simulações em sistemas finitos, realizadas na temperatura critica (τ = 0).

Outras grandezas menos tradicionais também apresentam comportamento de escala

similar e podem fornecer estimativas de Tc(L).
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5 FLUTUAÇÕES TÉRMICAS E DIAGRAMAS DE FASE

Neste caṕıtulo será estudada a influência de flutuações térmicas em diagramas de

fase obtidos a partir do modelo de CFC com potencial de aprisionamento externo

(RAMOS et al., 2008). Primeiro será derivada uma versão não conservada do modelo,

mais eficiente em simulações de sistemas em equiĺıbrio, introduzindo um potencial

qúımico na energia livre para manter o valor médio do campo de fase constante.

Com essa nova versão do modelo serão determinados os diagramas de fase, no es-

tado fundamental, em função do descasamento de rede e da força do potencial de

aprisionamento, resolvendo numericamente a correspondente equação dinâmica do

movimento não conservada. Simulações numéricas de Monte Carlo serão utilizadas

para determinar os diagramas de fase em função da temperatura e do descasamento

de rede próximo à uma fase comensurada. Uma análise de escala de tamanho finito

da transição de derretimento da fase comensurada c(2 × 2) será feita para obter

expoentes cŕıticos e descobrir a qual classe de universalidade pertence o modelo.

5.1 Introdução

Em baixas temperaturas muitos sistemas 2D em rede, submetidos a um potencial

periódico, formam diferentes estruturas ordenadas que podem ser instáveis na pre-

sença de flutuações térmicas e diferenças de periodicidade. Como exemplos impor-

tantes podemos citar: camadas adsorvidas sob a superf́ıcie de cristais (PATRYKIEJEW

et al., 2000; PERSSON, 1992; PATRYKIEJEW; SOKOLOWSKI, 2007), rede de vórtices em

supercondutores 2D (MARTIN et al., 1997) e cristais coloidais em um substrato per-

iódico (LIN et al., 2000; PERTSINIDIS; LING, 2008). Em simulações numéricas, mod-

elos puramente elásticos ou modelos de part́ıculas são freqüentemente utilizados.

Entretanto, existem importantes limitações nessas aproximações. Por exemplo, de-

formações plásticas tais como deslocações não são consideradas e, em modelos de

part́ıculas, as escalas de tempo e espaço acesśıveis podem ser muito limitadas. Essas

limitações são particularmente importantes em simulações atomı́sticas de materiais

cristalinos descritos por modelos microscópicos com interações complicadas, onde a

escala de tempo é definida pela freqüência vibracional e, conseqüentemente, taman-

hos relativamente pequenos no sistema são frequentemente usados nas simulações

numéricas.

Recentemente (ELDER et al., 2002) foi introduzido na literatura um modelo para

simular sistemas em rede aprisionados chamado campo de fase cristalino (CFC).
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Este modelo permite estudar deformações elásticas e plásticas da rede, descrevendo-a

como um campo de densidade cont́ınua sob a ação de um potencial de aprisionamento

externo. Na sua formulação é introduzido um funcional da energia livre que depende

do campo de fase ψ(~r) e os máximos desse campo correspondem à densidade de

part́ıculas. Na ausência do potencial de aprisionamento, a energia livre é minimizada

quando ψ é espacialmente periódico (ELDER et al., 2002) formando uma fase sólida

hexagonal em duas dimensões. Ao incorporar fenômenos em escalas de comprimentos

curtos o modelo inclui, naturalmente, as deformações elásticas e plásticas e deve ser

computacionalmente mais eficiente do que as simulações de part́ıculas, tais como

dinâmica molecular padrão (ELDER et al., 2002; ELDER; GRANT, 2004).

Achim et al. (2006) determinaram os diagramas de fase do modelo de CFC sob a

ação de um potencial de aprisionamento periódico com simetria quadrada, em função

da força do potencial de aprisionamento e do descasamento de rede na ausência de

flutuações térmicas. Um procedimento de minimização numérica foi utilizado pelos

autores para determinar as diferentes fases ordenadas e as transições de fase, a partir

da correspondente equação dinâmica do movimento para um campo conservado.

5.2 Modelo

De acordo com o Caṕıtulo 3, o funcional da energia livre de campo médio do modelo

de CFC com potencial externo de aprisionamento, em unidades adimensionais, é

dado por

F = Fo

∫
d~x

[
ψ

2
(r + (q2

o +∇2)2)ψ +
ψ4

4
+ V (~x)ψ(~x)

]
. (5.1)

onde ψ(~x) é um campo cont́ınuo que representa a densidade numérica local de

part́ıculas e V (~x) representa o potencial externo de aprisionamento. A constante

global Fo define a escala de energia e r é um parâmetro do modelo. Na Equação 5.1,

ψ(~x) é um campo conservado e o mı́nimo da energia livre depende do valor médio de

ψ(~x). Para eliminar essa restrição de conservação de ψ(~x), foi introduzido um termo

linear adicional no funcional da energia livre contendo o potencial qúımico µ, que

controla o valor médio de ψ(~x). Assim, o funcional da energia livre de campo médio

modificado é dado por
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F = Fo

∫
d~x

[
ψ

2
(r + (q2

o +∇2)2)ψ +
ψ4

4
+ V (~x)ψ(~x)− µψ(~x)

]
. (5.2)

Com essa modificação foi posśıvel utilizar um algoritmo de Monte Carlo com

dinâmica não-conservada, mais eficiente para simulações de sistemas em equiĺıbrio

(LANDAU; BINDER, 2005). A metodologia utilizada nessas simulações será descrita

em detalhes na próxima seção.

Na ausência do potencial de aprisionamento, V (~x)=0, a energia livre da Equação 5.2

pode ser minimizada para uma configuração do campo ψ(~x) formando um padrão

hexagonal de picos com vetor de onda de magnitude ko = 1, quando os valores

dos parâmetros r e µ são escolhidos adequadamente. Essa estrutura de picos pode

ser considerada como um sistema em rede cristalino e o funcional da energia livre

(Equação 5.2) pode então ser utilizado para descrever as propriedades elásticas

e plásticas desse sistema. Para esta descrição utiliza-se a teoria de campo médio

(ELDER et al., 2002; ELDER et al., 2007) em uma dada temperatura T abaixo da

temperatura de derretimento de campo médio Tm, através do ajuste do parâmetro

r ∝ T − Tm. No entanto, a energia livre da Equação 5.2 não fornece todas as infor-

mações sobre o sistema em temperatura finita e, especialmente, não leva em conta as

fortes flutuações térmicas que podem levar ao derretimento da estrutura hexagonal.

Para ir além da teoria de campo médio e levar em consideração as flutuações tér-

micas, seguimos o procedimento usual de introduzir uma Halmitoniana efetiva com

granulação grossa (CHAIKIN; LUBENSKY, 2007), onde a energia para uma determi-

nada configuração do parâmetro de ordem é dada pelo funcional da energia livre

de campo médio correspondente. Então, em vez de considerar apenas o mı́nimo de

energia, esse procedimento considera as excitações térmicas de acordo com um peso

estat́ıstico fornecido pelo funcional da energia livre. No presente caso, tomamos como

Halmitoniana efetiva H[ψ] ≡ F [ψ] com a correspondente função de partição

Z =
∑
{ψ}

e−H[ψ]/kBT , (5.3)

onde T é a temperatura e a somatória (integração funcional) é feita sobre todas as

configurações de ψ(~x). As quantidades f́ısicas são definidas de maneira usual como

médias termais sobre as configurações de ψ. O parâmetro r contido em H[ψ] é
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considerado constante, independente da temperatura, para a região abaixo da tem-

peratura de transição de derretimento de campo médio Tm na ausência de potencial

de aprisionamento.

Neste trabalho foi considerado um potencial de aprisionamento V(x,y) com simetria

quadrada

V (x, y) = Vo[cos(ksx) + cos(ksy)], (5.4)

onde ks = 2π/as é o vetor de onda do potencial de aprisionamento, que pode rep-

resentar, por exemplo, uma camada adsorvida sobre a face (100) de um cristal fcc

(PATRYKIEJEW et al., 2000; PATRYKIEJEW; SOKOLOWSKI, 2007). O descasamento

entre o sistema em rede (monocamada) e o potencial de aprisionamento (substrato)

foi definido como δm = (ko − ks)/ko, onde ko = 1 é o vetor de onda do padrão

periódico hexagonal de ψ(x, y) na ausência de potencial de aprisionamento, corre-

spondendo a um sistema em rede livre. Assim, para δm � 0, o sistema em rede está

tensionado, enquanto que para δm � 0 o sistema está comprimido.

5.3 Simulação de Monte Carlo

A energia livre asssociada com a função de partição da Equação 5.3, que agora

leva em consideração as flutuações térmicas, não pode ser obtida diretamente sem

aproximações. Portanto, para obter as configurações de equiĺıbrio e as quantidades

médias, é necessário realizar simulações numéricas e, para esse propósito, foi uti-

lizado o método de Monte Carlo (MC). Médias termais sobre as configurações de

ψ(x, y) foram feitas utilizando simulações de MC a partir de uma versão discreta

da Halmitoniana efetiva H[ψ]. O campo ψ(x, y) e o potencial de aprisionamento

V (x, y) foram definidos sobre uma rede quadrada, x = idx, y = jdy (i, j inteiro),

com dimensão L×L e espaçamento dx = dy com condições periódicas de contorno.

O Laplaciano da Equação 5.2 foi aproximado por uma discretização simples dada

por:

∂2fi,j
∂x2

=
fi+1,j + fi−1,j − 2fi,j

(∆x)2
. (5.5)

Para encontrar o estado de equiĺıbrio do sistema a uma determinada temperatura T,
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foi empregado nas simulações o algoritmo padrão de Metropolis. Em cada ponto da

rede (i,j), tentamos mudar ψi,j por uma pequena quantidade ∆ψ com probabilidade

min(1,e−∆H/kBT ), onde ∆H é a mudança resultante na energia configuracional. As

simulações foram realizadas utilizando tamanhos L entre 64 e 224 e a discretização

da rede foi dx = π/4. Para equilibração do sistema e para os cálculos das médias

termais utilizou-se (2-4)×106 passos de MC. Devido as condições periódicas de con-

torno, o tamanho do sistema Ldx tem que ser um múltiplo inteiro da constante

de rede do potencial de aprisionamento, 2π/ks. Esta condição impõe uma restrição

no valor de ks quando cálculos são realizados para L e dx fixos. Assim, para que

fosse posśıvel mudar ks de forma cont́ınua próximo da fase comensurada, enquanto

se mantinha fixo o tamanho do sistema L, foi escolhido um espaçamento de rede

variável dx = (kos/ks)(π/4), onde kos é fixado de forma que Lπ/4 = n(2π/kos) (n é

um inteiro). Os parâmetros r e µ foram escolhidos como r=-1/4 e µ = −0.1875,

correspondendo a uma região cristalina hexagonal no modelo de CFC original, sem

potencial de aprisionamento (ELDER et al., 2002; ELDER; GRANT, 2004). A temper-

atura T é medida em unidades de Fok
−1
B .

Próximo à transição de fase, onde o tempo para equilibração do sistema é muito

longo, foi utilizado o método de MC de troca (têmpera paralela) (MARINARI, 1996).

Recentemente este método foi utilizado para o estudo de vórtices incomensurados em

redes supercondutoras 2D (GRANATO, 2008). Neste método, várias réplicas do sis-

tema com diferentes temperaturas Ti, em uma faixa abaixo e acima da temperatura

cŕıtica, são simuladas simultaneamente e as configurações correspondentes podem ser

trocadas com uma distribuição de probabilidade que satisfaz o balanço detalhado. O

processo de troca permite que as configurações do sistema explore melhor o espaço de

temperaturas. Assim, quando o sistema é resfriado e aquecido ele pode, em prinćı-

pio, escapar mais facilmente de um mı́nimo metaestável em baixas temperaturas.

Sem o processo de troca de réplicas, o método se reduz ao método de Monte Carlo

convencional em diferentes temperaturas. O método foi implementado realizando

simulações de MC, como descrito acima, para cada réplica em diferentes temperat-

uras, simultaneamente e independentemente, para poucos passos de MC. Depois é

tentada uma troca de pares de configurações de réplica em temperaturas Ti e Tj e

energias Ei e Ej com probabilidade min(1,e−∆), onde ∆ = (1/Ti − 1/Tj)(Ej − Ei),
utilizando o método de Metropolis. Foi utilizado 106 passos de MC para atingir o

equiĺıbrio com até 30 réplicas e mesmo número de passos de MC para os cálculos

das quantidades médias.
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5.4 Resultados e Discussões

5.4.1 Diagramas de fase no estado fundamental

As estruturas ordenadas no estado fundamental foram obtidas através da simulação

da equação dinâmica dissipativa do campo de fase ψ(x). A razão para o uso deste

método, ao invés do MC descrito na secção anterior, é que em temperaturas muito

baixas as simulações de MC são computacionalmente menos eficientes, devido à

sua baixa taxa de aceitação ao percorrer o espaço de fase do sistema. A dinâmica

dissipativa deve evoluir o sistema para o estado de menor energia em condições

iniciais aleatória. Assim, a determinação da configuração final é equivalente a en-

contrar o estado fundamental para a Hamiltoniana efetiva da Equação 5.3, desde

que H[ψ] ≡ F [ψ]. A equação dinâmica para o campo não conservado do funcional

da energia livre (Equação 5.2) é dada por:

δψ

δt
= −δF

δψ
. (5.6)

Os diagramas de fases no estado fundamental foram obtidos encontrando a config-

uração final dada por δψ/δt = 0, a partir de configurações iniciais aleatórias para

diferentes descasamentos de rede δm e amplitudes do potencial de aprisionamento

Vo. Geralmente iniciou-se com uma estrutura hexagonal, que é o estado de mı́nima

energia na ausência de potencial periódico (Vo=0) e, em seguida, aumentou-se lenta-

mente Vo ao seu valor final com um descasamento δm fixo. O estado fundamental é

a configuração final correspondente à menor energia.

Três estruturas comensuradas de baixa ordem foram obtidas, como mostra a

Figura 5.1: uma fase (1 × 1) comensurada (C), onde os picos de ψ(x) coincidem

com o mı́nimo do potencial de aprisionamento; uma fase c(2 × 2) C, onde os picos

formam uma superestrutura com uma periodicidade duas vezes maior que a period-

icidade do potencial de aprisionamento ao longo das direções principais da camada

e, por fim, uma fase c(2 × 1) C, onde a superestrutura tem o dobro da periodi-

cidade do potencial de aprisionamento ao longo de uma das direções da camada.

Além disso, existe uma fase incomensurada (IC), onde ψ(x) forma uma estrutura

periódica hexagonal incomensurada com o potencial de aprisionamento, como pode-

mos observar na Figura 5.1(d), ou uma estrutura de paredes de domı́nio separando

regiões comensuradas como na Figura 5.1(e).
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Figura 5.1 - Representação do campo de fase ψ(x) mostrando as estruturas comensurada
(C) e incomensurada (IC) no estado fundamental em função da amplitude do
potencial de aprisionamento Vo e do descasamento δm. (a) fase (1× 1) C; (b)
fase c(2×2) C; (c) fase c(2×1) C; (d) fase hexagonal IC e (e) fase IC próxima
à fase c(2× 2) C, com paredes de domı́nio.

Os resultados dos extensivos cálculos numéricos realizados, utilizando a equação

dinâmica (5.6), são apresentados nos diagramas de fase da Figura 5.2, para −0.5 ≤
δm ≤ −0.225 e na Figura 5.3 para−0.2 ≤ δm ≤ 0.40. As transições entre as diferentes

fases foram determinadas a partir da observação na mudança do fator de estrutura

em cada fase.

5.4.2 Diagramas de fase em temperatura finita

Foi estudada a influência das flutuações térmicas e do descasamento de rede próx-

imo a estruturas comensuradas mais simples, as fases (1× 1) e c(2× 2), utilizando o

método de MC descrito no ińıcio desta seção. Os diagramas de fases foram constrúı-

dos a partir do monitoramento do comportamento do fator de estrutura e do calor

espećıfico em função da temperatura e do descasamento de rede entre a camada e o

substrato. Inicialmente foi calculado o fator de estrutura S(~k) das posições R
j

dos

picos locais no campo ψ(x, y) pela equação

S(~k) =

〈 NP∑
j,j′=1

1

NP

e−i
~k·(~Rj−~Rj′ )

〉
, (5.7)
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Figura 5.2 - Diagrama de fases, no estado fundamental, em função da amplitude do poten-
cial de aprisionamento Vo e do descasamento δm para −0.5 ≤ δm ≤ −0.225.

Figura 5.3 - Diagrama de fases, no estado fundamental, em função da amplitude do po-
tencial de aprisionamento Vo e do descasamento δm para −0.2 ≤ δm ≤ 0.40.

onde NP é o número de picos. Para localizar a posição do picos Rj, em cada con-

figuração de ψ(x, y), foi implementado um algoritmo computacional para encontrar

o máximo local em ψ(x, y) baseado em um algoritmo de localização de part́ıculas,

utilizado em processamento de imagens digitais (CROCKER; GRIER, 1996). Alterna-

tivamente, o fator de estrutura também pode ser definido diretamente do campo
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ψ(x, y) como

Sψ(~k) =
1

L2

〈
|ψ(~k)|2

〉
, (5.8)

onde ψ(~k) é a transformada de Fourier de ψ(~x) e L é a dimensão linear do sistema.

Embora as duas equações forneçam resultados semelhantes, a Equação 5.7 é mais

adequada para a caracterização de uma transição de fase estrutural, uma vez que

inclui apenas a ordenação da rede, ao passo que a Equação 5.8 inclui as flutuações

da amplitude de ψ. Todos os resultados apresentados aqui foram obtidos utilizando

a Equação 5.7. Além do fator de estrutura, o calor espećıfico c também foi calculado

a partir da energia média como c = (1/L2)(d < H > /dT ) e da relação de flutuação

da energia

c =
1

L2T 2
(< H2 > − < H >2). (5.9)

Foram obtidos os mesmos resultados utilizando qualquer uma das duas expressões

para o calor espećıfico, o que indicou que o sistema se encontrava em equiĺıbrio

naquela temperatura.

A Figuras 5.4 mostra o comportamento do pico do fator de estrutura normalizado

S(km)/NP e do calor espećıfico c para as fases comensuradas (1× 1) e c(2× 2) em

função da temperatura. Aqui km é a magnitude do vetor de onda correspondente

ao máximo local em S(~k). Observa-se na Figura 5.4(a) que para a fase (1 × 1) o

valor de S(km)/NP diminui com o aumento da temperatura mas não desaparece em

temperaturas mais elevadas, onde se espera uma fase tipo-ĺıquida. Além disso, não

existe pico no correspondente calor espećıfico na Figura 5.4(b). Isto indica que a

fase (1 × 1) não se derrete em uma fase tipo-ĺıquida através de uma transição de

fase, em vez disso, ocorre uma suave mudança de uma fase altamente ordenada em

baixa temperatura para uma fase desordenada em alta temperatura, onde o potencial

de aprisionamento ainda induz alguma ordem nos padrões dos picos de ψ(~x). Esse

comportamento é esperado em termos teóricos (PATRYKIEJEW et al., 2000; HALDANE

et al., 1983), uma vez que neste caso o potencial de aprisionamento tem a mesma

simetria da fase comensurada e atua como um campo externo constante sobre o

parâmetro de ordem. Por outro lado, para fase comensurada c(2 × 2) o valor de

S(km)/NP na Figura 5.4(a) cai bruscamente próximo à temperatura onde existe um

pico no calor espećıfico correspondente na Figura 5.4(b). Esse comportamento está

associado ao derretimento da estrutura ordenada em uma fase tipo ĺıquida através

de uma transição de fase.
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Figura 5.4 - Dependência com a temperatura do fator de estrutura normalizado S(km)/NP

(a) e do calor espećıfico c (b) para fase comensurada (1×1) (δm = 0, Vo = 0.10)
e para fase comensurada c(2×2) (δm = −0.50, Vo = 0.275). Aqui km é o vetor
de onda da estrutura ordenada correspondente.

Os diagramas de fases, obtidos próximo às fases comensuradas (1× 1) e c(2× 2), do

descasamento de rede e da força do potencial de aprisionamento em função da tem-

peratura são mostrados nas Figuras 5.5 e 5.6, respectivamente. Além das transições

de derretimento, existem também transições do tipo comensurada-incomensurada

da fase c(2× 2) C para fase IC e da fase c(2× 2) C para fase (1× 1) C. Essas tran-

sições foram identificadas pela mudança nos padrões do pico do fator de estrutura.

Uma caracteŕıstica marcante dos diagramas de fases é a sua topologia, que depende

fortemente do tipo da fase comensurada. Esse comportamento concorda qualitati-

vamente com previsões teóricas de modelos simplificados encontrados na literatura

(PATRYKIEJEW et al., 2000; HALDANE et al., 1983). Entretanto, os cálculos numéri-

cos realizados aqui não foram suficientimente precisos para determinar a junção das

linhas de transição, próxima as fases incomensuradas, nos diagramas da Figura 5.6.

Assim, não fomos capazes de comprovar as previsões teóricas (HALDANE et al., 1983;
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Figura 5.5 - Diagramas de fase próximo a fase comensurada (1×1). (a) Força de aprision-
amento Vo fixo e (b) decasamento entre o parâmetro de rede do filme e do
substrato δm fixo.

RYS, 1983) da existência de uma fase ĺıquida intermediária entre a fase IC e a fase

C próxima à fase comensurada c(2× 2) em uma temperatura finita.

Além da topologia dos diagramas de fase, a natureza das transições entre as difer-

entes fases é de grande interesse. Foi feita uma investigação detalhada do compor-

tamento cŕıtico do caso mais simples, correspondente à transição de derretimento

da fase comensurada c(2× 2) em função da temperatura. A partir de considerações

de simetria e expansão da energia livre de Landau (SCHICK, 1981), espera-se que o

comportamento cŕıtico deve pertencer à classe de universalidade de Ising. Para veri-

ficar se o modelo fornece uma descrição correta desse comportamento, foi feita uma

análise de escala de tamanho finito da transição de derretimento da fase c(2× 2) em

função da temperatura, para um valor fixo do descasamento δm = −0.50. Cálculos

do calor espećıfico, fator de estrutura e da razão adimensional de Binder (BINDER,

1981) foram feitos para diferentes tamanhos do sistema. A razão de Binder UL(T ) é

definida como
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Figura 5.6 - Diagramas de fase próximo a fase comensurada c(2 × 2). (a) Força de apri-
sionamento Vo fixo e (b) decasamento entre o parâmetro de rede do filme e
do substrato δm fixo.

UL = 2− < |ρ(km)|4 >
< |ρ(km)|2 >2

, (5.10)

onde o parâmetro de ordem ρ(km) é a transformada de Fourier da densidade de picos

locais no campo ψ(x, y) em ~Rj,

ρ(km) =
1

NP

NP∑
j=1

e−i
~km·~Rj , (5.11)

calculada no vetor de onda km, correspondente ao máximo local do fator de estrutura

S(k). O comportamento de UL para tamanhos finitos fornece uma maneira precisa

de determinar a temperatura cŕıtica Tc e uma estimativa do expoente cŕıtico térmico

ν, que caracteriza o comprimento de correlação divergente ξ ∝ |T −Tc|−ν próxima à

transição (BINDER, 1981; BINDER, 1997). Na fase desordenada, em altas temperat-
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uras, as partes imaginária e real de ρ(km) flutuam de acordo com uma distribuição

Gaussiana, levando UL → 0. Já em baixas temperaturas, existe ordem de longo al-

cance com < ρ(km) >6= 0 e, portanto, UL → 1 quando L → ∞. Na temperatura

cŕıtica Tc, a razão UL torna-se independente da dimensão L do sistema e, portanto,

o gráfico de UL(T ), em função da temperatura, para diferentes dimensões do sistema

deve cruzar no mesmo ponto, correspondendo à temperatura cŕıtica Tc do sistema

no limite termodinâmico. No regime de escala suficientemente próximo à Tc, a razão

adimensional de Binder UL(T ) deve satisfazer a relação de escala dada por

UL(T ) = Ū [(T − Tc)L1/ν ], (5.12)

onde Ū(x) é uma função de escala. Uma vez que a inclinação de [∂UL(T )/∂T ] cal-

culada em Tc é proporcional a L1/ν , uma estimativa de ν pode ser obtida em um

gráfico log-log dessa quantidade em função de L.

A Figura 5.7(a) mostra o comportamento de UL com a temperatura para difer-

entes tamanhos do sistema. Embora as curvas não se cruzam exatamente no mesmo

ponto, para os três maiores tamanhos do sistema, elas se cruzam aproximadamente

em Tc ≈ 0.03599(20). O não cruzamento em um ponto comum deve ser devido a

erros estat́ısticos e correções de escala. A Figura 5.7(b) mostra o gráfico log-log de

∂UL(T )/∂T , no valor da temperatura Tc estimada em função de L, onde obtém-se

1/ν = 1.1(1). Essa estimativa de ν está de acordo com o valor exato para o expoente

termal do modelo de Ising em duas dimensões que é dado por ν = 1.

O comportamento para tamanhos finitos do calor espećıfico c é também consistente

com a classe de universalidade do modelo de Ising, onde o expoente do calor espećıfico

é dado por α = 0. A Figura 5.8(a) mostra o comportamento do calor espećıfico em

função da temperatura para diferentes tamanhos do sistema. Segundo a teoria de

escala de tamanhos finitos, os valores máximos de c devem escalar com Lα/ν , o qual

corresponde a um comportamento logaŕıtmo de cmax ∝ lnL se α = 0. A Figura 5.8(b)

mostra que o gráfico linear-log dos máximos do calor espećıfico cmax, em função de

L, é realmente consistente com um comportamento logaŕıtimo para os três maiores

tamanhos do sistema.

O expoente da função de correlação η também pode ser estimado a partir do com-

portamento esperado do fator de estrutura para tamanhos finitos do sistema, o qual
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Figura 5.7 - (a) Dependência com a temperatura da razão de Binder UL(T ) para diferentes
tamanhos L do sistema, próxima à transição de derretimento da fase comen-
surada c(2 × 2) para δm = −0.5 e Vo = 0.275. (a) Estimativa do expoente
cŕıtico termal ν a partir do gráfico log-log de ∂UL(T )/∂T na temperatura Tc
em função de L para os três maiores tamanhos do sistema.

deve escalar como S(km) ∝ L2−η em Tc. A Figura 5.9 mostra um gráfico log-log de

S(km)/L2 na temperatura Tc, estimada acima em função de L, e o valor encontrado

para o expoente da função de correlação η = 0.16. Ao contrário dos valores estima-

dos para ν e α, esta estimativa de η é muito menor que o valor exato conhecido para

o modelo de Ising, η = 0.25. Esta discrepância no valor do expoente pode ser devido

a correções de escala. Entretanto, para considerar essas correções seriam necessários

dados mais precisos e tamanhos maiores do sistema, o que está além do objetivo

deste trabalho.

5.5 Conclusões

No presente caṕıtulo foram estudados os efeitos de flutuações térmicas no modelo de

campo de fase cristalino (CFC) com um potencial externo de aprisionamento (ACHIM

et al., 2006) utilizando uma versão não conservada do modelo em simulações de Monte
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Figura 5.8 - (a) Dependência com a temperatura do calor espećıfico c para diferentes
tamanhos L do sistema, próxima à transição de derretimento da fase comen-
surada c(2 × 2) para δm = −0.5 e Vo = 0.275. (b) Valor máximo do calor
espećıfico cmax em um gráfico linear-log, indicando um comportamento loga-
ŕıtmo em função de L para os três maiores tamanhos do sistema.

Carlo. Foram determinados os diagramas de fase em função da temperatura e do

descasamento de rede próximo à uma fase comensurada de baixa ordem. Os resul-

tados mostraram um rico diagrama de fases com fases comensurada, incomensurada

e tipo-ĺıquida com topologia dependente do tipo de estrutura ordenada, qualitati-

vamente consistente com previsões de modelos simplificados de sistemas em rede

aprisionados (PATRYKIEJEW et al., 2000; HALDANE et al., 1983). Em particular, foi

verificado que a transição de derretimento da fase comensurada c(2 × 2) é consis-

tente com a classe de universalidade do modelo de Ising, o que era esperado por

argumentos anaĺıticos baseados em considerações de simetria e expansão da energia

livre de Landau (SCHICK, 1981). Os resultados demonstraram que o modelo de CFC

e o método de Monte Carlo empregados aqui podem ser utilizados para estudar

sistemas em rede espećıficos fazendo o ajuste dos parâmetros do modelo coincidir

com o fator de estrutura de dados experimentais (ELDER; GRANT, 2004; ELDER et

al., 2007) e escolhendo um potencial de aprisionamento adequado.
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Figura 5.9 - Estimativa do espoente da função de correlação η a partir do grafico log-log de
S(km)/L2 em Tc, em função de L, para os três maiores tamanhos do sistema.
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6 RESPOSTA NÃO LINEAR A UMA FORÇA EXTERNA EM T=0

Neste caṕıtulo será estudada numericamente a resposta não linear da velocidade de

uma camada adsorvida submetida a uma força externa no modelo de CFC com po-

tencial de aprisionamento, na ausência de flutuações térmicas (ACHIM et al., 2009). O

foco principal é verificar a influência dessa força externa sob uma fase comensurada

inicialmente aprisonada, a partir da resolução da equação dinâmica superamorte-

cida do movimento para diferentes valores do descasamento de rede e da força de

aprisionamento. Como era esperado, devida à competição entre o potencial de apri-

sionamento e a força externa de condução, foi encontrada uma transição de desan-

coramento em fc para um valor finito da força de condução f. Foi demonstrado que,

dentro de um determinado intervalo de parâmetros, as transições de desancoramento

são cont́ınuas e a relação vd ∝ (f−fc)ζ se ajusta de acordo com uma lei de potência,

cujo expoente cŕıtico é dado por ζ = 0.5, em concordância com a literatura (FISHER,

1983; GRÜNER et al., 1981; MYERS; SETHNA, 1993). Também foram caracterizadas as

mudanças estruturais ocorridas no sistema próximo à transição de desancoramento.

Para altos valores da força de aprisionamento também foi observada uma transição

de desancoramento transversal quando o sistema se encontrava em um estado de

movimento.

6.1 Introdução

Existem muitos sistemas na natureza com duas ou mais escalas de comprimento

concorrentes, que muitas vezes levam ao surgimento de estruturas espacialmente

moduladas. Tais sistemas podem exibir fases comensurada (C) e incomensurada (IC)

(SCHICK, 1981) caracterizadas por diferenças no seu ordenamento espacial. Exemplos

importantes incluem ondas de densidade de spin (TUA; RUVALDS, 1985; FAWCETT,

1988), ondas de densidade de carga (FLEMING et al., 1985), rede de vórtices em filmes

supercondutores com centros aprisionados (MARTIN et al., 1997) e monocamadas

fracamente adsorvidas sobre um substrato (PANDIT et al., 1982). As estruturas que

surgem nesses sistemas são caracterizadas por um parâmetro de ordem (por exemplo,

carga, spin ou densidade de part́ıculas) que são moduladas no espaço por um dado

vetor de onda ~q. Em particular, para um sistema adsorvido em duas dimensões, existe

competição entre o estado comensurado, que é favorecido por um forte potencial de

aprisionamento periódico e o custo da energia elástica que depende do descasamento

entre a constante de rede intŕınsica a da camada adsorvida e da periodicidade b do

potencial de aprisionamento.
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Enquanto as propriedades estáticas das estruturas C e IC tem sido extensivamente

caracterizadas (SCHICK, 1981; BAK, 1982), muito pouco se sabe sobre sua dinâmica.

Um caso particularmente interessante surge quando uma fase inicialmente aprision-

ada é submetida a uma força externa f. A resposta não linear da velocidade re-

sultante é importante para uma variedade de diferentes sistemas f́ısicos que são

acesśıveis experimentalmente. Uma monocamada atômica conduzida em um poten-

cial de aprisionamento periódico é um exemplo interessante desse comportamento

não linear (PERSSON, 1998), que tem um papel relevante em experimentos sobre

atrito de deslizamento entre duas superf́ıcies com lubrificante (PERSSON, 1998) e

entre camadas adsorvidas e um substrato oscilante (KRIM et al., 1991; CARLIN et

al., 2003). Existem outros sistemas de grande interesse como ondas de densidade de

cargas conduzidas (FISHER, 1983; GRÜNER et al., 1981), onde a comensurabilidade e

as impurezas aprisionadas frequentemente competem (TOMIC et al., 1997) e cadeias

de vórtices em supercondutores, onde diferenças de comensurabilidade e comporta-

mento de aprisionamento tem sido observado experimentalmente (WELP et al., 2005;

VILLEGAS et al., 2006).

6.2 O modelo de CFC sob a ação de uma força externa

Como foi mostrado no Caṕıtulo 3, o funcional da energia livre para o modelo de

campo de fase cristalino, na presença de um potencial externo de aprisionamento,

pode ser escrito como:

F =

∫
d~x

[
ψ

2
(r + (k2

o +∇2)2)ψ +
ψ4

4
+ V (~x)ψ(~x)

]
. (6.1)

Na ausência do potencial de aprisionamento a configuração de equiĺıbrio de mı́nima

energia do sistema depende do parâmetro r e da densidade média ψ̄ = 1
Vd

∫
d~xψ(~x)

(ELDER; GRANT, 2004), onde Vd é o volume do sistema em d dimensões. Em 2D, a

fase sólida corresponde a uma rede triangular. O comprimento de escala escolhido

aqui corresponde a k−1
o , onde ko = 2π/(at

√
3/2) = 1 e at é a constante de rede da

rede triangular intŕınseca. Quando o potencial de aprisionamento externo está pre-

sente, uma competição entre os comprimentos de escala associados ao ordenamento

intŕınseco e ao potencial de aprisionamento pode levar a fases complicadas, depen-

dendo da escolha dos parâmetros para o funcional da energia livre (ACHIM et al., 2006;

ACHIM et al., 2008). Para este estudo também foi escolhido um potencial de aprisiona-

62



mento externo na forma periódica simples dada por V (x, y) = Vo[cos(ksx)+cos(ksy)].

O vetor de onda ks está relacionado à periodicidade do potencial de aprisionamento

as, tal que ks = 2π/as.

O descasamento relativo δm entre o potencial externo e a monocamada adsorvida

foi definido como

δm = (1− ks). (6.2)

A resposta do modelo de CFC a uma força externa é obtida adicionando a derivada

convectiva ~f · ~∇ψ na Equação 6.1 (ACHIM, 2009). Assim, a equação dinâmica do

movimento para o campo de fase é dada por

∂ψ

∂t
= ∇2 δF [ψ]

δψ
+ ~f · ~∇ψ = ∇2

[
(r + (k2

o +∇2)2)ψ + ψ3 + V
]

+ ~f · ~∇ψ. (6.3)

Aqui serão consideradas forças aplicadas apenas na direção x, ou seja, ~f = fx̂. Neste

caso, o termo convectivo não muda o valor médio do campo de densidade.

Ao contrário da usual caracterização microscópica clássica de posições e velocidades

de part́ıculas, a medição da velocidade de deriva média, em resposta a força externa
~f , requer alguma discussão. No modelo de CFC, o máximo do campo de densidade,

que define a estrutura em rede, não pode ser sempre interpretado como part́ıculas

individuais, uma vez que podem existir vacâncias no sistema. A lei de conservação do

modelo está relacionada ao campo de densidade local e não ao número de máximos

no campo. Isso fica evidente no modelo conduzido, onde o movimento do campo de

densidade próximo ao desancoramento é mais parecido com um fluxo em um meio

cont́ınuo do que ao movimento de part́ıculas discretas. Assim, definir a velocidade

de deriva vd em termos dos máximos do campo de densidade é computacionalmente

muito complicado de ser implementado. Verificou-se que, na ausência de flutuações

térmicas, a medição da velocidade de deriva na direção da força, a partir da taxa de

variação do gradiente do campo de densidade, apresentava resultados consistentes.

Dessa forma, foi utilizada a seguinte definição para vd:

vd ≡
〈
< |∂ψ/∂t| >~x

< |∂ψ/∂x| >~x

〉
t

, (6.4)
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onde os subscritos ~x e t nos parênteses representam a média sobre todo o espaço e

tempo, respectivamente.

Embora a definição da velocidade de deriva vd, dada pela Equação 6.4, pode ser

utilizada para determinar a resposta da velocidade ao longo da direção da força de

condução na ausência de flutuações térmicas, ela não é útil no estudo da resposta da

velocidade na direção transversal. Para estudar a resposta da velocidade transversal

é mais conveniente determinar a velocidade média diretamente das posições dos

picos locais em ψ. Para isto foi necessário localizar tais picos, em função do tempo,

na simulação numérica. Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi elaborado

um método computacional para determinar a localização e a velocidade de cada

pico individualmente, na presença de uma força externa e de flutuações térmicas.

Esse método para localizar os picos é baseado em um algoritmo de localização de

part́ıculas utilizado em problemas de processamento de imagens (CROCKER; GRIER,

1996). A velocidade de deriva para a rede de picos é obtida a partir da velocidade

dos picos ~vi como

~vP =

〈
1

NP

NP∑
i=1

~vi(t)

〉
t

, (6.5)

onde NP é o número de picos. Observamos que as definições da velocidade dadas

pelas Equações 6.4 e 6.5 fornecem resultados consistentes para o desancoramento

logitudinal na ausência de flutuações térmicas. Entretanto, na presença de flutuações

térmicas, somente a definição dada a partir das posições dos picos (Equação 6.5) é

capaz de separar a contribuição da velocidade de deriva devido à força de condução

das contribuições causadas por rúıdos térmicos.

6.3 Resultados Numéricos

Nesta secção serão apresentados os resultados obtidos sobre as propriedades dinâmi-

cas do modelo. Numericamente as propriedades do sistema foram obtidas a partir

da integração da Equação 6.3 com um algoritmo simples de Euler. As derivadas

no tempo foram aproximadas por uma diferença finita à direita, com intervalo de

tempo dt=0.005 (a escala de tempo corresponde ao tempo de difusão ao longo da

escala de comprimento k−1
o ). O campo de densidade foi discretizado em uma grade

quadrada uniforme com dx = dy = π/4. Os Laplacianos foram resolvidos utilizando
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uma aproximação do tipo “Laplaciano esférico”(ELDER; GRANT, 2004) e condições

periódicas de contorno foram utilizadas em todas as simulações. Observe que para

equação de Ginzburg-Landau conservada e dependente no tempo (Equação 6.3), a

adição da força de condução na forma f(∂ψ/∂x) preserva a conservação local de ψ̄

sob condições periódicas de contorno.

Para o estudo da influência da força externa foi escolhido um descasamento e uma

intensidade de aprisionamento de tal maneira que o sistema estivesse inicialmente

em um estado comensurado. A força externa ~f foi aumentada de zero para um valor

máximo |~f | > fc e então reduzida novamente a zero. No caso onde a transição de

desancoramento em fc era cont́ınua, foi determinado o correspondente expoente de

desancoramento ζ no limite |~f | → fc. A menos que seja especificado ao contrário, a

força externa foi sempre aplicada na direção x, isto é, ~f = fx̂

6.3.1 Resposta não linear da fase (1× 1)

Vamos agora verificar a influência da força externa f sobre uma fase comensurada

(1 × 1) aprisionada. Dependendo dos valores do descasamento δm e do potencial

de aprisionamento Vo, transições de desancoramento cont́ınua e descont́ınua po-

dem ocorrer nesta fase. Para δm > −0.2 e Vo > 0.09, ambos os mecanismos de

desancoramento cont́ınuo e descont́ınuo foram observados. Quando os valores da

força de aprisionamento eram suficientimente baixos e próximo a uma transição

das fases comensurada-incomensurada, foram encontradas apenas transições descon-

t́ınuas. Neste caso, dois valores para força cŕıtica foram identificados e denominados

de f inc , quando a força é aumentado de zero a um valor finito e, fdec quando a força

é reduzida à zero. A Figura 6.1(a) mostra a dependência da velocidade em função

da força aplicada para uma transição descont́ınua.

Também foi verificado os efeitos que flutuações térmicas provocam nessa transição.

Observou-se que, para temperaturas suficientemente baixas, a histerese permanece

inalterada até um determinado valor que depende do descasamento e da força de

aprisionamento. O gap ∆fc = f inc −fdec , para um dado descasamento δm, diminui com

o aumento da força de aprisionamento, como pode ser observado na Figura 6.1(b).

Finalmente, quando o gap ∆fc desaparece, a transição de desancoramento torna-

se cont́ınua. Nesse regime, a velocidade de deslizamento segue uma lei de potência

vd ∝ (f − fc)ζ , com expoente cŕıtico ζ = 0.50(Figura 6.2). Observou-se que, para

δm 6 −0.20, apenas uma transição de desancoramento cont́ınua foi encontrada para
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Figura 6.1 - (a) Variação da velocidade com a força externa para uma transição de de-
sancoramento discont́ınua para uma fase comensurada (1× 1) (δm = 0.125 e
Vo = 0.0350) e (b) a variação do gap ∆fc versus Vo para um mesmo descasa-
mento δm = 0.125.

todos os valores da força de aprisionamento.

O mecanismo de desancoramento cont́ınuo e descont́ınuo é seguido por uma mudança

estrutural no sistema (Figuras 6.4 e 6.7). O sistema muda de uma fase comensurada

(1× 1) (abaixo do limiar cŕıtico) para uma fase hexagonal distorcida.

6.3.2 Resposta não linear da fase c(2× 2)

Semelhante à fase (1 × 1), a fase comensurada c(2 × 2) também exibe ambas as

transições de desancoramento cont́ınua e descont́ınua. Para baixo valores da força

de aprisionamento, uma transição de desancoramento descont́ınua foi encontrada

(Figura 6.5), enquanto que para altos valores da força de aprisionamento a transição
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Figura 6.2 - Variação da velocidade em função da força externa para uma transição de
desancoramento cont́ınua de uma fase comensurada (1 × 1) (δm = 0.125 e
Vo = 0.090) e o correspondente ajuste de uma lei de potência. Os triângulos
representam os dados numéricos, enquanto a linha cont́ınua o ajuste da lei de
potência com ζ = 0.50± 0.03.

torna-se cont́ınua (Figura 6.6) com um expoente ζ = 0.50. Em ambos os casos a

estrutura do sistema muda quando a força é aplicada. O sistema muda de uma fase

c(2 × 2) comensurada para uma fase desancorada hexagonal distorcida(Figuras 6.7

e 6.8).

O comportamento da transição de desancoramento com histerese, encontrado para

forças de aprisionamento Vo suficientemente pequenas, e o valor do expoente cŕıtico

ζ para transição cont́ınua para Vo alto, são confirmados por cálculos feitos a partir

das velocidades dos picos vp na Equação 6.5. Para altos valores de Vo, onde não

existe histerese, o comportamento de vp em função de f mostrou uma transição

de desancoramento em uma força cŕıtica fc. Através de um ajuste de uma lei de

potência da velocidade em função da força, próxima a fc, encontramos um expoente

cŕıtico ζ = 0.52±0.03, que é consistente com a estimativa feita utilizando a definição

de velocidade dada pela Equação 6.4.

A determinação da resposta da velocidade, a partir das posições dos picos, nós permi-

tiu também estudar a resposta a uma força adicional fy aplicada perpendicularmente

à força longitudinal fx, no estado de movimento. Para fx � fc, a velocidade longitu-

dinal vx é proporcional à força, uma vez que no estado de movimento o potencial de

67



Figura 6.3 - Mudança na estrutura da rede e do fator de estrutura com uma força aplicada
para δm = 0.125 e Vo = 0.090, quando a transição de desancoramento é
cont́ınua. As imagens correspondem a (a) f=0.3776 (antes da transição)e (b)
f=0.3782 (logo após a transição).

aprisionamento externo na direção da força aparece como uma perturbação depen-

dente do tempo para um sistema de referência se movendo com a rede. Entretanto,

o potencial de aprisionamento permanece estático na direção transversal (DOUSSAL;

GIAMARCHI, 1998). Então, espera-se que, para uma força de aprisionamento sufi-

cientemente alta, existirá uma transição de desancoramento na direção y, com o

aumento da força fy, mantendo fx fixa. A Figura 6.9(a) mostra o comportamento

da componente da velocidade transversal vy quando um aumento de fy é aplicado

no sistema, em um estado de movimento, com fx > fc fixo. A força cŕıtica transver-

sal fyc decresce com a força longitudinal fx e parece desaparecer na transição de

desancoramento logitudinal fxc, como é mostrado na Figura 6.9(b).

6.4 Conclusões

Neste caṕıtulo nós consideramos o modelo de campo de fase cristalino (CFC) na

presença de um potencial de aprisionamento periódico e de uma força externa. Uma

vez que o modelo naturalmente incorpora tanto as deformações plásticas e elásticas,

ele fornece uma descrição cont́ınua de sistemas em rede, tais como camadas atômicas
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Figura 6.4 - Mudança na estrutura da rede (imagens acima) e o correspondente fator de
estrutura (imagens abaixo) em função da força aplicada para δm = 0.125 e
Vo = 0.0350, quando a transição de desancoramento é descont́ınua. A imagem
(b) corresponde a f=0.11 a partir de uma configuração inicial parada, en-
quanto que para (c) a força aplicada é a mesma, porém a configuração inicial
está em movimento. Os casos (a) f=0.07 e (d) f=0.13 estão fora da região da
histerese.

adsorvidas em superf́ıcies ou redes de vórtices 2D em filmes finos supercondutores,

mantendo a simetria discreta da rede na fase sólida. A principal vantagem desse

modelo em comparação às abordagens tradicionais é que, apesar da manutenção

da resolução espacial em sua escala de menor comprimento, sua escala de evolução

temporal naturalmente segue escalas de tempo difusivas. Assim, os estudos de sim-

ulações numéricas da dinâmica dos sistemas pode ser realizada em escalas de tempo

realistas, o que, por exemplo, no caso de sistemas atômicos adsorvidos, pode cor-

responder a muitas ordens de magnitude na escala de tempo utilizada em modelos

atômicos microscópicos.

Foi analisada a resposta não linear a uma força externa de condução nos estados

comensurados mais simples, ou seja, as fases (1 × 1) e c(2 × 2). Estes sistemas são

particularmente importantes porque são muito utilizados para o estudo de sistemas

f́ısicos de grande interesse na atualidade e que são acesśıveis experimentalmente,

tais como, camadas adsorvidas conduzidas (PERSSON, 1998; PERSSON, 1993a) que

determinam o comportamento do atrito de deslizamento entre duas superf́ıcies com

um lubrificante (YOSHIZAWA et al., 1993) e entre camadas adsorvidas e um substrato
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Figura 6.5 - (a) Variação da velocidade em função da força externa aplicada, para uma
transição descont́ınua, de uma fase comensurada c(2 × 2) (δm = −0.50, Vo =
0.099) e (b) ∆fc versus Vo para δm = −0.50 .

oscilante (KRIM et al., 1991).

Nossos resultados para o modelo com uma dinâmica superamortecida indicaram

transições de desancoramento cont́ınua e descont́ınua, dependendo da intensidade

da força de aprisionamento. Para uma força de aprisionamento suficientemente alta,

ocorre uma transição cont́ınua com a velocidade próxima à transição escalando como

(f − fc)1/2, independente da dimensão do sistema. Esse resultado é esperado, uma

vez que para um estado comensurado em um potencial de aprisionamento periódico

forte cada “part́ıcula”age de forma independente e o modelo reduz-se a um modelo

de uma única part́ıcula efetiva em um potencial periódico com o conhecido expoente

de desancoramento de valor 1/2. Talvez o mais interessante é a observação de tran-

sições discretas e de ciclo de histerese encontradas em baixos valores do potencial

de aprisionamento. O comportamento da histerese observado é consistente com os

argumentos das simulações de dinâmica molecular atomı́stica de camadas adsorvidas
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Figura 6.6 - Variação da velocidade em função da força externa aplicada para uma tran-
sição cont́ınua de uma fase comensurada (1× 1) (δm = 0.125, Vo = 0.090) e o
correspondente ajuste de uma lei de potência. Os triângulos representam os
dados numéricos, enquanto a linha cont́ınua o ajuste da lei de potência com
ζ = 0.52± 0.03.

Figura 6.7 - Mudança na estrutura da rede (imagens acima) e o correspondente fator de
estrutura (imagens abaixo) em função da força aplicada para δm = 0.50 e
Vo = 0.09, quando a transição de desancoramento é descont́ınua. A imagem
(b) corresponde a f=0.10504 a partir de uma configuração inicial parada,
enquanto que para (c) a força aplicada é a mesma, porém a configuração
inicial está em movimento. Os casos (a) f=0.018 e (d) f=0.13 estão fora da
região da histerese.

conduzidas (PERSSON, 1998; PERSSON, 1993a), indicando que a histerese permanece
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Figura 6.8 - Mudança na estrutura da rede e do fator de estrutura com uma força apli-
cada para δm = 0.50 e Vo = 0.207, quando a transição de desancoramento é
cont́ınua. As imagens correspondem a (a) f=0.11116645 (antes da transição)e
(b) f=0.11116728 (logo após a transição).

no limite superamortecido. Esse comportamento de histerese pode ser justificado

pela presença de defeitos topológicos (ex: deslocações) que surgem na camada dev-

ido às deformações plásticas que ocorrem na estrutura cristalina quando ela muda

de fase na transição. Entretanto, os resultados mostraram que a histerese desaparece

para uma força de aprisionamento suficientemente alta.

Para a transição descont́ınua, foram encontrados dois diferentes valores cŕıticos

f inc > fdec , que corespondem à força cŕıtica estática e cinética, respectivamente. Esses

dois valores de força cŕıtica são responsáveis pelo movimento “gruda-desgruda”, ob-

servado experimentalmente em baixas velocidades de deslizamento (YOSHIZAWA et

al., 1993). As caracteŕısticas gerais observadas de histerese e o comportamento de

lei de potência da velocidade de deslizamento, próxima à transição de desancora-

mento cont́ınua, são também de interesse no estudo de ondas de densidade de cargas

(GRÜNER et al., 1981; KARTTUNEN et al., 1999) e em redes de fluxo conduzidas (RE-

ICHHARDT; NORI, 1999; BLATTER et al., 1994), embora nesses casos, há importantes

efeitos adicionais devido a um elevado grau de desordem no potencial de aprisiona-

mento. Se o presente modelo de campo de fase apresentará as mesmas caracteŕısticas

observadas em modelos atomı́sticos, na presença de flutuações térmicas (PERSSON,

1993a; PERSSON, 1995), é uma pergunta interessante que exigirá uma investigação

mais aprofundada para ser respondida.

72



Figura 6.9 - (a) vy, em função de uma força adicional fy, na direção transversal, com
fx fixa. (b) Força cŕıtica transversal fcy em função da força longitudinal fx.
Resultados para δm = 0.50 e Vo = 0.275.

Além da transição de desancoramento longitudinal, onde o sistema em rede está se

movendo na mesma direção da força de condução, um sistema em rede bi-dimensional

conduzido em um potencial periódico também pode mostrar um comportamento

interessante quando uma força transversal é aplicada. Quando a rede já está se

movendo ao longo de uma das direções de simetria do potencial de aprisionamento,

a resposta a uma força adicional aplicada na direção perpendicular à força de con-

dução longitudinal pode levar a uma transição de desancoramento com o aumento

da força transversal (DOUSSAL; GIAMARCHI, 1998). Tal desancoramento transversal

tem sido encontrado em diferentes sistemas em redes conduzidas, sob um poten-

cial periódico, incluindo rede de vórtices conduzidos (REICHHARDT; NORI, 1999;

REICHHARDT; REICHHARDT, 2008) e camadas adsorvidas (GRANATO; YING, 2000;

GRANATO; YING, 2004) em simulações de dinâmica molecular padrão. No presente
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modelo foi obtido resultados similares para a transição de desancoramento transver-

sal. Experimentalmente, algumas evidências de desancoramento tranversal já foram

observadas em medições de ondas de densidade de cargas (MARKOVI et al., 2000).
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7 TRANSIÇÕES DINÂMICAS E ATRITO DE DESLIZAMENTO

Neste caṕıtulo serão estudadas as transições dinâmicas e o atrito de deslizamento

de uma camada atômica adsorvida, através da resposta não linear da velocidade da

camada, no modelo de CFC sob a ação de uma força externa e na presença de um

potencial de aprisionamento (RAMOS et al., 2010). Para esse objetivo, primeiro deriva-

mos uma equação dinâmica estocástica para o campo de densidade de part́ıculas e

de momento, considerando flutuações térmicas e efeitos inerciais. Esssas equações

acopladas resultantes foram estudadas numericamente. Em baixas temperaturas,

observou-se que a resposta da velocidade de uma camada inicialmente comensurada

apresentou histerese com transições dinâmicas de derretimento e congelamento, para

o aumento e diminuição da força aplicada, em diferentes valores cŕıticos. As prin-

cipais caracteŕısticas da resposta não linear foram semelhantes a resultados obti-

dos com simulações de dinâmica molecular de modelos de part́ıculas. Entretanto, o

mecanismo da dinâmica do derretimento e do congelamento foram significativamente

diferentes. No modelo de CFC o processo de nucleação ocorreu através de faixas, ao

invés de domı́nios fechados como ocorre em modelos de part́ıculas.

7.1 Introdução

Nos últimos anos considerável atenção tem sido dada ao estudo de camadas atômi-

cas adsorvidos conduzidas e ao fenômeno do atrito de deslizamento entre superf́ıcies

em ńıvel microscópico (PERSSON, 1995; PERSSON, 1998; YOSHIZAWA et al., 1993;

GRANATO; YING, 2000). A resposta não linear de camadas adsorvidas é um prob-

lema central para o entendimento de experimentos sobre atrito de deslizamento entre

duas superf́ıcies com lubrificante (YOSHIZAWA et al., 1993) ou entre camadas adsorvi-

das e um substrato oscilante (KRIM et al., 1991; CARLIN et al., 2003). Vários modelos

elásticos e de part́ıculas tem sido utilizados para estudar as transições dinâmicas e o

atrito de deslizamento de monocamadas adsorvidas (PERSSON, 1998; PERSSON, 1995;

GRANATO; YING, 1999). Uma questão fundamental na modelagem de tais sistemas

é a origem da histerese e a dinâmica das transições de derretimento e congelamento

associadas com as diferentes forças de atrito estático e cinético, quando a força de

condução é aumentada de zero para um valor finito e reduzida de um valor finito à

zero, respectivamente. Em sistemas em redes conduzidas pode ocorrer histerese, em

um regime subamortecido, quando efeitos inerciais estão presentes ou na presença

de defeitos topológicos como deslocações ou flutuações térmicas (FISHER, 1985). De-

feitos topológicos podem ser automaticamente inclúıdos em um modelo totalmente
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microscópico, envolvendo átomos interagindo na presença de um potencial de um

substrato, utilizando potenciais de interação reaĺısticos. Entretanto, as observações

numéricas de todas as complexidades do fenômeno é severamente limitada pelas pe-

quenas dimensões do sistema, mesmo quando o simples potencial de Lennard-Jones

é utilizado (PERSSON, 1993a).

Recentemente, um modelo de campo de fase cristalino foi introduzido na literatura

(ELDER et al., 2002; ELDER; GRANT, 2004; ELDER et al., 2007) o qual incorpora as

deformações elásticas e plásticas do sistema, dentro de uma descrição cont́ınua da

densidade de part́ıculas e mantendo as informações nas escalas de tempo difussiva

e de comprimento atômica. No Caṕıtulo 5 desta tese este modelo foi estendido,

considerando os efeitos de um potencial de aprisionamento periódico externo e de

flutuações térmicas, para descrever transições de fase comensurada-incomensurada e

de derretimento. Já no Caṕıtulo 6, o modelo foi utilizado para estudar a resposta não

linear da velocidade de um sistema em rede aprisionado sob a ação de uma força

externa. Nesta nova formulação do modelo não foram consideradas as flutuações

térmicas e os efeitos inerciais. Entretanto, para estudar o comportamento do atrito

de deslizamento e as transições estruturais dinâmicas da camada é necessário que

sejam considerados efeitos inerciais e de flutuações térmicas do modelo.

7.2 Dinâmica com efeitos inerciais

No modelo de CFC generalizado, o sistema é representado por uma granulação

grossa de uma Halmitoniana efetiva, que representa um funcional do campo de

densidade. Para levar em conta os efeitos inerciais na dinâmica é preciso considerar,

além da energia configuracional, a contribuição da energia cinética na energia total do

sistema. Assim, além do campo de densidade de part́ıculas ρ(~x), podemos considerar

a densidade de momento ~g(~x) = ρ(~x)~v(~x) como uma variável dinâmica na granulação

grossa da Halmitoniana. A Halmitoniana efetiva total, na presença de uma força

externa ~f , pode ser escrita como (CHAIKIN; LUBENSKY, 2007):

Ht = Hkin +Hint −
∫
d~xρ(~x)~x · ~f, (7.1)

onde Hkin é a contribuição da energia cinética dada por:
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Hkin =

∫
d~x
g2(~x)

2ρ(~x)
, (7.2)

e Hint(ρ) é a contribuição configuracional para Halmitoniana efetiva no modelo de

CFC original. O último termo é devido à presença da força externa ~f .

Na ausência de dissipação de energia, a dependência com o tempo de ρ e ~g é determi-

nada pelos colchetes de Poisson {Ht, ρ} e {Ht, ~g}. Em temperatura finita, um termo

de rúıdo dissipativo é adicionado nas equações dinâmicas. Esse rúıdo satisfaz ao

teorema de dissipação-flutuação (CHAIKIN; LUBENSKY, 2007), o qual permite que o

sistema atinja o equiĺıbrio térmico na ausência de perturbações externas. O termo do

rúıdo dissipativo foi adicionado diretamente nas equações dinâmicas através de ~g, que

é um campo não-conservado (RAMASWAMY; MAZENKO, 1982; PERSSON; TOSATTI,

1994).

Para a densidade de part́ıculas ρ(~x, t), nós temos

∂ρ

∂t
= −

∑
j

∫
d~x′{ρ(~x), gj(~x

′)} δHt

δgj(~x′)
, (7.3)

e para a densidade de momento ~g(x, t),

∂gi
∂t

= −
∫
d~x′{gi(~x), ρ(~x′)} δHt

δρ(~x′)
(7.4)

−
∑
j

∫
d~x′{gi(~x), gj(~x

′)} δHt

δgj(~x′)
− ηδHt

δgi
+ νi(~x, t),

onde η é o coeficiente de atrito e o rúıdo ~ν(x̄, t) tem variância

〈νi(~x, t), νj(~x′, t′)〉 = 2kBTηδ(~x− ~x′)δ(t− t′)δij. (7.5)

Os colchetes de Poisson para as densidades de massa e de momento são dados por

(CHAIKIN; LUBENSKY, 2007; MAZENKO, 2006)
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{ρ(~x), gi(~x
′)} = ∇i[ρ(~x)δ(~x− ~x′)]; (7.6)

{gi(~x), ρ(~x′)} = ρ(~x)∇iδ(~x− ~x′);

{gi(~x), gj(~x
′)} = ∇j[gi(~x)δ(~x− ~x′)]−∇′i[gj(~x)δ(~x− ~x′)].

Substituindo as equações 7.7 nas equações 7.3 e 7.5 temos

∂ρ

∂t
= −~∇ · ~g; (7.7)

∂gi
∂t

= −ρ∇i
δHint

δρ
− ηgi

ρ
+ ρfi + νi(~x, t)− Σj∇j

gigj
ρ
, (7.8)

para uma força externa espacialmente uniforme (fi). Podemos redefinir o coeficiente

η → ρη para remover do denominador o termo gi/ρ na Equação 7.8. Com essa

mudança a variância do rúıdo ~ν(x, t) torna-se

〈νi(~x, t), νj(~x′, t′)〉 = 2kBTηρδ(~x− ~x′)δ(t− t′)δij. (7.9)

Para encontrar a densidade de momento ~g, desprezamos o termo quadrático na

Equação 7.8, assim

∂ρ

∂t
= −~∇ · ~g; (7.10)

∂gi
∂t

= −ρ∇i
δHint

δρ
+ ρfi − ηgi + νi(~x, t). (7.11)

Equações dinâmicas semelhantes para o modelo de CFC com dissipação interna

foram obtidas por Majaniemi e Grant (MAJANIEMI; GRANT, 2007). Se a Halmitoni-

ana efetiva Hint é conhecida, então essas equações dinâmicas estocásticas acopladas

devem fornecer uma descrição completa das densidades de part́ıcula e de momento

na presença de flutuações térmicas. Essas flutuações são representadas pelo rúıdo
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νi(x, t) com correlação proporcional à temperatura T e a efeitos de inércia, determi-

nados pelo parâmetro de amortecimento η. No limite superamortecido, ∂g/∂t = 0,

com T=0 e f =0, a equação para a evolução temporal de ρ, obtida a partir da sub-

stituição de ~g da Equação 7.11 na Equação 7.10, se reduz a equação determińıstica

para densidade. Essa equação também é obtida a partir da teoria do funcional da

densidade (DFT) clássica para ĺıquidos (TEEFFELEN et al., 2009).

7.3 O modelo de CFC com flutuações térmicas e efeitos inerciais

Na presença de um potencial de aprisionamento externo (ACHIM et al., 2008; RAMOS

et al., 2008; ACHIM et al., 2009), uma forma espećıfica da contribuição da energia

configuracional Hint para a Halmitoniana efetiva total (Equação 7.1) é uma extensão

do modelo de CFC padrão, cujo o funcional da energia livre tem sido utilizado em

várias aplicações (ELDER; GRANT, 2004; ELDER et al., 2007). Na forma adimensional,

essa Halmitoniana efetiva Hint = Hcfc pode ser escrita como

Hcfc =

∫
d~x

[
ψ

2
(r + (k2

i +∇2)2)ψ +
ψ4

4
+ V (~x)ψ(~x)

]
. (7.12)

onde ψ(~x) é um campo cont́ınuo, V (~x) representa um potencial de aprisionamento

externo e r é um parâmetro. O campo de fase ψ(~x) pode ser considerado uma medida

dos desvios da densidade do número de part́ıculas ρ(~x) com relação a uma valor de

referência uniforme ρo tal que, ψ(~x) = (ρ(~x)−ρo)/ρo. Este campo é conservado e seu

valor médio ψ̄ representa um outro parâmetro do modelo. O vetor de onda intŕınseco

do modelo ~ki não tem direções preferenciais e tem magnitude igual a 1 no presente

trabalho.

Para estudar o comportamento dinâmico não-linear, tomamos a Halmitoniana Hint

dada pela Equação 7.12 junto com a energia cinética e os termos da força externa

para Halmitoniana efetiva total Ht e as Equações 7.9 e 7.11. Foi feita a aproximação

ρ(~x) ≈ ρo na Equação 7.9 e no coeficiente do primeiro termo da Equação 7.11.

Essa aproximação assegura que o coeficiente de difusão efetivo no modelo seja pos-

itivo para qualquer temperatura e força de condução. Outra motivação para essa

aproximação é mostrar que as equações dinâmicas utilizadas em trabalhos anteri-

ores (ACHIM et al., 2008; ACHIM et al., 2009) surgem da Equação 7.10 e Equação 7.11.

Fazendo ρo = 1, obtemos,
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∂ψ

∂t
= −~∇ · ~g; (7.13)

∂gi
∂t

= −∇i
δHcfc

δψ
+ ψfi − ηgi + νi(~x, t). (7.14)

〈νi(~x, t), νj(~x′, t′)〉 = 2kBTηδ(~x− ~x′)δ(t− t′)δij. (7.15)

Aqui, ~g foi redefinido como ~g → ~g+ρo ~f/η para remover um termo uniforme do lado

direito da Equação 7.14.

As equações acopladas acima podem ser combinadas em uma única equação apli-

cando o operador∇· em ambos os lados da Equação 7.14 e utilizando a Equação 7.13

para eliminar ~∇ · ~g, assim temos

∂2ψ

∂t2
+ η

∂ψ

∂t
= ∇2 δHcfc

δψ
− ~f · ~∇ψ + ξ(~x, t); (7.16)

〈ξ(~x, t), ξ(~x′, t′)〉 = 2kBTη∇2δ(~x− ~x′)δ(t− t′). (7.17)

Quando a força de condução ~f e o potencial de aprisionamento externo V são nulos, a

equação dinâmica acima é idêntica à equação utlizada por Stefanovic e colaboradores

(STEFANOVIC et al., 2006) para estudar os modos de propagação da densidade no

modelo de CFC. Esta equação também pode ser obtida a partir da introdução de

efeitos inerciais na equação dinâmica do modelo de CFC através de uma função de

memória na forma exponencial (GALENKO et al., 2009). No limite de altos valores

de η, quando ∂gi/∂t ou ∂2ψ/∂t2 nas Equações 7.14 e 7.16 podem ser desprezados,

essas equações se reduzem às conhecidas equações dinâmicas superamortecidas sem

efeitos inerciais e à temperatura zero, utilizadas em trabalhos anteriores (ACHIM et

al., 2008; ACHIM et al., 2009).
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7.4 Resultados Numéricos e Discussões

Nesta secção serão apresentados os resultados numéricos da resposta da velocidade

de uma camada atômoca adsorvido no modelo de CFC com efeitos inerciais na

presença de um potencial de aprisionamento externo e sob uma força uniforme. Para

os cálculos numéricos o campo de fase ψ(~x) e o campo de densidade de momento

~g(~x) foram definidos numa grade espacialmente quadrada com discretização dx =

dy = π/4 e condições periódica de contorno. O sistema utilizado tem dimensão L×L
com L variando entre 64 e 128. Foram utilizadas aproximações de diferenças finitas

para resolução numérica dos Laplacianos e dos gradientes do modelo.

Foi considerado um potencial de aprisionamento V (~x), representando um substrato

com simetria quadrada, dado por

V (~x) = Vo[cos(kox) + cos(koy)], (7.18)

onde ko define o peŕıodo do potencial de aprisionamento nas direções x e y. O

descasamento de rede entre a fase cristalina e o potencial de aprisionamento foi

definido como δm = (1−ko). Os parâmetros escolhidos para o modelo foram r=-0.25,

ψ̄ = −0.25, δm = −0.50 e a amplitude do potencial de aprisionamento Vo = 0.15.

Para esses parâmetros a configuração no estado fundamental e na ausência de uma

força externa é uma fase c(2 × 2) (RAMOS et al., 2008; ACHIM et al., 2009), onde

cada segundo śıtio da rede do potencial de aprisionamento corresponde a um pico

no campo de fase ψ(~x). Esta configuração comensurada é estável abaixo de uma

temperatura de derretimento Tc ≈ 0.055, determinada a partir da dependência com

a temperatura do fator de estrutura e do calor espećıfico. O fator de estrutura S(~k)

foi calculado a partir das posições ~Rj dos picos no campo de fase como

S(~k) =

〈 NP∑
j,j′=1

1

NP

e−i
~k·(~Rj−~Rj′ )

〉
. (7.19)

Aqui,

〈
...

〉
representa uma média temporal, equivalente a uma média termal quando

o sistema está em equiĺıbrio. Com o aumento da temperatura as flutuações térmicas

desordena a camada e o fator de estrutura escalado S(~kc)/Np, calculado no vetor
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primário da rede rećıproca ~kc da fase comensurada, decresce rapidamente de 1 (T=0),

passando por Tc, para zero em altas temperaturas. A transição é alargada devido aos

efeitos dos tamanhos finitos do sistema, como é mostrado na Figura 7.1(a). Outra

evidência dessa transição de derretimento da fase comensurada é a presença de um

pico no calor espećıfico próximo à Tc, correspondente a um aumento nas flutuações

de ψ na transição, como mostra a Figura 7.1(b). Finalmente, a mobilidade µ definida

como limf→0(v/f), onde v é a velocidade de deriva, também muda qualitativamente

na transição. Na fase comensurada, existe um limite finito para o deslizamento da

camada e, portanto, a mobilidade é extremamente pequena. Como o sistema derrete

acima de Tc, a mobilidade aumenta rapidamente e alcança um valor constante em

altas temperaturas. Este comportamento é mostrado na Figura 7.1(c). Para o estudo

da resposta não-linear e do atrito de deslizamento do sistema, vamos nos concentrar

inicialmente em uma fase c(2× 2) comensurada e bem aprisionada, correspondendo

à T = 0.01� Tc e a um parâmetro de amortecimento η = 0.4.

Em nossos cálculos numéricos, um força externa de condução, ao longo da direção x,

é aumentada de zero para um valor máximo acima de uma força cŕıtica de desanco-

ramento e depois reduzida novamente a zero. Para cada valor da força, as equações

acopladas 7.13, 7.14 e 7.15 foram resolvidas utilizando um algoritmo de Euler simples

com passo de tempo dt = 0.001− 0.005. O método trapezoidal impĺıcito também foi

utilizado para checar a estabilidade numérica das equações. Para cada valor da força,

106 passos de tempo foram utilizados para permitir que o sistema alcançasse uma

velocidade no estado estacionário e um peŕıodo adicional, com o mesmo número de

passos de tempo, foi utilizado para calcular a velocidade média e outras quantidades

médias no tempo.

Para estudar a resposta da velocidade do modelo, nós calculamos a velocidade dos

picos (RAMOS et al., 2008) no campo de fase ψ(~x). Isto foi feito determinando a

dependência no tempo da posição do pico [~Ri(t)] em ψ. A velocidade de deriva ~v no

estado estacionário foi obtida a partir das velocidades dos picos vi = (d~Ri/dt) como

~vP =

〈
1

N

NP∑
i=1

~vi(t)

〉
t

, (7.20)

onde NP é o número de picos e < ... > representa a média no tempo. O fator de

estrutura S(~k) no estado estacionário, que é uma medida da ordem translacional,
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Figura 7.1 - Dependência com a temperatura do (a) pico do fator de estrutura escalado
S(kc)/NP ; (b) calor espećıfico C e (c) mobilidade µ para o modelo de CFC
sem uma força de condução externa.

foi calculado também a partir das posições dos picos ~Rj, como na Equação 7.19.

A caracteŕıstica quantitativa mais interessante na resposta da velocidade da camada

à aplicação da força externa de condução ~f é a presença de uma histerese com dois

valores de força cŕıtica diferentes, fa ≈ 0.075 para forças crescentes e fb ≈ 0.045

para forças decrescentes (Figura 7.2). Estes dois valores limiares correspondem a

força de atrito estático e cinético, respectivamente. Quando a força externa é au-

mentada além de fa, a velocidade salta abruptamente de zero para um valor finito e,

quando é reduzida abaixo de fb, a velocidade da camada deslizante cai abruptamente

e a camada fica aprisonada novamente pelo potencial externo formando um estado

comensurado imóvel. A seguir apresentamos os detalhes microscópicos das configu-

rações do sistema na vizinhança dos dois limiares. Isto nos permite caracterizar a

mudança na resposta da velocidade em fa como sendo uma transição de dinâmica de

derretimento do estado inicialmente comensurado provocada pela força, e a segunda

transição em fb como sendo um congelamento dinâmico da fase deslizante provocado
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Figura 7.2 - Resposta da velocidade em função da força externa aplicada. As setas indicam
os valores cŕıticos fa, fb e fc.

pela força.

Para estudar essas transições, primeiro foi investigado o comportamento do fator

de estrutura no estado estacionário, como mostrado na Figura 7.3. Vamos nos con-

centrar na dependência de S(Q) com a força de condução f, onde ~Q é o vetor da

rede rećıproca dominante da camada. Se ~Q = ~kc, o vetor da rede rećıproca primário

corresponde a uma fase c(2× 2) e se ~Q = ~kh, corresponde ao vetor da rede rećıproca

da fase hexagonal na ausência da força de condução. O valor de S(kc) cai abrupta-

mente a zero para valores da força acima de fa, consistente com o comportamento

da resposta da velocidade mostrado na Figura 7.2. Este valor corresponde ao in-

ı́cio da força que provoca a transição dinâmica de derretimento do estado inicial

c(2 × 2) comensurado. Pode-se observar que o comportamento de S(kc) é análogo

com a dependência da temperatura mostrada na Figura 7.1(a). Com a diminuição

da força o valor de S(kc) fica muito pequeno até a força alcançar um valor abaixo

do limiar fb onde S(kc) aumenta rapidamente para um valor que corresponde a um

estado comensurado aprisionado. Uma outra caracteŕıstica interessante é que para

f > fc ≈ 0.12, o fator de estrutura apresentou picos com número de coordenação

seis no vetor da rede rećıproca ~Q = ~kh, correspondente a uma fase hexagonal, au-

mentando de valor com o crescimento da força de condução. Isto implica que para

uma força de condução maior que o terceiro limiar fc, ocorre uma outra transição

dinâmica cont́ınua de uma fase desordenada para uma fase hexagonal incomensu-

rada. Este estado surge porque o efeito médio do potencial de aprisionamento externo

torna-se cada vez menos importante em velocidades de deslizamento altas e, assim,
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Figura 7.3 - Pico do fator de estrutura escalado S(Q)/NP em função da força aplicada.
Aqui, ~Q representa o vetor primário da rede rećıproca para fase c(2× 2) (kc)
ou a fase hexagonal (kh). Os simbolos cheios e abertos correspondem a forças
aumentando e diminuindo, respectivamente.

o estado estável corresponde de forma aproximada ao modelo de CFC na ausência

do potencial de aprisionamento, que tem simetria hexagonal no estado de equiĺıbrio.

Entretanto, uma vez que o fator de estrutura escalado para fase hexagonal é ainda

muito menor que a unidade, essa fase hexagonal incomensurada não está totalmente

ordenada mesmo para valores de forças maiores que os estudados neste trabalho.

Para entender melhor a transição dinâmica de derretimento em fa e a transição de

congelamento em fb, foram inspecionadas as configurações no estado estacionário

próximo aos dois limiares, bem como a região entre os dois limiares no espaço real,

que forneçem informações mais diretas e detalhadas do que o fator de estrutura cal-

culado a partir dos picos. Considerando os picos no campo de fase ψ como “part́ıcu-

las”, o número de coordenação de cada part́ıcula na fase comensurada c(2 × 2) é

4, enquanto que na fase hexagonal incomensurada é 6. Além disso, o núcleo das

deslocações em uma rede hexagonal corresponde a part́ıculas com número de coor-

denações 5 e 7. Assim, uma visão mais aprofundada da natureza microscópica das

configurações, no estado estacionário, pode ser obtida pela inspeção da fração de

part́ıculas com números de coordenações p4, p5, p6 e p7. Os resultados são mostrados

nas Figuras 7.4 e 7.5 para o aumento e a diminuição da força aplicada, respectiva-

mente. A Figura 7.4 mostra que, quando a força f é aumentada além de fa, além

da rápida queda de p4, consistente com os dados do fator de estrutura, a fração dos

outros números de coordenações p5, p6 e p7 também aumentam significativamente
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Figura 7.4 - Fração da densidade de picos pk com número de coordenação k (4,5,6 e 7
vizinhos próximos) para a força aplicada aumentando.

Figura 7.5 - Fração da densidade de picos pk com número de coordenação k (4,5,6 e 7
vizinhos próximos) para a força aplicada diminuindo.

até f alcançar fc e, além disso, p5 e p7 começam a diminuir e ocorre uma transição

cont́ınua para uma fase hexagonal incomensurada. Assim, a configuração natural do

estado estacionário acima de fa é um estado altamente desordenado, análogo a uma

fase em alta temperatura na ausência de força de condução e acima da temperatura

de derretimento da fase comensurada. Diminuindo o valor da força abaixo de fa

podemos observar na Figura 7.5 que o sistema permanece em um estado derretido

com alta desordem até atingir o limiar fb. Abaixo de fb, o sistema apresenta apenas

número de coordenação 4 e, a partir dáı, retorna a uma fase aprisionada c(2 × 2).

O comportamento quantitativo do fator de estrutura e do número de coordenações
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Figura 7.6 - Instantâneo do campo de densidade em um estado deslizante para fx =
0.0525.

sugerem fortemente que as transições em fa e fb podem ser consideradas como

transições dinâmicas de derretimento e congelamento induzidas por essas forças,

respectivamente.

Finalmente, olhamos uma configuração instantânea do campo de fase ψ(x) obtida

no estado estacionário e submetida a uma força de condução com valor um pouco

acima do limiar de congelamento dinâmico fb, mostrada na Figura 7.6. Podemos

observar que a configuração consiste de faixas da fase comensurada c(2 × 2) sepa-

radas por paredes de domı́nios desordenadas. Estas paredes de domı́nios são regiões

tipo-ĺıquido móveis, confirmada pela contagem da fração de diferentes números de

coordenações mostrada na Figura 7.7.

As faixas comensuradas tem apenas número de coordenação 4, enquanto que nas

paredes de domı́nios tipo-ĺıquido existe uma mistura dos números de coordenação 5,

6 e 7. A partir deste estado estacionário, que tem velocidade média de deslizamento

diferente de zero, podemos observar o congelamento dinâmico em tempo real quando

a força de condução é reduzida para um valor abaixo do limiar de congelamento fb.

A sequência no tempo das configurações, mostrando o efeito do congelamento, é

apresentada na Figura 7.8. Ao retornar para o estado aprisionado, as regiões com

paredes de domı́nios diminuem gradualmente e finalmente desaparecem.

A principal caracteŕıstica do congelamento/derretimento dinâmico e dos efeitos de

histerese no modelo de CFC descrito acima é a semelhança com resultados já obtidos
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Figura 7.7 - Configuração da localização dos picos com o correspondente número de coor-
denação do campo de densidade da Figura 7.6.

Figura 7.8 - Instantâneos do campo de densidade para o avanço no tempo, após o ińıcio
do estado de movimento da Figura 7.6, alcançando o estado comensurado
aprisionado em fx = 0.045, logo abaixo de fb.

em simulações de dinâmica molecular de modelos de part́ıculas com potenciais de

interação tipo Lennard-Jones (PERSSON, 1993a) e ao modelo uniaxial de Frenkel-
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Kontorova submetido a uma força de condução a partir de um estado comensurado

(GRANATO; YING, 1999). A similaridade dos resultados desses modelos tão diferentes

demonstra a universalidade do ciclo da histerese em modelos com efeitos inerciais

e as consequências macroscópicas do movimento gruda-desgruda (stick-slip). Pode-

mos observar uma grande diferença no mecanismo do congelamento dinâmico em

fb quando comparado com o modelo de part́ıculas de Lennard-Jones. No modelo de

CFC, esse efeito envolve paredes de domı́nios tipo-ĺıquida paralelas, semelhantes ao

modelo uniaxial de Frenkel-Kontorova, embora na ausência da força de condução

não exista direção preferencial. No modelo de Lennard-Jones, a nucleação e o cresci-

mento ocorrem via domı́nios aprisionados fechados (PERSSON, 1993a). A origem

desta diferença intrigante requer uma investigação mais aprofundada dos modelos

atomı́sticos e do modelo de CFC. Uma possibilidade é que a nucleação de faixas

está relacionada à ausência de uma restrição fixa do número de picos no modelo de

CFC. Neste caso, o mecanismo do congelamento dinâmico encontrado no modelo

de CFC deve ser comparado com os resultados dos modelos de part́ıculas com um

potencial qúımico constante em vez de um número de part́ıculas fixa. Infelizmente,

tais resultados não estão atualmente dispońıveis na literatura.

7.5 Conclusões

Neste caṕıtulo foram obtidas equações dinâmicas estocásticas gerais para os cam-

pos de densidade de part́ıcula e de momento, incluindo flutuações térmicas e efeitos

de inércia. As novas equações foram utilizadas no estudo da resposta não linear da

velocidade de uma camada atômica adsorvida, submetida a uma força externa de

condução no modelo de CFC com potencial de aprisionamento. O modelo descreve

uma camada adsorvida conduzida como um campo de densidade cont́ınuo, incorpo-

rando deformações elásticas e plásticas. Os resultados numéricos mostraram que, em

baixas temperaturas, a resposta da velocidade de um camada inicialmente comensu-

rada apresenta histerese. Esse efeito de histerese é seguido por transições dinâmicas

de derretimento e congelamento, com o aumento e diminuição da força aplicada em

diferentes valores cŕıticos. A inclusão das flutuações térmicas e dos efeitos inerciais é

de fundamental importância para uma descrição correta dessas transições dinâmicas.

A principal caracteŕıstica da resposta não-linear do modelo de CFC, em particular

no que se refere ao ciclo da histerese separando o atrito estático do dinâmico em

dois limiares, é a semelhança com resultados obtidos anteriormente por modelos de

part́ıculas. Entretanto, os detalhes dos mecanismos do derretimento e do congela-
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mento dinâmicos são significativamente diferentes. No modelo de CFC considerado

neste trabalho, o mecanismos corresponde a nucleação de faixas em vez de domı́nios

fechados como acontece em modelos de part́ıculas.
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8 CONCLUSÕES

Neste trabalho foi apresentado um estudo sobre as principais propriedades estrutu-

rais de camadas atômicas adsorvidas em superf́ıcie de cristais no estado de equiĺıbrio

e fora do equiĺıbrio. Estas propriedades foram estudadas utilizando um modelo de

campo de fase cristalino, introduzido recentemente na literatura (ELDER; GRANT,

2004), na presença de um potencial de aprisionamento externo (ACHIM et al., 2006) e

de uma força externa de condução (ACHIM et al., 2009). Como o modelo naturalmente

incorpora as deformações elásticas e plásticas, ele é capaz de fornecer uma descrição

no cont́ınuo de sistemas em rede como camadas atômicas adsorvidas ou redes de vór-

tices 2D, mantendo a simetria discreta da rede na fase sólida. A principal vantagem

desse modelo, em comparação com as abordagens tradicionais, é que, apesar dele

manter a resolução espacial em escala atômica, sua evolução temporal segue natu-

ralmente as escalas de tempo difusivo. Assim, os estudos de simulações numéricas

da dinâmica dos sistemas podem ser feitos em escalas de tempo mais realistas e em

ordem de grandeza muito maior do que nos modelos atômicos microscópicos. Nesta

tese, este método foi utilizado para estudar a influência de flutuações térmicas nos

diagramas de fase obtidos em função do descasamento de rede e da força de aprision-

amento externa. Além dos efeitos da temperatura, a resposta não linear da camada

adsorvida sob a ação de uma força externa, transições dinâmicas e atrito de desliza-

mento foram estudados no modelo com potencial de aprisionamento (RAMOS et al.,

2010). Para realização das simulações foram utilizadas as técnicas de Monte Carlo e

da resolução numérica da Equação de Langevin, além dos métodos do Recozimento

Simulado e Têmpera Paralela para equilibração do sistema.

Os resultados obtidos, sobre o efeito da temperatura, revelaram que o modelo possui

um rico diagrama de fase, com fases comensurada, incomensurada e tipo-ĺıquida, com

uma topologia dependente do tipo da estrutura ordenada. Além disso, uma análise de

escala de tamanho finito da transição de derretimento da fase comensurada c(2× 2)

mostrou que o comportamento dos expoentes cŕıticos de comprimento de correlação

termal ν e do calor espećıfico c são consistentes com a classe de universalidade do

modelo de Ising.

Para estudar a resposta não linear do modelo de CFC sob a ação de uma força

externa e sem efeitos inerciais e flutuações térmicas, foram escolhidos os estados

estáveis mais simples, ou seja, as fases (1 × 1) e c(2 × 2). Esses casos são partic-

ularmente interessantes por que podem ser relacionados com outros sistemas como
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monocamadas adsorvidas conduzidas (GRANATO; YING, 2000; PERSSON, 1993b), on-

das de densidade de cargas conduzidas (KARTTUNEN et al., 1999; GRÜNER et al., 1981)

e vórtices em rede conduzidos (REICHHARDT; NORI, 1999). Em geral, os resultados

obtidos aqui apresentaram transições de desancoramento cont́ınua e descont́ınua,

dependendo da força de aprisionamento. Para uma força de aprisionamento suficien-

temente alta, ocorre uma transição cont́ınua com a velocidade próxima à transição

escalando como (f − fc)1/2, independente da dimensão do sistema. Para baixos val-

ores do potencial de aprisionamento, transições de desancoramento descont́ınuas e

efeitos de histerese foram observados. Neste caso, foram encontrados dois valores

cŕıticos diferentes f inc > fdec , que corespondem à força cŕıtica cinética e estática,

respectivamente. Esses dois valores de força cŕıtica são responsáveis pelo movimento

“gruda-desgruda”, observado experimentalmente em baixas velocidades de desliza-

mento (YOSHIZAWA et al., 1993).

Finalmente, estudamos a resposta não linear da velocidade e o comportamento do

atrito de deslizamento de uma camada adsorvina no modelo de CFC com potencial

de aprisionamento, levando em consideração efeitos inerciais e flutuações térmicas.

Para isto foram obtidas equações dinâmicas estocásticas para os campos de densi-

dade de part́ıcula e de momento. Estas equações foram resolvidas numericamente

pelo método da dinâmica de Langevin. Nós encontramos que, para baixos valores

da temperatura, a resposta da velocidade de uma camada adsorvida inicialmente

comensurada apresenta ciclo de histerese, com transições dinâmicas de derretimento

e congelamento para o aumento e diminuição da força externa aplicada, em valores

cŕıticos diferentes. A principal caracteŕıstica da resposta não linear da velocidade da

camada é a semelhança dos resultados encontrados com resultados obtidos anterior-

mente com simulações por dinâmica molecular de modelos de part́ıculas (PERSSON,

1998). Entretanto, os mecanismos da dinâmica de derretimento e congelamento são

significativamente diferentes. No modelo de CFC, o processo de nucleação acon-

tece através de faixas, ao invés de domı́nios fechados encontrados em modelos de

part́ıculas.

Como perspectivas futuras para este trabalho, podem ser realizadas simulações para

outras simetrias do potencial de aprisionamento, como por exemplo, hexagonal ou

tipo“comeia”e também um potencial na forma aleatória, representando um substrato

com defeitos. Pode-se também realizar simulações para redes de tamanhos maiores

afim de melhorar a precisão das estimativas dos expoentes cŕıticos.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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<http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:

cond-mat/9612010>. 40, 49

MARKOVI, N.; DOHMEN, M. A. H.; ZANT, H. S. J. van der. Tunable

charge-density wave transport in a current-effect transistor. Phys. Rev. Lett.,

American Physical Society, v. 84, n. 3, p. 534–537, Jan 2000. 74

MARTIN, J. I.; VELEZ, M.; NOGUES, J.; SCHULLER, I. K. Flux pinning in a

superconductor by an array of submicrometer magnetic dots. Phys. Rev. Lett.,

v. 79, n. 10, p. 1929–1932, Sep 1997. 45, 61

MAZENKO, G. F. Nonequilibrium statistical mechanics. New York:

Wiley-VCH, 2006. 478 p. 77

METROPOLIS, N.; ROSENBLUTH, A. W. Commensurate phases,

incommensurate phases and the devil´s staircase. J. Chem. Phys., p. 1087, 1953.

V. 21. 33, 34, 39

MIDDLETON, A. A.; BIHAM, O.; LITTLEWOOD, P. B.; SIBANI, P. Complete

mode locking in models of charge-density waves. Phys. Rev. Lett., American

Physical Society, v. 68, n. 10, p. 1586–1589, Mar 1992. 16

MIDDLETON, A. A.; FISHER, D. S. Critical behavior of pinned charge-density

waves below the threshold for sliding. Phys. Rev. Lett., American Physical

Society, v. 66, n. 1, p. 92–95, Jan 1991. 16

MITSUTAKE, A.; OKAMOTO, Y. Replica-exchange extensions of simulated

tempering method. The Journal of Chemical Physics, AIP, v. 121, n. 6, p.

2491–2504, 2004. 40

MYERS, C. R.; SETHNA, J. P. Collective dynamics in a model of sliding

charge-density waves. I. critical behavior. Phys. Rev. B, American Physical

Society, v. 47, n. 17, p. 11171–11193, May 1993. 16, 61

NELSON, D. R. in: C. Domb. J. L. Lebowitz (Eds.), Phase transitions

and critical phenomena. London: Academic Press, 1983. 1 p. Vol. 7. 13

NELSON, D. R.; HALPERIN, B. I. Dislocation-mediated melting in two

dimensions. Phys. Rev. B, American Physical Society, v. 19, n. 5, p. 2457–2484,

Mar 1979. 13

98

http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:cond-mat/9612010
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:cond-mat/9612010


NELSON, E. Dynamical theories of brownian motion. Princeton: Princeton

University Press, 1967. 36

PANDIT, R.; SCHICK, M.; WORTIS, M. Systematics of multilayer adsorption

phenomena on attractive substrates. Phys. Rev. B, American Physical Society,

v. 26, n. 9, p. 5112–5140, Nov 1982. 61

PARK, R. L.; MADDEN, H. H. Annealing changes on the (100) surface of

palladium and their effect on CO adsorption. Surface Science, p. 188–202, 1968.

V. 11. 10

PATRYKIEJEW, A.; SOKOLOWSKI, S. Two-dimensional quasicrystals of

decagonal order in one-component monolayer films. Phys. Rev. Lett., v. 99,

n. 15, p. 156101, Oct 2007. 45, 48

PATRYKIEJEW, A.; SOKOLOWSKI, S.; BINDER, K. Phase transitions in

adsorbed layers formed on crystals of square and rectangular surface lattice.

Surface Science Reports, p. 209–344, 2000. V. 37. 9, 10, 45, 48, 53, 54, 59

. On the ground state structure of monolayers on the (100) face of fcc

crystals. Journal of Chemical Physics, p. 983–993, 2001. V. 115. 29

PERSSON, B. N. J. Ordered structures and phase transitions in adsorbed layers.

Surface Science Reports, 1992. V. 15. 5, 14, 45

. Theory and simulation of sliding friction. Phys. Rev. Lett., American

Physical Society, v. 71, n. 8, p. 1212–1215, Aug 1993. 16, 69, 71, 72, 76, 88, 89

. Theory of friction and boundary lubrication. Phys. Rev. B, American

Physical Society, v. 48, n. 24, p. 18140–18158, Dec 1993. 14, 92

. Theory of friction: Dynamical phase transitions in adsorbed layers. J.

Chem. Phys., v. 103, p. 3849, 1995. 14, 17, 72, 75

. Sliding friction: physical principles ans applications. [S.l.]: Springer,

1998. 510 p. 14, 16, 17, 62, 69, 71, 75, 92

PERSSON, B. N. J.; TOSATTI, E. Layering transition in confined molecular thin

films: Nucleation and growth. Phys. Rev. B, American Physical Society, v. 50,

n. 8, p. 5590–5599, Aug 1994. 77

99



PERTSINIDIS, A.; LING, X. S. Statics and dynamics of 2D colloidal crystals in a

random pinning potential. Phys. Rev. Lett., v. 100, n. 2, p. 028303, Jan 2008. 45

RAHMAN, A. Commensurate phases, incommensurate phases and the devil´s

staircase. Phys. Rev. A, p. 136, 1964. V. 405. 33

RAMASWAMY, S.; MAZENKO, G. F. Linear and nonlinear hydrodynamics of

low-friction adsorbed systems. Phys. Rev. A, American Physical Society, v. 26,

n. 3, p. 1735–1741, Sep 1982. 77

RAMOS, J. A. P.; GRANATO, E.; ACHIM, C. V.; YING, S. C.; ELDER, K. R.;

ALA-NISSILA, T. Thermal fluctuations and phase diagrams of the phase-field

crystal model with pinning. Phys. Rev. E, American Physical Society, v. 78, n. 3,

p. 031109, Sep 2008. 45, 79, 81, 82

RAMOS, J. A. P.; GRANATO, E.; YING, S. C.; ACHIM, C. V.; ELDER, K. R.;

ALA-NISSILA, T. Dynamical transitions and sliding friction of the

phase-field-crystal model with pinning. Phys. Rev. E, American Physical Society,

v. 81, n. 1, p. 011121, Jan 2010. 75, 91

REICHHARDT, C.; NORI, F. Phase locking, devil’s staircases, farey trees, and

arnold tongues in driven vortex lattices with periodic pinning. Phys. Rev. Lett.,

American Physical Society, v. 82, n. 2, p. 414–417, Jan 1999. 72, 73, 92

REICHHARDT, C.; REICHHARDT, C. J. O. Spontaneous transverse response

and amplified switching in superconductors with honeycomb pinning arrays. Phys.

Rev. Lett., American Physical Society, v. 100, n. 16, p. 167002, Apr 2008. 73

RINGLAND, K. L.; FINNEFROCK, A. C.; LI, Y.; BROCK, J. D.; LEMAY, S. G.;

THORNE, R. E. Scaling in charge-density-wave relaxation: Time-resolved X-Ray

scattering measurements. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 82,

n. 9, p. 1923–1926, Mar 1999. 17

RYS, F. S. Eight-vertex model of two-dimensional domain walls. Phys. Rev.

Lett., American Physical Society, v. 51, n. 10, p. 849–852, Sep 1983. 54, 55

SCHICK, M. The classification of order-disorder transitions on surfaces. Progress

in Surface Science, v. 11, n. 4, p. 245 – 292, 1981. 55, 59, 61, 62

SCHWEIZER, E.; PERSSON, B. N. J.; TUSHAUS, M.; HOGE, D.; BRADSHAW,

A. M. The potential-energy surface, vibrational phase relaxation and the

100



order-disorder transition in the adsorption system Pt(111)-CO. Surface Science,

p. 49–89, 1989. V.213. 7

STEFANOVIC, P.; HAATAJA, M.; PROVATAS, N. Phase-field crystals with

elastic interactions. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 96, n. 22, p.

225504, Jun 2006. 80

SWIFT, J.; HOHENBERG, P. C. Hydrodynamic fluctuations at the convective

instability. Phys. Rev. A, American Physical Society, v. 15, n. 1, p. 319–328, Jan

1977. 23

TEEFFELEN, S.; BACKOFEN, R.; VOIGT, A.; LÖWEN, H. Derivation of the
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